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Der Verfaſſer hat es in vorliegendem Lehrbuche verſucht, auf Grund einer 
vieljaͤhrigen Erfahrung die Anfichten zu bethätigen, welche er vor geraumer Zeit 
in ſeinen Betrachtungen: „Ueber Zweck und Methode des mathematiſchen Unter⸗ 
richts ... Hahn'ſche Hofbuchhandlung, Hannover, 1844” auszuſprechen Gelegen⸗ 
heit fand. Er möchte dadurch gern zur Förderung eines Unterrichts beitragen, 
der im Organismus der höheren Rehranftalten eben fo unerläßlih ift, als er 
oftmald und durch Vieles erſchwert und gefährdet wird, nicht am menigften 
duch das unfelige, dem Berfafier au durch alle feine Erfahrung wider 
legte Vorurtheil, daß nicht jeder gefunde Geift für die Elemente ber Mathe 
matit vollkommen zugänglich fein follte, wenn ihm biefelben nur auf bie rechte 
Weiſe zugeführt werden. 

Der Berfafler wollte in vorliegendem Lehrbuche im volifien Sinne bes 
Bortes ein Lernbuch geben, ald das vorzüglichſte Erleichterungsmittel des 
öffentlichen Unterrichts, d. b. ein Buch, in welchem der Schüfer den Unterrihte« 
ſtoff in vollftändig ausgearbeiteter Form fo dargeftelit findet, wie er ihn ſchließ⸗ 
lich fih aneignen und behalten foll, wie ihn der Lehrer von Stumde zu Stunde, 
von Paragraph zu Paragraph als den kryſtalliſtrten Kern feines Unterrichts 
von dem Schüler fol wiederfordern fönnen. 

Da nun die Mathematik eine Wiſſenſchaft im firengften Sinne des Wortes 
if, und es gilt, die Jugend durch die Einführung in ihren Inhalt zugleid und 
ganz befonderd auch zur Zucht und Strenge folder Wiflenfchaft zu erziehen: 
jo ertenne ich es ald Hauptaufgabe des mathematifhen Lehrbuchs, mie des 
mathematifchen Unterrichts, „die Korderungen firengfier Wiffen- 
[haftlihkeit mit den Forderungen größtmöglidher Faßlich— 
keit für die Jugend zu vereinen, den Inhalt des Unterridte 
aber auch für's Leben möglihft brauchbar zu machen“. 

Ich habe dieſe Aufgabe den drei darin enthaltenen Bedingungen gemaͤß zu 
erfüllen geſucht: 

J. Durch vollkommen organiſche Verbindung und Gliede⸗ 

tung des Ganzen wie des Einzelnen. 

Die fcharfe Trennung durch Abſchnitte, Anpitel x, foll das Zuſammen⸗ 
gehörige fireng abfondern und eng verbinden; fol die natürlichen Halt⸗ und 
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Ruhepunkte darbieten, von denen aus man jedesmal ein neues Ziel immer 
in nädhfter Nähe erkennt, ganz beftimmte Erwartungen angeregt 
oder erfült fieht. — Es kann nicht fehlen, daß ein Lehrbuch der Mathematik, 
welches als ſolches ein ausgeführtes Gebaude diefer Wiſſenſchaft darftellen will 
und dabei dem Unterrichte in der Teriia mie in der Prima dienen fol, einmal 
volljtändiger ald der erfte mündliche Unterricht ift, dann aud wohl einmal 
anderd angeordnet ift, als diefer es verlangt. Iſt nur die Orientirung im 
Ganzen gefichert und durch freie Geſichtspuntte licht und leicht gemacht: fo 
mag man dann ohne alle Gefahr, nd größerer oder geringerer Beſchränkung 
‚auf Einzelnes, nur hierhin oder dorthin fein befondered Augenmerk richten, je 
nachdem die Individuen oder die befonderen Zwecke des Unterrichts Richtung 
und Weite des eingehenden Studiums beflimmen. Gin Sterndyen * bei ganzen 
Abfehnitten, einzelnen Kapiteln 2c. bezeishnet die Theile, welche, unbeſchadet des 
wiffenfchaftlihen Zufammenhangs, überhaupt oder doch beim erflen Unterrichte 
überfchlagen und einer fpätern Ergänzung vorbehalten werden können, 


11. Durch ſolche Eintihtung des Lehrgangs, ‚ 


daß er 1) die größtmöglige Urſprünglichkeit und Unmittel- 
barkeit der Erkenntniß erzielt. 

Es fol anfängs mehr die Form durch das Verſtändniß, als dieſes durch 
jene gewonnen werden, fo daß man beiſpielshalber den Beweis ſelber führt, 
nicht geführt wird von dein Beweiſe. Es Toll hier der jugendliche Geiſt nicht 
ſowohl durch Wiffenfhaft ald zur Wilfenfchaft erzogen und herangebildet 
werden. Mit der vollendeten Form :anzufangen, flatt damit aufzuhoͤren, ift der 
größte Febler dea mathematifchen Unterrichts. Dad Lehrbuch fteht hier freilich 
in großem Nachtheile gegen den mündlichen Unterricht, da es nur die Ithte, ab⸗ 
fließende Form ber Entwickelung enthält, weldye der Unterricht in mannigfaltigſter 
Weiſe erft vorbereiten und. finden lafien tan. Aber die Anorduung und Talge 
der Paragraphen des Lehrbuchs, wie die Wahl der befondern Form, in welcher 
jener Abfchluß gegeben wird, fteht doch in der Gewalt des Verfaſſers; Beides 
fann von ihm auf mancherlei Art jo eingerichtet werben, wie td am wirtſam⸗ 
ſten dem gedachten Zwecke entſpricht. 


Daß er 2) den Fortgang vom Beſondern zum Augemei— 
nen nimmt. 


Mag es die ausgebildete Wiſſenſchaft am reichſten belohnen, aus den höch⸗ 
ſten Höhen die weitesten Gebiete gleichfam beivaffneten Auges mit einem 
Blicke zu Überfhauen: die Jugend muß erft mit, freiem Auge das Naheliegende 
zu fehen lernen‘, erſt allmälig auf die höheren Standpunite zu immer weiterer 
Umſchau hinaufgeführt werden. So wäre es unrecht, bie Auflöfung des recht⸗ 
winkligen Dreieds erſt aus den allgemeinen Auflöfungsfornieln des Dreiecks 
überhaupt zu lernen, ſtatt etſtere in letzteren wiederzuerkennen. Und dieſe 
künſtlichen Begriffe des Multiplicirens, des Potenzirens x.! Ja, ſie find wohl 
geeignet, gleich ſinnreichen Hypotheſen ein Gebiet von Eeſcheinangen einfach zu 
erklären: aber mie fie nicht organiſch aus dem jugendlichen Gele und ſeinen 





Vortede. VII 


Vedürfniſſen herausgewachſen find, ſo bleiben fie dann meiterhin ohne alle in⸗ 
nere Triebfraft und haber die felbftändige Entwidelung empfindlich unterbrochen. 
Kein, die ganze Mathematik, für den Schüler zumächſt Die Arithmetik, iſt als 


; ein großer Proceß immer wachſender Verallgemeintrung aufzufaſſen und dar⸗ 


zuſtellen. 
Daß er 3) ohne Unterlaß die theoretiſche Erkenntniß mit 
praktiſcher Uebung verbindet. 

Die Erkenntniß muß, mödte ich ſagen, nicht weniger in die Hand ale 
in den Kopf; fie muß in Eins durd) das Andere! Das Können reizt zum 
Wiſſen, giebt Stoff zur Bildung des Wiſſens und erhält die Borausfegungen 
und Anfnüpfungen fpäterer Entridelungen wad und (ebendig. 


So mie ih darum ald Lehrer den fortfchreitenden Schulunterricht all. 


; wöchentlich durch eine Stunde „praftifcher Uebungen“, der f. g. Hausarbeiten, 
‚ imterbreche, fo enthält amd) das Lehrbuch faft für jeden Abfchnitt, ja für jedes 


Kapitel eine Sammlung von Aufgaben, die den Stoff folcher Stunden bilden. 
Die Aufgaben find planmäßig, im Zufammenhange mit der tbeoretifchen Ent⸗ 
widelung gewähllt, leicht ‚genug, mm nicht die Freudigkeit der Arbeit gu zerſtoͤren, 
allmälig auffteigend zu fehmereren und, wo thunlih, in Formen dar Einklei⸗ 
dung, die das Intereſſe zu beleben geeignet find. Sie find faft alle zu diefem 
Zwecle von mir urfprünglich gebildet und auögerechnet, zumeilen aber auch 
werthuollen Sammlungen der Art vollftändig entlehnt. Sch habe im lehtern 
alle, und mo es der Mühe werth war, die Quellen befonderd angegeben, nur 
daß es mir begegnet fein wird, bier und da eine Aufgabe nicht auf ihren 
fremden Urfprung bezogen zu haben, wenn fie nemlic aus meinen Samm- 
lungen früherer Zeit entnommen ift, wo ic entfernt nicht daran dachte, fie 


; einmal druden zu laffen, und darum in der Bezeichnung der Quellen nit 


vollftändig tar. Einigen Hauptklaffen von Aufgaben find vollftändig aus: 
geführte Auflöfungen f. g. „Mufter-Aufgaben“ vorangefhidt; allen aber find 
die Refultate ihrer Auflöfung beigegeben. 


U Durch befondere Hervorhebung von Anwendungen der 
Diffenfhaft auf's Leben, namentlih in der Aufſtel⸗ 
lung und Auflöfung von Aufgaben. 


Die durchgängige Uneigennützigkeit der mathemalifhen Studien, die ihren 


Sporn vorwiegend in der Freüdigkeit der Erkenntniß, in der Freude an unbe⸗ 


frittener Wahrheit finden, 'verbient ed wohl einmal durch die Einſicht belohnt 
ju werden, dag man mit Ber Mathematik auch dd machen fan. Klagt man 
irgendwo über Abnahme des Intereſſes für den mathematifhen Unterricht in 
vet Prima, fo hat diefe traurige Erſcheinung vielleicht auch in Anderem, aller: 
meiſtens ſicher in der Berfäumnib diefer Kückſicht ihren Grund: Dem Schüler, 
weiher nicht eben’ Mathematiter werben will, ſchwindet wohl das Intereſſe, 
noch zu wiſſen, wie z. B. logarithmiſche Tafeln zu berechnen waren: aber mit 
ben fertigen Tafeln —8 Aufgaben Zu löſen, Hat er nun erſt 
ein um ſo größeres Antereffe. Wenn ihn die Zeichnung ähnlicher Dreiecke 
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und Bielede mit Lineal oder Zirkel nicht mehr reizt, fo belebt es ſicher feiner 
ganzen Eifer aufs neue, diefe Aufgaben nun mit Meßtiſch nnd Storchſchnabel im 
Dienfle wichtiger Anwendungen des Lebens gelööt zu fehen. Darum iſt wit den 
bisherigen „Erercitien- (Rr. II. 3) nun gleihfem „eine Lectũte von Slaffitern* 
zu verbinden, von Glaffitern, die in unferer Epradhe, der der Mathematik, ges 
fehrieben find. Gehören dazu freilih am meiften die Anwendungen der Trigone⸗ 
metrie und alle die Aufgaben, deren Auflöfung auf Anwendungen phyfikaliſcher 
Geſetze beruht: fo ift doch ſchon die gemeine Algebra und die Planimetrie a 
für fi nicht arm an foldyem Stoff, wie die Aufgabenklaſſen der Abſchnitte VIE 
und XIII—XV der Xrithmetit, und der Abſchnitte IX— XI der Geometrie 
beweifen mögen. . 


Auch von diefen Aufgaben, auf welche ic barum einen ganz beſondem 

Werth gelegt habe und die ja nebenbei auch dem Zwecke von Rı.Il.3 zu dienen 
beftimmt find, habe ich hinfihtlich ihrer Auswahl und ihrer Ausrechnung bie 
obige Bemerkung zu wiederholen. — 


Das ganze Werk erfcheint in vier für ſich beftehenden Bänden, enthaltend: 
I. die Arithmetit umd Algebra; II. die, Planimetrie; III. die ebene Trigono⸗ 
metrie; IV. die Stereometrie und ſphaͤriſche Trigonometrie. 


Die hier zunächſt folgende Arithmetit betreffend, fo muß ich es ihr 
felbft überlaffen, zu zeigen, in wie weit fie den obigen Bedingungen entfpridt. 
Da einzelne Abfchnitte und Kapitel, wo es räthlich fchien, noch befondere Winte 
zu ihrer Orientirung enthalten, fo finde id) darüber im ganzen nur noch 
zweierlei zu bemerten, das Eine, die Behandlung ded Abfchnittes I, der vier | 
Species, das Andere, den Umfang des Ganzen betreffend. | 


Die vier Species bilden den eigentlihen Grund der Arithmetit und 
damit der ganzen Wiſſenſchaft überhaupt und find darum bier in ihrer ganzen 
Bollftändigkeit und Gründlicdjkeit nad) den Grundfägen in Rr. II entwidelt 
worden. Hier vor Allem galt ed, die beftinmten Gefebe durch urfprüng- 
Lie Zolgerung aus den Begriffen fefizuftellen ; hier war Die Form zu lernen 
durch das Berfländnig, und das Abſtracte und Künftlihe der Berweisfihrung 
zu vermeiden. Zwar wäre mit den Hülfsmitteln und vom Standpunkte ab⸗ 
firacter Wiffenfhaft aus Ginzelned wohl kürzer darzuftellen geweſen. Gin 
Geſetz, wie beifpielöhalber das in den Gleihungen («—b)+e = (a +c)—I 
— a— (bc) ausgefprochene Gefep der Addition zu einer Differenz, enthält 
bei voller Benugung aller darin liegenden Folgen zugleih den Ausſpruch um - 
den Grund mehrerer anderer Gefepe, wie in vorliegendem Beifpiele zugleich dead 
Geſetz der Subtraction von einer Summe und das der Subtraction eine 
Differenz. Aber wie ein, darauf angelegtes Verfahren in Wahrheit ſchon den 
$. 231, ©. 204, anticipirt und darum an fo früher Stelle für den Anfänge 
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leicht etwas Befremdliches und Umverſtändliches bebält: fo treten auch Die 
glei ſelbſtändigen Gefege ber verfchierenen Zahlenverbindungen nid 
mit gleicher Urfprüngfichkeit ine Bemußtfein, werben vielmehr num ſchwer als 
ſolche bekimmt unterſchieden und behalten. 

Und follte man felbft auch unfere Art der Beweisführung, bei der es doch 
immer noch galt, die Strenge der Wiffenfchaft zu üben, hier und da zu ſchwer 
ı für den Anfänger finden, trotz der Anbequemung an feine Borftellung und an 
‚feine Sprade, troß der Veranfhaulihung jedes Neuen durch Altes und Bes 
tanntes: fo möge man ohne alle Gefahr den einen oder den andern Beweis 
zum vollften Abſchluſſe einer ſpaͤtern Wiederholung vorbehalten. Die Geſetzze 
ſelbſt ſtehen doch in ihrem natürlichen Zuſammenhange und in ihrer 
Selbſtändigkeit und Vollſtändigkeit neben einander und find in den folgenden 
Uebungsbeiſpielen S. 70—80 nach Nr. II. 3 zu befeſtigen. 


Sn dieſem Abſchnitt I der vier Species iſt ja dann auch der ganze zweite 
und vierte Abſchnitt ſchon mit enthalten und einfach nad) Nr. II.2 daraus abzu⸗ 
leiten. Es entfremdet die negativen Zahlen ihrem natürlichften Urfprunge und 
häuft dann nachher die Schwierigkeiten des Unterrichts an einer Stelle, wenn 
man nit ſchon in den vier Specied auf ein Ibn in dem Produkte 
(«—b)(m—n) aufmerffam geworden ift und in ihm faum etwas anderes zu 
lernen gehabt hat, ald was man ſchon vom gemeinen Rechnen ber mußte. 
Selbſt den Namen „algebraifhe Summe“ babe ih mit Borbedacht fhon hier 
($. 41) gebraucht; die Sache iſt fhon hier vorzubereiten, obgleich das Recht 
ded Namens erft in 8. 114 gefunden wird. 

Den Umfang des Banzen betreffend, fo ift er durch die Verbindung 
der drei Dinge: wiſſenſchaftliche Volftändigkeit des Inhalts, nolljtändige 
Ausarbeitung der Form und Einflehtung fuftematifch geordneter Beifpiels 
fammlungen nebft der Auflöfung f. g. Mufteraufgaben, etwas größer getvorden, 
old er bei der Mehrzahl von Schulbüchern der Arithinetit gewöhnlich if. Aber 
abgefehen davon, daß das Buch vermöge feiner Einrihtung nah Rr. I jedem 
Rehrer ohne weiteres die Möglichkeit giebt, fein eigened Bud daraus zu 
machen und e8 feinem Umfange deö Unterrichts gemäß zu gebrauchen: mußte 
ih in der Vergrößerung des Umfangs aus folhen Urfachen eine weitere Erleich⸗ 
terung und Förderung des mathematifchen Unterrichts erfennen. Die beiden letzt⸗ 
genannten Urſachen haben ihrer Ratur nad) keinen andern Zweck; aber auch die 
erfte nicht. Eben die Halbheit und die Beziehungslofigkeit des Einzelnen ift es, 
die den Unterricht fo Leicht unverftändlih und unzugänglih macht, während 
man fidh bei der abfchließenden Volftändigkeit eined Ganzen jenes mächtigen 
Sporns zur Arbeit von Seiten des Schülers zu erfreuen bat, welcher aus dem 
Innern der Sache flammt und wie von felbft zur Erreichung eines klar und 
beftimmt vor Augen geftellten Zieles treibt. Man braucht nicht Alle mit Allen 
junehmen: aber für befondere Vorliebe oder befondere Befähigung find fo noch 
die Wege eigenen Fortſchreitens ficher angemiefen. — 

Alles Andere will ih nun der fertig vorliegenden Ausführung meines 

‘ Planes felbft zur Verantwortung überlaffen. Wie id mir dabei ded ganzen 
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läd der Lage bewußt geworden bin, worin fi der Verfaſſer eines mather 


matifchen Buches befindet, meil der Juhnlt desſelben ganz in ihm liegt; fo 
fühl' ich mich doch dankbar verpflichtet fo Bielen, bie mir auf diefem Wege 


voran gegangen find. Bon ihnen, wie von den anderen Mitarbeitern am gleicher: 


Sache und in gleihem Geifte als treuer Helfer erfannt und aufgenommen zu 

werden, würde mir aller Lohn der Mühen fein, die mir das Streben nad 

gewiſſenhafter Erfüllung der oben ausgefprochenen Abfiht auferlegt hat. 
Gelle, den 20. Januar 1862. 


Der Berfafler. 
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Allgemeine Einleitung. 





8. 1. , 
Mathematik iſt die Wiffenfchaft von der Größe. 
Größe (quamntitas) ift die Eigenfchaft der Dinge, als ein 

mehr oder weniger, im beftimmteiten Falle ald.ein Vielfaches von 
| „einem und demfelben“ gedacht werden zu fönnen. 
| Defterd bezeichnet da8 Wort Größe (Quantität) auch das 
beitimmte. Maß, in welchem einem Dinge diefe Eigenfchaft (in 
irgend einer Hinficht) beigelegt wird, 3. B..die Größe des Weges, 
| des Preiſes einer Waare. 
| * Größen (quanta) heißen die Dinge, infofern ihnen die 

genannte Eigenfchaft in einer oder der andern Hinficht zufommt; 
| namentlih und vorzugsweiſe alfo die Dinge, welche ausfchließlich 
oder vorwiegend nur in Beziehung auf diefe Eigenfchaft Gegen- 

fand der Betrachtung find, wie Zeit, Raum, Kraft, Schnelligkeit, 

Gewicht, Diehtigkeit, Preid und Menge einer Waare x. 
| Baum, Ofen x. find Begriffe; der einzelne Baum, der ein- 
zelne Dfen fann in mehrfacher Hinficht, z. B. in Hinfiht auf fein 
Gewicht, feine Ausdehnung, ald Größe gedacht und fo genannt 
. werden. 
| Dad Ding (der Begriff oder in den meiften Fällen ſchon 
| felbft wieder die beftimmte Größe), mit welchem man eine Größe 
(uantum) vergleicht, um obiged „mehr oder weniger“, obiges 
 „Bielfache« zu ermitteln,” heißt die der Größe zum Grunde liegende 
„Einheit“ oder ihr „Maß“; und diefe Bergleihung anftellen, 
heißt „die Größe meffen« (in dem befondern Falle, wo fie 
in Theilen, welche gleich der Einheit find, getrennt (Didcret) aus⸗ 
einander liegt, »zählen"). In jedem Falle führt die Dergleichung 
einer Größe mit ihrem Maße auf die „Zahl“ ald ihr Refultat. 
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92 Allgem. Einleitung. 


Zahl ift nämlid die Angabe, wie (und zunädhft nur wie | 
viel mal) die Einheit oder da® Maß gefept werden muß, um | 


eine Größe zu bilden. 

In den Größen: drei Stunden, vier Meilen, fünf Pfund, 
ſechs Thaler, fieben Bäume, acht Uhren zc. find dort die Größen 
eine Stunde, eine Meile, ein Pfund, ein Thaler, hier der Begriff 
Baum, Uhr die den genannten Größen zum Grunde liegenden 
Einheiten oder Maße; drei, vier, fünf 2c. die Zahlen. 

Größen, die durch einerlei Einheit gemeffen werden fönnen, 
heißen gleihartige Größen, 3. B. fünf Pfund, drei Gentner; 


die dadurch gemeffen find, gleihnamige Größen, 3. 2. ranf 


Pfund, drei Pfund. 
Die Unterfheidung ftetiger und discreter Größen, d. be | 
folder, deren Theile wie bei der Zeit und dem Raume ohne 


Unterbrechung zufammenhängen, fo daß bei unendlicher Theilbar- ; 


feit derfelben ihre Einheiten oder Maße beliebig zu wählen 
find; und folder, die in leßten unveränderlichen Grenzen ab» 


gefhloffen neben und außer einander liegen, fo daß ihre Ein- . 


heit nicht, ohne den Begriff der Größe zu zerftören (7 halbe 


Uhren), beliebig gewählt werden kann: ift an und für fih und : 


für die Mathematif ala Wiffenfchaft unmefentlich, da fie auh 


das Stetige, 3. B. die Zeit in den Gefeben der Dewvegung, den . 
Raum in der analytifhen Geometrie und felbft das Sneommen- 


furabele (Abſchn. VIE, in Zahlen zu begreifen Mittel gefun⸗ 
den hat. 
Dennoch tritt bei der natürlichiten und nädftliegenden Be⸗ 


trahtungsmeife der räumlihen Größen der Begriff der Zahl 
in dem neuen Begriffe der Form oder der Geſtalt anfang® fo 


fehr zurüd und befehränft fih ihr Gebrauch fo fehr auf die all⸗ 
gemeinften Angaben des „mehr oder weniger, größer oder Heiner, 
der Gleichheit oder Ungleichheit“; oder tritt diefer Gebrauch dann 


fpäter bei der höher. ausgebildeten Betrachtungsweiſe (in der ana 


Intifehen Geometrie ıc.) fo abftraet und geflübt auf die Nachhülfe 
andermweitig audgebildeter räumlicher Vorftellungen auf: daß es 
fowohl für den erften Unterriht als für die rehte Erfennt- 
niß der räumlichen Größen, des Stetigen überhaupt, unerläßlich 
tt, diefelben urfprünglih für fih und mit den Mitteln, die in 
ihnen beſonders gelegen find, zu betrachten. 


Allgem. Einleitung. 8 


Darum zerfaͤllt die Mathematik in die beiden beſonderen 
—— 
IL. Die Arithmetik, die Wiſſenſchaft von der Zahl 
and ihren Verbindungen. 
:. DZ Die Geometrie, die Biffenfhaft von den 
säumliben Größen indbefondere. 
| s 2 
. Die Mathematit errichtet ihr wiſſenſchaftliches Gebäude am 
äherften und am keichteften nach der von ihr benannten mathe- 
matifhen Methode auf dem Grunde von Erklärungen, Grund» 
‚and Forderungsſützen durch Lehrfäße, die fie beweist, und Auf- 
gaben, die fte löst; durch Zu- und Kolgefäge, die fie anſchließt. 
' Grflärung (definitio) ift die Angabe der wefentlichen Mert: 
male eines -Begriffs, 3. B. des Addirens, des Dreiecs ıc. 
: Im weitern Sinne des Woris umfaßt die „Erflärung“ die 
' Smgabe alles befien, was bei einer folgenden Entwidelung als 
belannt vorausgefetzt oder zu Grunde gelegt wird. 
| Grundfaß (axioma) ift ein Satz, deffen Wahrheit (ale 
durch fi. ſelbſt klar) vorausgeſetzt wird. 
Lehr ſatz (theorema), auch Sap ſchlichtweg, ift ein Saß, 
deſſen Wahrheit nicht fo offenbar iſt, daß er nicht eines Bewei⸗ 
ſes bedürfte. — Einen Cab (und ebenſo die Richtigkeit einer 
Auflöſung, f. unten) beweiſen, heißt die Wahrheit desſelben 


(ie Richtigkeit derfelben) als nothwendige Folge eines Grundſatzes 


oder anderer ſchon bewiefener Sätze darthun. ine häufig vor- 
bommeude befondere Art des Beweifes ift bie, daß man die Un- 
Ratihaftigfeit (die Unmöglichkeit) des (comtradictorifchen) Gegen⸗ 
theils beweist durch Die Ungereimtheit oder den Widerſpruch der 
dolgen, die aus der Annahme dieſes Gegentheils, dem Einwurfe, 
herwworgehen. Solche Beweiſe heißen indireete oder apago- 
giſche Beweiſe. Sie finden vorzüglich Anwendung beim Beweiſe 


⸗mgekehrtter Säbe*. 


Umgekehrter Sag:eines andern, des Hauptſatze 8, wird 
ein Gaß genaunt, in welchem die Vorausſetzung und die Folgerung 
des Hauptſatzes gegen einander vertauſcht find, d. h. ein Satz, in 
welchem die Folgerung eines Hauptſaßes zur Vorausſetzung und 


be Vorausſetzung zur Folgerung gemacht wird. 


1* 


VIII Vorredt. 


und Vielecke mit Lineal oder Hirkel nicht mehr reizt, fo belebt ed ficher ſeinen 
ganzen Eifer auf'd neue, dieſe Aufgaben nun mit Meßtiſch und Storchſchnabel im 
Dienfte wichtiger Anwendungen deö Lebens gelööt zu fehen. Darum ift mit den 
bieherigen „Erercitien" (Nr. II. 8) nun gleihfam „eine Lectüre von Claſſikern⸗ 
zu verbinden, von Glaffitern, die in unferer Sprache, der der Mathematik, ges 
fohrieben find. Gehören dazu freilich am meiften die Anwendungen der Trigono⸗ 
metrie und alle die Aufgaben, deren Auflöfung auf Anwendungen phyfitalifcher 
Gefege beruht: fo ift doch ſchon die gemeine Algebra und die Planimetrie auf 
für fih nit arm an foldem Stoff, wie die Aufgabenklaffen der Abfchnitte VIL 
und KXII—XV der Arithmetit, und der Abſchnitte IX—XII der Geometrie 
bemweifen mögen. . 


Aud von diefen Aufgaben, auf melde ich darum einen ganz befondern 

Werth gelegt habe und die ja nebenbei aud) dem Zwede von Nr. II. 3 zu dienen 
beftimmt find, babe ich binfichtlid ihrer Auswahl und ihrer Ausrechnung die 
obige Bemerkung zu wiederholen. — 


Das ganze Werk erfeheint in vier für ſich beflehenden Bänden, enthaltend: 
I. die Arithmetit und Algebra; II. die, Planimetrie; III. die ebene Trigono⸗ 
metrie; IV. die Stereomeirie und ſphäriſche Trigonometrie. 


Die hier zunächſt folgende Arithmetit betreffend, fo muß ih es ihr 
felbft überlaffen, zu zeigen, in wie weit fle den obigen Bedingungen entſpricht. 
Da einzelne Abfchnitte und Kapitel, wo es räthlich fchien, noch befondere Winte 
zu ihrer Drientirung enthalten, fo finde id darüber im ganzen nur nod 
zweierlei zu bemerfen, das Eine, die Behandlung des Abfchnittes I, der vier 
Species, dad Andere, den Umfang des Banzen betreffend. 


Die vier Species bilden den eigentlihen Grund der Arithmetif und 
damit der ganzen Wiffenfchaft überhaupt und find darum bier in ihrer ganzen 
Boliftändigkeit und Gründlichkeit nad den Grundfägen in Nr. II entwidelt 
worden. Hier vor Allem galt ed, die beftimmten Gefege durch urfprüng: 
liche Folgerung aus den Begriffen feflzuftellen ; bier war Die Form zu lernen 
durch das Verſtaͤndniß, und das Abſtracte und Künftlihe der Bemweisführung 
zu vermeiden. Zwar wäre mit den Hülfgmitteln und vom Standpunkte ab- 
ftracter Wiſſenſchaft aus Ginzelned wohl kürzer darzuſtellen geweſen. Ein 
Geſetz, mie beifpielshalber das in den Gleihungen (a — b) P0 = (a +c)—b 
— a—(b— ce) ausgefprochene Gefep der Addition zu einer Differenz, enthält 
bei voller Benugung aller darin liegenden Folgen zugleich den Yusfprud und 
den Grund mehrerer anderer Gefepe, wie in vorliegendem Beifpiele zugleich das 
Geſetz der Subtracdtion von einer Summe und das der Subtraction eine 
Differenz. Uber wie ein darauf angelegtes Verfahren in Wahrheit ſchon den 
$. 231, ©. 204, anticipirt und. darum an fo früher :Stelle für den Anfänge 


Borrebe. IX 


leicht etwas Befremdliches und Umverfländlihes behält: fo treten atıch Die 
glei feldftändigen Gelege der verſchiedenen Zahlenverbindungen nicht 
mit gleihen Urfprünglichkeit ine Bemußtfein, werden vielmehr nur ſchwer ale 
ſoſche beſfimmt umterfebieden: umd behalten. 

Und follte man felbft auch unfere Art der Beweisführung, bei der ed doch 
immer noch galt, die Strenge der Wifjenfchaft zu üben, hier und da zu fihrer 
für den Anfänger finden, troß der Anbequemung an feine Borftellung und an 
feine Sprache, troß der Beranfhaulichung jedes Neuen durch Altes und Bes 
tannted: jo möge man ohne alle Gefahr den einen oder den andern Beweis 
zum vollſten Abſchluſſe einer fpätern Wiederholung vorbehalten. Die Gefepe 
felbft fliehen doch in ihrem natürlihen Zufammenhange und in ihrer 
Selbſtaͤndigkeit und Vollftändigfeit neben einander und find in den folgenden 
Webungsbeifpielen S. 70—80 nad Nr. II. 3 zu befeftigen. 


In diefem Abfchnitt I der vier Species ift ja dann auch der ganze zweite 
und vierte Abjchnitt ſchon mit enthalten und einfad nad Nr. II.2 daraus abzu⸗ 
leiten. Es entfremdet die negativen Zahlen ibrem natürlichften Urfprunge und 
häuft dann nachher die Schwierigkeiten des Unterrihts an einer Stelle, wenn 
man nicht fhon in den vier Species auf ein +bn in dem Producte 
(«—b)(m—n) aufmerffam geworden ift und in ihm faum etwas anderes zu 
lernen gehabt hat, ald was man fhon vom gemeinen Rechnen ber wußte. 
Selbft den Namen „algebraifhe Summe“ Habe ih mit Vorbedacht fhon bier 
($. 41) gebraucht; die Sache ift ſchon bier vorzubereiten, obgleich das Recht 
ded Namens erſt in 8. 114 gefunden wird. 

Den Umfang ded Ganzen betreffend, fo ift er durch die Verbindung 
der drei Dinge: wifjenfchaftliche Bollftändigkeit des Inhalts, vollitändige 
Ausarbeitung der Form und Einflehtung foftematifch geordneter Beifpiels 
fammlungen nebft der Auflöfung f. g. Mufteraufgaben, etwas größer getvorden, 
ala er bei der Mehrzahl von Schulbüchern der Arithmetik gewöhnlich iſt. Aber 
abgefehen davon , daß dad Bud) vermöge feiner Eintihtung nah Nr. I jedem 
Lehrer ohne weiteres Die Möglichkeit giebt, fein eigenes Buch daraus zu 
mahen und ed feinem Umfange des Unterricht3 gemäß zu gebrauchen: mußte 
id) in der Bergrößerung ded Umfangs aus folhen Urſachen eine weitere Erleich⸗ 
terung und Förderung des mathematifchen Unterrichts erfennen. Die beiden letzt⸗ 
genannten Urfachen haben ihrer Ratur nad) feinen andern Zweck; aber auch) die 


erſte nicht. Ehen die Haldheit und die Beziehungstofigkeit des Einzelnen ift es, 


die den Unterricht fo leicht unverftändfih und unzugänglich macht, während 
man ſich bei der abfchließenden Vollftändigkeit eined Ganzen jened mächtigen 
Sporns zur Arbeit von Seiten des Schülerd zu erfreuen hat, welcher aus dem 
Innern der Sache flaınmt und wie von ſelbſt zur Erreichung eines Mar und 
beftimmt vor Mugen geftellten Zieles treibt. Man braucht nicht Alles mit Allen 
zunehmen: aber für befondere Vorliebe oder befondere Befähigung find fo noch 
die Wege eigenen Fortfchreitend ficher angetviefen. — 

Alled Andere will ih nun der fertig vorliegenden Ausführung meines 
Planes felbft zur Verantwortung überlaffen. Wie ih mit dabei des ganzen 


fühl’ ich mich doch dankbar verpflichtet fo Bielen, bie mir auf diefem Wege 
voran gegangen find. Bon ihnen, wie von den anderen Mitarbeitern au gleicher 
Sache und in gleichem Geiſte als treuer Helfer erfannt und aufgenommen zu 
werden, würde mir aller Lohn der Mühen fein, die mir das Streben nad 
gewiffenhafter Erfüllung der oben ausgefprochenen Abficht auferlegt hat. 


Celle, den 20. Januar 1862. 





Der Berfafler. 
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X Vorrede 
HALS der Lage bewußt geworden bin, worin ſich der Verfaſſer eines mathe: 
matiſchen Buches beſfinbet, weil der Inhalt desfelben ganz in ihm liegt; ſo 
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durch beflimmen. Das Zählen ift die einfachfte Art des Rechnens 
und alle anderen Arten find daraus abzuleiten. 

Es gehen daraus nun zunädft vier Hauptarten (species) 
des Rechnend, Die vier Species hervor, bei deren Ausführung 
ſich dann zugleih das urfprüngliche Zahlengebiet, die natürliche 
Zahlenreihe, Durch die neuen Zahlſormen der Brüche und der ne- 
gativen Zahl ausfüllt und erweitert. In dem aus den vier 
Species hervorgehenden Botenzbegriff finden wir dann den 
Grund dreier neuen Species des Rechnend und zugleich den 
Grund einer neuen Ausfüllung und Erweiterung des biöherigen 
Zahlengebiet8 durch die irrationalen und die imaginären Fahlen. 
Diefe fieben Species in allen den genannten Zahlen, außer den 
imaginären, die nur aushülflich betrachtet werden, bilden den 
Begenitand der Glementar-Arithmetif. 

Die Gefebe des Rechnen, d. h. die Geſetze der Zahlenver- 
bindungen, wodurd) der Uebergang von gegebenen Zahlen zu 
imderen gefuchten Zahlen auszuführen ift, werden unabhängig 
fein von der befondern Stelle in der Zahlenreihe, mo diefe Rech- 
nung auszuführen ift, und werden gleihmäßig von allen Zahlen 
gelten. Um alfo die Gefepe der Zahlenverbindungen unab- 
hingig von den befonderen Werthen der Zahlen, die verbunden 
werden follen, in der nöthigen Wllgemeinheit ausdrüden zu 
fönnen, bedarf e8 außer den befonderen (den beftimmten) Zahlen, 
die gleihfam ald Eigennamen (nomina propria) für Zahlen auf- 
iufoffen find, noch des Ausdruds für Zahlen als ſolche, für 
allgemeine (unbeftinmte) Zahlen, gleihfam Gattungdnamen (no- 
mina appellativa) für Zahlen. Man hat zum Ausdrud folcher 
allgemeiner Zahlen, bei denen es alfo auf einen befondern Werth 
derfelben nicht anfommt, die Buchjtaben der verfchiedenen Alpha- 
bete, in der Megel die des Heinen lateinifchen gewählt, die fomit 
am die Stelle der Ziffern für befondere (beſtimmte) Zahlen treten. 
Rur in ſolchen allgemeinen Zahlzeichen ift e8 denn auch möglich, 
ne Formel audzudrüden, d. h. eine Borfehrift, nad) welcher 
die Zahlen einer Aufgabe unabhängig von ihren befonderen 
Verthen verbunden werden follen, um eine gefuchte Zahl, dad Re- 

ſultat einer Auflöfung zu geben. 


Anmerkung. Statt der Namen „befondere und allgemeine Zahlen“ ges 
brauht man doc meiftens, ohne Nüdficht auf fpätere Begriffäbeftimmungen, die 
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Namen „beſtimmte und unbeſtimmte Zahlen“; ja ſeßt nach ziemlich allgemeinen 
Gebrauch ſelbſt „Zahlen und Buchſtaben“ in demſelben Sinne einander ent 
gegen. 


Die Geſetze der Zahlenverbindungen haben außer ihrem hohen 
wiffenfchaftlihen Werthe noch einen befonderen praftifchen, nämlich 


den ihrer Anwendung auf die Löfung von Aufgaben ded gemeinen 


Lebens und der Wilfenfchaft. Ein ganz allgemeines Mrittel der 


Auflöfung folder Aufgaben, die ſich über die vereinzelten Anwen 
dungen der einen oder der andern der vier Specied erheben, Liegt | 
in der f. g. analytifchen Methode, d. h. in der Aufitellung um 
Auflöfung von Gleihungen. (VL. Abſchn.) 

Die Kunft und Willenfhaft, Aufgaben in Zahlen nad der | 


| 
Ä 


gedachten analytifhen Methode oder durch Gleihungen zu löjen | 


heißt Algebra, und «diefe Algebra bildet ‚fomit einen neues 
jelbftändigen Theil der Arithmetif, als eine ihrer werihbolliien | 
Anwendungen. (VI. Abſchn.) 

Anmerkung. Obwohl es zur Entwidelung der Gefehe der Zahn 
‚verbindungen der Anmendung beftimmter Zahlen nit bedarf und mi 
der Forderung des Zählend durchaus nicht die Forderung eined Zahlen 
ſyſtems ($. 5) geftellt ift: fo ift es doch höͤchſt zweckmäßig, ſolche Zahlen als 


| 


Beifpiele benuben zu können, fowohl um die vom gemeinen Rechnen ber be 
fannten Mechanismen des Verfahrens ald Folgen allgemeiner Gefepe zu et⸗ 


fennen, als auch um leßtere dadurch zu befeftigen. Um jedoch nicht umgelehrt 
die Erkenntniß diefer Gefebe von jenen gewohnt gewordenen Mechanismen ver 
dunfeln zu laffen und den Zmed, vielmehr diefe durch jene zu beleuchten, 
ficherer zu erreichen: ift ed noch zweckmäßiger, ftatt der Beifpiele im dekadiſchen 
Zahlenfufteme, ſolche aus beliebig anderen zu mählen, gleichwie man bie 


Grammatik der Mutterfpradde am ficherften 'erft aus einer fremben Sprade em 
tennt. Diefes praftifhen Zweckes willen, zugleich auch um das Bewußtfein, 
dag man in der twiffenfhaftlihen Arithimetit vom neuen anzufangen habe, an 
einem Beifpiele zu wecken, mo der Erfolg leicht und ficher ift, fehalten wir 
vor dem Eingehen in die Arithmetif felbft das folgende Kapitel von den Zahlen 
foftemen ein, welches Einzelnes aus fpäteren Kapiteln anticipirt, übrigens durch 


das gemeine Rechnen hinlänglich vorbereitet und werftändlich iſt; jedenfalls 


überfchlagen werden könnte, wenn man auf die Beifpiele aus ihm verzichten will. 
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8. 1. 

Mathematit ift die Willenfchaft von der Größe. 

Größe (quantitas) ift die Eigenſchaft der Dinge, als ein 
mehr oder weniger, im beftimmteiten alle als ein Vielfaches von 
„einem und demfelben“ gedacht werden zu koͤnnen. 

Defter8 bezeichnet da Wort Größe (Quantität) auch das 
beftimmte Maß, in welchem einem Dinge diefe Eigenfchaft (in 
irgend einer Hinficht) beigelegt wird, 3. B..die Größe des Weges, 
des Preiſes einer Waare. 

Größen (quanta) heißen die Dinge, infofern ihnen die 
genannte Eigenfchaft in einer oder der andern SHinficht zufommt; 
namentlih und vorzugsweife alfo die Dinge, welche ausſchließlich 
oder vorwiegend nur in Beziehung auf diefe Eigenfchaft Gegen- 
fand der Betrachtung find, wie Zeit, Raum, Kraft, Schnelligkeit, 
Gewicht, Dichtigkeit, Preid und Menge einer Waare x. 

Baum, Dfen ꝛc. find Begriffe; der einzelne Baum, der ein- 
zeine Ofen fann in mehrfacher Hinficht, z. B. in Hinficht auf fein 
Gewicht, feine Ausdehnung, ald Größe gedacht und fo genannt 
werden. 

Dad Ding (der Begriff oder in den meiften Fällen ſchon 
ſelbſt wieder die beſtimmte Größe), mit welchem man eine Größe 
(quantum) vergleicht, um obiged „mehr oder weniger“, obige® 
„Bielfacher zu ermitteln,” heißt die der Größe zum Grunde liegende 
‚Einheit oder ihr „Map“; und diefe Bergleichung anftellen, 
heißt „die Größe meffen* (in dem befondern Falle, wo fie 
in Theilen, welche gleich der Einheit find, getrennt (discret) aus⸗ 
einander liegt, „sählen*). In jedem Falle führt die Vergleichung 
einer Größe mit ihrem Maße auf die „Zahl- als m Refultat. 


Helmes, Elemeniar⸗Mathematik. Ir 
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Dann folgt der neue Rame „Billion“, mit dem man wie vorher | 
mit Million verfährt, ald: Bill, 3.8, H. B. T. B., H.B5 | 
Ht. B. dann „Trillion-, mit dem man verfährt wie mit Billion. : 
Auf Trillion läßt man dann in gleicher Weije folgen: Quadrillisn, 
Duinquillion 2. . . ., wie fich die weitere Bildung diefer Name 
binlänglich von felbft ergiebt. 






8.7. 

Anmendung des indifh-arabifchen Ziffernſyſtems auf 
Darſtellung der natürlichen Zahlenreihe in Zahlenſyſtemen 
anderen Grundzahlen als zehn. 

Beiſpiele. 


a) im dyab. Zhlſyſt. PB) im triad. Zahl. 7) im hebdomad. 5)” im Dodefab.- 
(mit d. Grdzahl (mit NG Grdzahl Bin (mit d. Zhlſyſt. ( mit d. 


zwei.) drei.) Grdzahl ſieben.) Grdzahl woöiß 
1 1 1 
10 2 3 2 
11 10 3 8 J 
100 11 4 4 
101 12 5 5 
110 20 6 6 
111 21. 10 7 
1000 22 11 8 
1001 100 12 9 
1010 101 13 x 
1011 102 14 y 
1100 110 15 10 
1101 111 16 11 
1110 112 20 123 
1111 120 21 13 
10000 121 22 14 


*) ſ. Anm. 1. unten. 
Regel des Verfahrens: | 
Man fängt das Auffchreiben jeder folgenden Zahl ı von 
der Rechten zur Linken an, und vermehrt ihre äußerſte Stelle 
rechts um 1 gegen die vorhergehende Zahl, während man alle 
Stellen links unverändert läßt. Sobald dadurch in dieſe letßte 
Stelle, oder mittelbar dadurd auch im irgend melche höhere 
Stellen fo viele Einheiten zu fiehen fommen, als die Grundzahl 
anzeigt, ſetzt man ſtatt diefer Menge von Einheiten im ihrer 
Stelle eine Einheit in der nächſt folgenden höheren Stelle, in ihr 
felbit aber eine Null. 


Anm. 1. Iſt die Grundzahl größer als zehn, fo bedarf es für zehn und 
die folgenden Zuhlen bis zur Grundzahl neuer einfacher Ziffern, wie wir im 
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weisen Beiſp. 8 für zehn und elf ſolche Beihen in x und y gewählt haben, 
und auch im Folgenden anwenden werden. 


Anm. 2. Man hüte fi, die Einheiten der höheren Ordnung 10, 100, 
oo x. in anderen ala unferem defad. Zahlenfyfteme mit den Namen „Zehn, 
hundert, Zaufend“ 2c. zu benennen, und fpredhe immer nur von „Einheiten der 
aften, zweiten, dritten 2c. höheren Drdnung“. Den höheren Einheiten des dor 
ktadifchen Zahlenfyftemsd bat man fogar, mo man es im vollen Emft an bie 
Btelle des unvolltommenen defadifchen feßen wollte, die befonderen Ramen 
dup, Groß, Noido, Dup-Roido, Groß⸗Noido, Million (nicht unſere Million), 
Buy Rillion zc. gegeben. 
h 


* 


g. 8. 


Nah S. 7 iſt im jedem Zahlenſyſteme der Werth der erften 
böhern Einheit gleich der Grundjahl; und der Werth einer fol- 
penden höhern Einheit gleich dein der vorhergehenden, multiplicirt 
mit der Grundzahl. Folglich erhält man den Werth der Einheit 
Ainer jeden höhern Ordnung dadurd, daß man die Grundzahl fo 
vielmal als Factor eine® Product? fegt, ald die Ordnungszahl 
anzeigt. Ein Product aus lauter gleichen Factoren nennt man 
eine Potenz dieſes Factors, und zwar die fovielte Potenz, als 
wie viel mal biefer Factor gefegt wird. Man bezeichnet eine 
Boten; furz fo, daß man dem factor oben zur Nechten die 
Mh (den Erponenten) zufchreibt, welche anzeigt, wie oft er als 
Factor gefeßt werden foll, z. B. 3.3=32; 5.5.5=53 ꝛc. 
ao find die Werthe der Einheiten der verfehiedenen Ordnungen 
eines Zahlenfyſtems die fovielten Potenzen, als diefe Ordnungs⸗ 
zahl anzeigt, d. h. es .ift, wenn wir die Grundzahl eines Zahlen. 
ſyſtems allgemein mit g bezeichnen, 


1=g = der Einheit der erften höhern Ordnung, 
10=g? = v v v 2ten v v 
0W0=g3 = „ „ „ sten „ „ ꝛc., 


und man findet demnach den Werth. der Einheit einer höhern 
Drdnung, indem man die Grundzahl fo vielmal als Factor fept, 
8 die Ordnungszahl anzeigt, 3. B. den Werth der dritten höhern 
Drönung des Zahlenſyſtems, worin 4 die Grundzahl ift, d. h. 


IM0=43—4.4.4— 164. 


Nach diefem Berfahren find in der nachfolgenden Tabelle die 
Berthe der Einheiten der 7 erften höheren Ordnungen für Zahlen- 
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ſyſteme mit den Grundzahlen 2 bis 12 beredinet und zuſammen- 
geftellt worden. 


Die detadiſchen Werthe der Einheiten der 
Ordnung: 







ie Werthe der Zahlen: 


id die der Drdnungszahl 
der Grundzahl g, als: 


Laden Bar Su Bu u BE 


gleich 


für dad Zaptenfoftem | or 
| vos 





das dyadiſche u mw) 6 sel 16 el) a 
” trindifhe | a7 7) 2 Bil ar | 
tetradifche TV| 16384 4096| 1024| 256] 64) 16 
pentabifche v| 8125| 1626| 3195| 635] 125! 25 


heradiſche VI | 2789086 46656| 7776| 1296| 216) 36 
hebdomadifhe |VIL| 823543] 117649] 16807] 2401| 343) 49 
ogdoadifhe |VIIT| 2097152] 262144| 32768| 4096| 512] 64 
enneadiſche IX | 4782969| 531441) 5949) 6564 729 81, 
detadifche X. 10000000 1000000|100000|10000|1000|100 
hendefabifche X1 |19487171|1771561|164051114641|1881|121 
bodetadiſche AI posstsogjaeessB4 1248832207361 1728| 144| 


* 














$. 9. 

Aufgabe. Den Werth einer in einem andern als dekadiſchen 

Zahlenſyſteme geſchriebenen Zahl im dekadiſchen Zahlenſyſteme aus 

zudrücken (— eine Zahl aus einem fremden Zahlenſyſteme in un— 
fer defadifches zu überfegen —). 


Auflöfung. Man beftimme nad dem vorigen $. die Werte 
der Einheiten höherer Ordnungen und nehme jeden diefer Werthe 
fo oft, ala die Menge der Einheiten dieſer Ordnung anzeigt. 
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gr Beifp 
3lol2le i= — 602 

2 

| 32 

768 

5 | #03 

} (Mehrere Mebungsbeifp. f. unten.) 
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Umgefehrte Anfgabe. 

Eine Zahl aus unferm defadifchen Zahlenfofteme in ein an- 
fred mit gegebener Grundzahl zu überfegen, 3. B. unfere Jahrs- 
ihl 1861 ind Heradifche zu überſetzen. 

Erfte Aufl. Man fuhe in obiger Tabelle denjenigen Werth 
iner höhern Einheit des hexadiſchen Zahlenſyſtems auf, welcher 
jeah ift der gegebenen Zahl oder der nächſt kleineren vor ihr, in 
Inferm Beifpiel 1296 — einer Einheit der vierten höhern Ord⸗ 
ang; unterfuche, wie oft diefer Werth in der gegebenen Zahl ent- 
falten ift, in unferm Beifpiel einmal; mit dem Refte der Divi- 
ton 565 verfahre man wieder ebenfo wie mit der urfprünglich 
Begebenen Zahl, und fee dies Verfahren ſo lange fort, bis ein 
Be ‚ bier 1, fommt, der fleiner ala eine Einheit der erften höhern 
Ertnung it und der mithin die Einheiten der Ordnung Null oder 


—, 











— * 1861 = 19341. 

Zweite Aufl. Man betrachte die gegebene Zahl 1861 als 
Einer und unterfuche, wie viel Einheiten der erften höhern Ord⸗ 
nung des herad. Zahlenſyſtems darin enthalten find, d. b. man 
dividire fie Durch 6; der etwaige Reſt verbleibt in der Stelle der 
Einer. Weber jenen Quotienten aber, d. b. die Einheiten der 
teen höhern Ordnung des herad. Zahlenfoftems unterfuhe man 
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weiter, wie viel Einheiten der folgenden (zweiten) höhern Ordn 
des hexad. Zahlenſyſtems darin enthalten ſind, d. h. man dividi 
wieder jenen Quotienten durch 6; der etwaige Reſt bildet die t 
der eriten höhern Ordnung verbleibenden Einheiten. Mit dem 
haltenen Quotienten verfährt man nun ganz wieder wie mit 
erjten Quotienten und der urſprünglichen Zahl, und feht dies 
fahren fo lange fort, bid man zu einem Quotienten fommt, d 
feine Ginheit einer folgenden höhern Ordnung mehr bildet, -d. 
der kleiner ald 6 ift: fo bat man in diefem legten Quotient 
und den vorhin gebliebenen Reiten die Einheiten der verfchiede 
Drdnungen des herad. Syſtems, in welchem Die gegebene Ja 
nun audgedrüdt ift. 
Beifp. 














2 
51 


4,3 
8 
2| 3 


x vI A 
d. h. 1861 —= 12341, wie oben. 

Anm. Wendet man die vorfiehenden Geſetze über Zahlenbildung 
Zahlenbezeihnung noch über den Rang der Einer hinaus an, fo kommt 
ohne weitered auf die Decimalbrüche, die (Zahlen) Syftembrüde überhaupt, 
wir jedod feinen Grund haben, vor ihrer eigentlihen Stelle, Abfchn. V, wei 
zu betrachten. 


4 








1 0 
sio| 1861 | 6 
1 
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Die Römer find bei einer uranfänglichen, rohen Zahlenbezei 
nung ftehen geblieben, die ſolcher Urfprüngfichfeit wegen felbft bi 
auf den heutigen Tag in einigem Gebrauche geblieben ift. Sie 
bezeichneten „eins⸗ mit einem Strich, I, „zwei“ mit zwei Striden, 
II, und fo weiter durch bloßes Nebeneinanderftellen folcher Striche! 
die mehrmalige Wiederholung der Einheit. | 
Nur für die Einheiten der drei erften höheren Ordnungen, 
für Zehn, Hundert und Taufend, führten fie dann noch drei neue: 
Zeichen durch entjprechende Umbildungen jenes urfprünglicden 
Strihes ein, nemlih für die zweite Einheit (erfte höhere), Zehn, 
den Doppelftrih X, für die dritte Einheit, Hundert, das aus drei 
Strihen zufammengefepte Zeichen T, fpäter abgerundet in C, 
welche Form durch die Nehnlichkeit des Zeichend mit dem Anfang® 
buchſtaben von centum — hundert — befördert und befeftigt 
wurde; für Die vierte et Zaufend, ein aus vier Strichen 
zufammengefegte® Zeichen, -ITI, fpäter -übergegangen in di 
Abrundung CI), aus welcher das andere Zeichen M in Erinnerung 
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ma den Anfangsbuchſtaben von Mille — taufend — entftanden fein 
mag. Auch diefe drei neuen Zeichen wurden nun gleicherweife 
wie I fo vielmal wiederholt oder neben einander gefchrieben, als die 
m ihnen audgedrüdte Einheit vorkam: XX—=20; CCC=300. 
Wiigemein galt ein Nebeneinanderftellen der Zahlzeichen ala ein 
usdrud ihrer Summe, 3. B. MMCCCXXI = 2321. 


" Um jedoch die Täftigen Wiederholungen desfelben Zeichens zu 
eiihränfen, hat man fehr früh für die fünfmalige Wiederholung 
ed Zeichend ein neues Zeichen eingeführt, welches man einiger- 
Jagen ala die Hälfte des Zeichen® der folgenden Ordnung bil 
rte, fo für 5 die Hälfte deö Zeichens X, V; für 50 ebenfo L; 
fir 500 ID aus CIY, fo daß demnach das defadifche Zahlenſyſtem 
Heihfam von einem pentadifchen Ziffernfyiteme durchflochten war. 
Demnach ſchrieb man 2785 alfo: MMDCCLXXXV. 
Endlih führte man, offenbar geleitet durch die fubtractiven 
fhlenbildungen, duodeviginti, undeviginti, duodetriginta etc., 
Be neue vereinfachende Beitimmung ein, daß ein niedrigere® Zahl- 
pihen vor einem folgenden höhern eine Subtraction des erftern 
son dem lestern zu bedeuten habe, ald IV—=4; IX u. IX ==9u.8; 
%L=40; CD=400. (Nur bei M madte man einen fparfa- 
Beten Gebrauch hiervon, weil die Fleineren Zahlzeihen vor M 
wo öfter die Bedeutung einer multiplicativen Zahl hatten, f. gleich 
sten.) Darnach fchrieb man alfo 3444 MMMCDÄLIV. 
Ueber die Taufende hinaus hat man nun feine neue Zeichen 
t die Einheiten der folgenden höheren Drdnungen eingeführt. 
fondern fie durch die vor M gefesten multiplicativen Coẽfficienten 
ausgedrückt, ald XM— 10000, CM = 100000. (Freilich hat man 
fpäter für die auf 1000 folgenden höheren Einheiten dur Hinzu- 
fügen neuer Anfchließungen an das Zeichen CIO—1000 hier und 
da die neuen Zeichen CCIOY— 10000, CCCIHOHI = 100000 ꝛc. 
gebildet; doch find diefelben niemals recht in den Gebrauch ge- 
‚fommen. Dad Zeichen M bei den Bielfachen der Taufende wurde 
dann auch wohl durch einen Horigontalftrich über der Zahl diefer 
Vielfachen erfegt, fo daß auch X = 10000, T= 100000, und 
wo auf die Taufende noch Einheiten niedrigerer Ordnungen folgten, 
wohl felbft nur durch einen Bunft, wie in DCC.XCVI= 1700096. 
Um nun 1000000 auszudrüden, konnte man die Bezeichnung 
2 
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MM. nicht wählen, weil diefe, der urfprünglichen Aufftellung ge 
treu, nichts andered als 2000 bedeutet. 

Es bedurfte einer neuen Aushülfe und neuer Feftitellungen, 
die man jedoch als allgemeine und- für alle Fälle ausreichende 
niemald gefunden hat. Die Deutung vieler großen Zahlen, wie fe 
z. B. beim Pliniud vorkommen, ift in vielen Fällen eine durda 
noch unfichere. (Vgl. Neffelmann, die Algebra der Griechen, p. 91.) 

Bei einer fo rohen Bezeichnungsweife der Zahlen konnte von 
einer wiltenfchaftlichen Ausbildung der Arithmetik bei den Römern 
niht die Rede fein. Selbft die Ausführung der gewöhnlichſt 
Aufgaben der vier Species, namentlich die der Multiplication u 
Divifion, ift in römifhen Ziffern nur Außerfi mühfam aus 
führen. 

8. 12. 

Biel ausgebildeter als das römifche, wenn auch weit zurüd 
ftehend hinter unferm indifh-arabifchen Ziffernfoftene, ift da 
Ziffernfoftem der Griechen. 

Sie erhielten von den Phöniziern mit ihrem Afphabet zu 
gleih den ſchon feitftehenden Zahlwerth der einzelnen Buchftab 
die in ihrer natürlichen Folge ebenfo die Folge in der natürlid 
Zahlenreihe ansdrücken. Weil fie jedoch nicht alle Buchftaben de 
Mhönizifchen Alphabets in das ihrige aufnahmen, fo fehalteten fi 
an den Stellen, wo ein Buchftabe ausfiel, wenigſtens ala Zahl 
zeihen ein ftellvertretendes Zeichen dieſes Buchftaben (a für 6° 
L für 90 und A, für 900) ein, um doch in dem feſtgeſtellten 
Zahlenwerthe der beibehaltenen Buchſtaben in Uebereinſtimmung 
mit den Phöniziern, den Semiten überhaupt zu bleiben. Ber 
die Buchſtaben des griechifchen Alphabet? als Zahlzeichen gebraudt, 
fo unterſcheidet man ſie als ſolche durch einen, Strich über den. 
felben, & 8, (nicht durch einen Acutus a, ß), oftmals jedoch 
duch gar nicht. 

Der Zahlwerth der Buchftaben des griechifchen Alphabelt 
ſammt den drei eingeſchalteten Zeichen, iſt demnach folgender: 


Seite Klaffe Zweite Klaffe Dritte Klaffe 





. (Einer). (Zehner). (Hunderte). 
l=a | 10=ı 100 —=p_ 
2 == ß 20 — xXx 200 — 6 


3=y D=X1 300 =r 
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Erſte Klaffe Zweite Klaffe Dritte Klaffe. 


(Einer). (Zebner). (Hunderte). 
4— 40— u 400 — u 
b=es 0 — v 500 = 9 
6 = 0 (Zeihenf.värr)| 60 — 600 =y 
= & 0=o 700 = & 
8—n  |90-r 800 — w 
= 2= L (3.f.Koppa) 900 — IN (3.f.sanpi). 


Die Tauſende werden nun der Reihe nach wieder durch diefelben 
Buchſtaben mit einem untergefeßten Strich bezeichnet, jedoch nur von 
a — 1000 bis $ = 00. Denn für 10000, welches demnach 
niemals durd) x bezeichnet wird, tritt ald neues Zeichen die Ver— 
fürzung des Wortes Mopras ein, nämlih M oder Mu. Mit 
diefem Zeichen fängt nun gleichfam eine zweite, neue Hauptreihe 
der Zahlen an, die der Myriaden, die mit den obigen Zeichen 
bis 9999 Myriaden = 99990000 gezählt wird. In Beziehung auf 
diefe Myriaden heißen alle Zuhlen bis 10000 die Monaden. Die 
Myriaden werden nun auf eine der drei Arten ausgedrüdt, daß 
man dem vollen oder auch abgefürzten Worte Moptas, Mo. 
oder M die Anzahl der Myriaden vor⸗, nach- oder überfchreibt, 
z. B. popiadec a movades 9 — 18000; BMu. oder Mu.ß oder 


Mt — 20000. 

Diophant hat dann dfterer noch das Myriadenzeichen ganz 
weggelaffen und nur dur einen Punkt erfeßt, 3. B. pxC. pin 
— 127 Myriaden 568 — 1270568., wie oben im römifchen 
Ziffernfofteme ein Punft die Tauſende zu bedeuten hatte. 

Die Myriade einer Myriade ‚bildet nun die Einheit einer 
dritten Hauptreihe von Zahlen und fo weiter fort die Myriade 
der Einheit einer vorhergehenden Reihe die Einheit einer folgen- 
den Reihe, fo daß diefe Reihen ebenfo nah Myriaden fi ab- 
theilen, wie bei uns, in MUebereinftimmung mit den Römern 
ähnliche Hauptabfehnitte in den Zahlen nah Taufenden gebildet 
werden. Die Bezeichnung derfelben hat mit Einführung einer 
Bezeichnung für die Einheiten diefer neuen Reihen feinerlei Schwie— 
rigfeit, aber auch feinerlei Intereffe für ung. Ein ſolches Intereſſe 


*, Fälſchlich für stigma in Schrift und Ausſprache genommen: 
2 %* 
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hat e8 wohl zu fehen, wie Archimedes in feinem Buche von da 
„Sandeszahl* 8. 8 ff. jede noch fo große Zahl in diefem griech— 
ſchen Ziffernfofteme auszudrüden lehrt, man kann fagen vermittel 
eines Zahlenſyſtems, worin 10000 die Grundzahl ift. 

Auch bei den Griechen ift ihr Ziffernfoftem durch feine ji 
Mangelhaftigfeit ſchuld daran geweſen, daß diefe Mufter 
Meifter der Geometrie in der Arithmetif fo weit zurücdgeblieben ib 









Uebungsbeiſpiele. 

1. Zähle in Zahlenſyſtemen von gegebener Grundzahl von eins big hunde 

2. Bilde die zwanzig folgenden Zahlen, im Pentadifhen von 44432; in 

Heradifhen von 5053; im Hendeladifhen von x98; im Dodeladifchen 
yx9 an. 

Die Zahlen, bei denen man anfommt, find: 44522, 5125, y06, 1015. 

3. Ueberfeße die folgenden Zahlen aus Zahlenfoftemen mit der n 

ihnen angezeigten Grundzahl in’! defadifhe Zahlenfoftem, d. 5. prüfe die Ki 

tigkeit der folgenden Gleichungen: 


1001011 (D) = 75 (X) | 
200121 (IH) = 502 „ | 
82102 (IV) = 914 „ | 
43210 (V) = 2930 „ . 
12341 (VD) — 1861 „ | 
5266 (VII) — 1861 „ | 
3500 (VII) — 1856 „ | 
1486 (IX) = 1131 „ | 
x987 (XI) — 14494 „ u 
yx98 (XIl) = 20564 ’ 


4. Ueberſetze die Jahreszahl 1861 in Zaplenfofteme mit den Pie 
Grundzahlen II, III zc., d. h. prüfe die Richtigkeit der Gleichungen: 
1861 — 11101000101 (II) = 2112221 (III = 131011 (IV) = 24421 ( 
== 12341 (VI) == 5266 (VII) = 3505 (VIII) = 2487 (IX) = 1442 (Ü} 
= 10y1 (XI). 
5. Prüfe die Richtigkeit der Gfeihung: 42321 (V) —= 3801 (IX). 
6. Prüfe die Richtigkeit folgender Gahlen⸗) Sſyſtembrůche, die alle g 
5/+ fein follen, als: 


5, —= 0,101101101 ... . (I) 
— 0,201021201 .... (II) 
— 023131 ..... (IV) 
— 0,32412032 (V 
— 0414 ...... (VI) 
— 1 .. (VII) 
= 0885...» (VIO) 
— 063763. ..... (IX) 
= 0,71428571 (X) 
— 0179.22...» I 


.. (A 
— 0,86x35186..... (XI). 





r I. Abfehnitt. 
Die vier Species in ganzen Zahlen. 


—— 


1. Kapitel. 
Die Addition. 


8. 13. 
Erllärnug. Zwei Zahlen addiren heißt von einer gegebenen 
hl an fo viel weiter zählen ($. 4), als eine, andere gegebene 
Zahl anzeigt. Die dadurch gefundene Zahl, das Refultat der Addi- 
kom. heißt Summe oder Ganzes, auch wohl Aggregat; die 
jur Addition gegebenen, die zu addirenden Zahlen heißen Sum- 
manden oder Theile, auch wohl Poſten, Aggreganden, und 
E der erſte Summand die Zahl, von welcher an weiter gezählt, 


[nn — 





ver zweite die Zahl, welche anzeigt, wie viel weiter gezählt wer⸗ 
den ſoll. 

Das Zeichen für eine vorzunehmende Addition (dad Addi- 
fonszeichen) ift —-, welches nach dem erften Summanden und 
vor den zweiten gejtellt und „plus“ oder „vermehrt um“ gelefen 
bid. 3.8. a+b, 5+3=8. Man addirt den zweiten Sum: 
‚ manden zu dem erften. 

Infofern in allgemeinen Zahlzeihen für die fragliche Summe 
nicht eine befondere Zahl angegeben werden fann, wie das z. B. für 
5438 möglich ift, enthält der Ausdrud a-+-b aufer ber 
dorderung der Addition zugleich noch den Ausdrud des gefun- 
denen Refultats, der Summe ſelbſt und wird für den Yall, 
' 1 man diefe letztere Bedeutung ausdrüdlich unterfeheiden, d. h. 
de Zahl ale Refultat der Verbindung im Gegenfage zu der 
vorzunehmenden DBerbindung ſelbſt hervorheben will, durd eine 

Kemmer eingeſchloſſen. In a+b ift darnach a der erfle, 
b der zweite Summand und a--b oder (a4-b) die Summe. 
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8. 14. 

Zuſah In der Summe (a-+-b) tritt und das erſte Beiſpi 

eines zufammengefesten Zahlausdrucks, einer zufam 
mengefesten Zahlform auf, d. h. der Ausdrud einer 3a 
die erft ald dad Refultat einer vorgängigen Berfnüpfung anderen 
Zahlen gedacht werden fol, im Gegenfage der einfachen Zahlaug 
drüde oder Zahlformen, die wine Zahl durd ein einfaches Zeichen, 
a, b, ohne Andeutung ihres Urfprung? ausdrüden, a+b, 34-4 
auch 34—30-+-4 find zufammengefegte Zahlformen, während a, 
b, 7 x. einfadhe find. 
Die zuſammengeſetzten Zahlformen erhalten nach den in ihn 
geforderten beſonderen Verbindungen der Zahlen beſondere Nam 
(f. 8$. 18, 45, 72); die vorſtehende heißt die Summen⸗Form 
Die Zahlen, durch deren Verbindung ein zuſammengeſetzter Zahl⸗ 
ausdruck gebildet wird, heißen allgemein die Glieder desſelben. 
und befommen je nach. den befonderen Berbindungen derfelben 
noch befondere Namen, wie im vorftehenden Beifpiel den Namen 
Summanden. Die Klammer hat dann eben fo allgemein die 
Bedeutung, den von ihr umfchloffenen Ausdrud ald untrenn« 
bared Zeichen einer Zahl darzuftellen. Wenn ein Klammer-Aud- 
drud wieder ald Glied eines andern, durch eine andere Alam 
mer zu unterfcheidenden Ausdrucks erfcheint; fo wollen wir dief e 
Folge der Klammern beobachten: [IC )} ]':c. 

Bemerkung. Ale Rechen⸗Regeln oder ⸗Geſetze ($. 4) werden nun na- 
mentlih aud für die zufammengefeßten Zahlformen zu entwideln fein, d. h. 
man wird zu lernen haben, wie man an oder mit den Gliedern einer 
zufammengefesten Zahlform die Rehnung vollzieht, die an 
der durch dieſelben dargeftellten Zahl als folder oder als 
einfaher Zahl vollzogen werden foll. Darnach werden wir hier 
noch die Addition von Summen zu betrachten haben, die fi) leicht, aber aud 
nit anders erledigt als durch die Aufftellung eines Grundſatzes ($. 15) vom 
Zählen, der darnach ($. 13) denn auch ein Grundfak der Addition ‚genannt 
werden Tann. 

8. 15. Fo | 

Grundfat. Bei der Bildung einer Summe ift die Reihen 
folge der Summanden gleichgültig. 

a-b=b-+a. Beiſp 3-4=4+3—=17. 
Folgeſätze: 
1) Eine Summe wird (zu einer Zahl) addirt, indem man | 
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nah einander jeden Summanden addirt, und zwar in beliefflger 
Beihenfolge derfelben. In Zeichen: 

. 8--(b+c0)=(a4+b)+c=(a+c)+b: N‘ 
k Beifp. 34(2+4)—5-44 oder =7 +29. 

k 2) Zu einer Summe wird (eine Zahl) addirt, indem man zu 
Bmem, beliebig welchem, aber nur zu einem Summanden addirt. 
„ (a+b)+c=(a-+c‘)+-b=a-+i(b-+ec) 

| Beifp. 8+49)+2=5+4 oder =3+6=9. 

Nur die Reihenfolge der Summanden ift in den verfchie- 
denen Formen beider Nummern eine verfchiedene. 

3) Eine Summe wird zu einer Eumme addirt, indem man 
ad) einander jeden Summanden der erjtern zu einem, beliebig 
velchem, aber nur zu einem der zweiten addirt. Co ift 

' a@+b)+(c+d=|(a+b)+c!+d (Folgef. 1) 

| — + +bj-+d Golgef. 2) 

| = (a+c)+(b-+d) Golgeſ. 2) 

‚in welcher legten Form des Nefultats der Folgefab für eine ein- 

zelne Anordnung der Reihenfolge der Summanden audgefprochen 

liegt. 

| "ln 1. In einer wie hier Folgef. 2 u. 3 abgekürzten Ausdrucksweiſe werden 

alle folgenden Negeln des Rechnens angegeben werden. Die Abkürzung befteht 

ganz allgemein darin, daß die durch eine Rehnungsregel nit mit 

‚ betroffenen Blieder des zufammengefepten Zahlausdruds 

unverändert als ſolche aub in dem neuen Ausdrude verblei- 

| ben, fo daß dieſer neue Ausdruck immer noch diefelbe Zahlform wie vorher 

 darftellt (hier eine Summe), nur mit veränderten Gliedern derfelben. 

| Anm. 2. Sn der hier Folgef. 3 zum erften Male angewandten Art der 
Demeisführung werden nun fünftig alle Regeln des Rechnens, wo zuſammen⸗ 

geſetzte Zahlen mit zufammengefegten Zahlen zu verbinden find, abgeleitet mer 

den; nämlich nach dem ganz allgemeinen Berfahren: man faffe zur Zeit 
immer nur eine dieſer Zufanımenfegungen ind Auge (d.h. volle 

ziehe ihre Forderung in Beziehung auf die andere, ald wenn dieſe eine einfache 
Zahl wäre), und fo erſt nad) einander beide oder alle. 


| 8. 16. 
Zuſatz. Da fowohl die Addition der Summe (c+d) in 
beliebiger Folge ihrer Summanden (8. 15.1), als auch) die jedes- 
malige Addition zu einer Summe (ab) durch Addition zu be- 
liebig welhem Summanden ($. 15.2) ausgeführt werben kann: 
ſo laͤßt fi das Reſultat der Addition einer Summe zu einer 
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Sıfhme furz alfo ausfprehen: Dan addire alle vier Summan- 
den in ganz beliebiger Reihenfolge derfelben. 

s Und, da jede folhe Summe wieder al? Summand einer 
neu zu bildenden Summe auftreten Tann: jo ergiebt fid dur 
wiederholte Anwendung von $. 15 die allgemeine Regel: Au 
bei der Bildung einer Summe aus beliebig vielen Summe 
manden ift die Reihenfolge derfelben gleihgültig (vgl. unten $. * 


8. 17. 

Zuſ. Sollen benannte Zahlen ($. 4) nach 8. 13 ad⸗ 
dirt werden, fo müſſen fie gleichnamig (8. 1) fein, und die Summe 
hat dann den gemeinfchaftlihen Namen der Summanden. 

Nur gleihartige Größen ($. 1) überhaupt fönnen addirt wer⸗ 
den, 3. B. Thaler, Groſchen, Pfennige; Centner, Pfunde, Lothe ꝛc.; 
und dann gefhhieht die Addition nah 8. 15. 3 entweder eher in 
an den Zahlen der gleihnamigen Einheiten unter fih, oder in! 
eind an den Zahlen, in welchen fie durch eine einzige gemein“ 
Ihaftlihe Einheit ausgedrüdt find. 


Mehrere Beifp. f. unten in den Uebungsaufgaben , worunter namentlich 
auch Beifp. aus den verſchiedenen Zahlenſyſtemen. 


2. Kapitel. | 
Die Subtraction. | 


| $. 18. | 

Erfl. Die Aufgabe der Subtraction ift: aus Summe | 
(dem Ganzen) und einem Summanden (Theile) zu finden den an | 
dern; oder: eine Zahl zu finden, die mit einer gegebenen Zahl 
durch Addition verbunden eine andere gleichfall® gegebene Zahl ale | 
Summe giebt. 

Die gegebene Summe heißt. hier Minuendus, der gegebene 
Summand Subtrahendu®, der zu fuchende Summand Dif- 
ferenz oder Reft. | 

Das Zeichen für eine vorzunehmende Subtraction (dad Sub: 
tractionggeichen) ift —, welches nach dem Minuendus und vor - 
den Subtrahendus geftellt und „minus“, „weniger oder „ver 
mindert um“, gelefen wird. 3. B. a—b, 8—5=3, Man 


i 
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Mabtrahirt (zieht ab) den Subtrahendus von dem Min 
endus. 
Inſofern in allgemeinen Zahlzeichen für die fragliche Diffe- 
wenz nicht eine befondere Zahl angegeben werden kann, wie das 
4.2. für S—-5—=3 möglid ift, enthält der Ausdrud a — b außer 
Mer Forderung der Subtraction zugleich noch den Ausdrud des 
‚gefundenen Reſultats oder der Differenz felbft, und wird für 
den Sal, wo man diefe legte Bedeutung ausdrüdlich unterfcheis 
‚den, d. h. die Zahl ald Refultat der Verbindung im Gegenfape 
‚zu der vorzunehmenden Verbindung felbft hervorheben will, durch 
sine Klammer eingefhloffen ($. 13). In a—b ift darnach a der 
Min., b der Subtrah. und a—b oder (a—b) die Differenz. 
| Sn der Differenz (a— b) tritt die zweite zufammengefept 
Zahlform auf ($. 14). 
8. 19. 

Folgeſ. 1. Die Summe aus dem Subtrahendu® und der 
Differenz ijt gleich dein Minuendus: (a—b)+b=a. 

Folgeſ. 2. (a-+-b)— b=a. 


$. 20.* 
| Zuf. 1. Aus jeder Aufgabe der Addition gehen zwei Auf- 
gaben der Subtraction hervor, je nachdem außer der jedesmal 
gegebenen Summe, dem Minuendus, entweder der erfte oder der 
zweite Summand ($.13) gegeben if. Aug a+b=s folgen die 
beiden Aufgaben: s—a—=b und s—b=a. 
Beiſp. in beftimmten Zahlen: Addition Aufg.: 
Jemand hatte urfprünglid) 10 „PB und gewann dazu noch 7.P. Wie viel 
hatte er nun? 10+7$=17.$. 
Die beiden daraus zu bildenden Subtractiond-Aufg. find: 
1) Semand hatte am Ende eined Spield 17 „PB und beim Anfange desſel⸗ 


ben nur 10 P. Wie viel (zP) hatte er dazu gewonnen? Aus 10-+x=17 
folgt x= 17 — 10. | 


2) Jemand hatte am Ende eines Spield 17 .B und hatte 7. gemonnen. 
Die viel (y«P) hatte er urfprünglih? Aus y+7=17 folgt y=17—17. 

Zuf. 2. Die Auflöfung der Aufgaben der Subtraction 
wird nach den beiden verfchiedenen Arten derfelben urfprünglich 
auf eine Doppelte Weife zu vollziehen fein. Im erften Falle ift 
ju unterfuchen, wie viel (x) man zu-1O noch hinzu addiren müfle, 
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um 17 zu erhalten; die fo dur Addition gefundene Zahl 7 * | 
der zu fuchende Theil, die Differenz. 

Im zweiten alle ift zu unterfuchen, wie viel (y) von den | 
17 no (übrig) bleibt, wenn die hinzugefommenen 7 wieder 
abgezogen (abgezählt) werden: die fo übrig bleibende Zahl (der 
Neft) ift der zu fuchende Theil, die Differenz. — Bon diefer ziel 
ten Art der Aufgabe oder ihrer Auflöfung haben die obigen Ss 
ien der Eubtracion ihre Namen ($. 18) erhalten. 


Da es aber hinfichtlich der Größe des zu fuchenden Theiles, 
der Differenz, gleichgültig iſt, ob fie der erſte oder der zweite Sum⸗ 
mand war ($. 15), d. h. ob der Subtrahendus zu ihr oder fie 
zum Cubtrahendu® addirt werden folle, um diefelbe Summe, | 
denfelben Minuendus zu geben: fo fallen beide Aufgaben 
der Subtraction fammt ihren zwei verſchiedenen Auflöfungen in | 
ihren Refultaten in eine einzige zufammen, und die beiden aud | 
abs hervorgehenden Aufgaben der GSubtracdion s—a=b | 
und s— ba brauden nicht weiter unterfchieden zu merden. 








8.21. - 


Ueberfiht aller in der Eubtraction zu behandelnden Auf 
gaben: 

Es find zu fubtrahiren Summen und Differenzen, und es ift 
zu fubtrahiren von Summen und Differenzen. 

Endlich ift die neue Zahlform, die Differenz, den vor ihr und 
ohne Rückſicht auf fie entwidelten Gefegen der Addition zu unter: 
werfen. 

Anm. Obfhon nun die Auflöfungen aller diefer Aufgaben als golgen 
gewiſſer allgemeiner Kormverwandlungen einer oder der andern Hauptform ab» 
geleitet werden könnten, fo follen fie hier doch alle für fi, d. b. gleich unmit⸗ 
telbar aus ihren oberften Gründen hergeleitet, und keineswegs die eine aus der 
andern mittelbar gefolgert und dadurch dem gemeinfamen Urfprunge ferner 
geftellt werden; einmal weil die darin ausgefprochenen Geſetze der Subtraction 
in ihrer ganzen Selbftändigfeit geläufig und befannt fein müffen; dann aber 
au, weil hier eine Urfprünglichfeit der Meberzeugung aus Begriffen Roth 
thut, und die abftracte Form der Zeichen erft das Zweite fein fol, d. h. der 
Ausdrud des Berftändniffes, nicht defien Bermittlung (ſ. Vorrede). 


8. 22. 
Erſter) Lehrſatz. Eine Summe wird (von einer Zahl) fub- 
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trahirt, indem man nad) einander jeden Summanden, in beliebiger 
Folge derfelben, fubtrahirt (vergl. $. 15. 1). 
Sat. a—(b+0)=(a—b)—c oder =(a—c)—b. 
Bemeisd.*), Die fo gebildete Differenz erfüllt in beiden For—⸗ 
men ihrer Darftellung die $. 19 geitellte Bedingung, „daß die 
Summe aus ihr und dem Subtrahendud gleich ift dem Minuen⸗ 
dus“. Denn ſowohl ift 
(a-b)— ce} +b+9=[[(ae—b)—c}+c]+b (. 15.1 
=[a—b]+b (8. 19. 1) 
= a4 ($. 19) 
als au 
a-9)—bI+Hb+9=[a-cJ—b}+b]+c (€. 16. 1) 
—=[a—c]+c ($. 19. 1) 
— a4 (8. 19. DD 
.b. w. 
Beifpiel. 100—16=(100—10)— 6=W — —— und auch — 
V 6) — 10 94 — 10 84. 


g. 23. 

| Folgeſ. Sollen zwei Zahlen b und c fubtrahirt werden, fo 
iſt es gleichgültig, in welcher Folge das geſchieht; auch kann ihre 
Summe auf einmal fubtrahirt werden. 


8. 24.* 
Zuſ. Der Satz 8. 22 behält auch feine volle Gültigkeit, wenn 
' man eine Summe von drei und mehreren, kurz von beliebig 
vielen Summanden zu fubtrahiren hat. 


a—(b+c+d+te+r..)„=[|ae—b—c}— d— 

Dem. Man faffe die Summe der drei oder beliebig vielen 
| - Summanden zunäbft nur ald Summe von zweien auf, indem 
man alle außer einem zu einer Summe für fi) zufammen nimmt, 


als =b-t(c+dtet...). 


*) Für das Beweisverfahren der Subtraction gilt in allen Fällen die 

Regel: „Prüfe, ob die Summe aus Subtrabendus und Differenz gleich ift 

dem Minuendus.” Das Gefeb oder der Lehrſatz felbft aber wird ohne meiteres 

aus dem entfprechenden Gefebe oder Lehrſatze der Addition derfelben Zahlform 

. m entnehmen fein; wie damit in der Addition verfahren wurde, fo wird es 
auch in der Subtraction fein. 
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Indem man nun auf dieſe Summe aus 2 Summanden den 
8. 24 anwendet, fubtrahirt man alfo zuerft jenen einen abgefon- 
derten Summanden der urfprünglichen Summe b, und dann nodh. 
die Summe aller übrigen (c-dte-+-...). 
Indem man nun auf diefe „Summe aller übrigen“ un— 
verändert das eben angegebene Berfahren anwendet, fie ale 
c+(dte-+...) auffaßt, fubtrahirt man wieder nah $. 24 
erft c und zweiten die Summe aller übrigen Summanden, 
(d+e+-...). 
Indem man diefe Schlüffe und das daraus abgeleitete Ber- 
fahren fo weiter bildet und anwendet, fommt man auf dad oben 
ausgeſprochene Refultat. 
In Zeichen: 
a—(b-+-c+d-+te..)=a—[b-+(c--d-+e+...)} 
— (a—b)—(c+d-+te-+...) ($.24) 
= (a—b)—[c+(d-+e-+...} 
—= {a—b)—c}—(d+e-+...) 
u. f. w. 

Anm. Der einfache Gedanke, aus welchem der vorftehende Beweis gleih 
allen noch folgenden anderen derfelben Art geführt wird, ift der: Alles Rede 
nen an und mit beliebig vielen Zahlen ift doch immer zurüdzuführen auf ein 
wiederholted Rechnen mit zur Zeit nur zwei Zahlen, fo daß in der Regel 
des Rechnens mit zwei Zahlen jedesmal aud die Regel des ſelben Rei» | 
nens mit beliebig vielen Zahlen enthalten ift. 

Der Gebrauch allgemeiner Zeichen zur kurzen, bündigen Darftellung dieſes 


Gedankens in jedem befondern Kalle feiner Anwendung ift nur nad) und nad 
zu üben. 


8. 25. 

(Zweiter) Lehrf. Bon einer Eumme wird (eine Zahl) fub 
trahirt, indem man (diefelbe) von einem, beliebig welchen, aber 
nur von einem Summanden fubtrahirt. 

Sat. (a +b)— c=(a—c)+b oder =a-+(b—.c). 

Bew. (a—J)+bl+c=[a—d+cl+b €. 15.2) 


= a—+-b ($. 20) 
und (a+(b—o)}+c=a+f(b—c)+c} ($. 15.2) 
w. z. b. mw. 


Beifp. 7Pögr—I3g—=17P2g; 25 —2—=28; 35 - 20 16. 
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8. 26. 

Folgeſ. Soll zu einer Zahl a erſt eine andere b addirt und 
don diefer Summe eine dritte c fubtrahirt werden, fo kann aud 
erft ce fubtrahirt und darauf zu diefer Differenz b addirt; ed kann 
aber auch c von b fubtrahirt und darauf diefe Differenz zu a 
addirt, Turz es können die vorzunehmenden Additionen und Sub- 
tractionen in beliebiger Folge und an beliebiger Stelle vollzogen 
werden. ” 

8. 27.* 

Zuf. Der Sap des 8. 25 behält auch feine volle Gültig- 
feit, wenn man von einer Summe von drei und mehreren Sum- 
manden zu fubtrahiren hat. Der Beweis folgt, wie in 8. 24, 
indem man die Summe beliebig vieler Summanden nur wieder 
als Summe zweier Summanden auffaßt, ꝛc. 


8. 28. - 
Folgeſ. aus 8. 22 und 8.25. Cine Summe wird von einer 
Summe fubtrahirt, indem man nad) einander und zwar in be- 
liebiger Folge jeden Summanden des Subtrahendu? von einem, 
beliebig welchem, aber nur von einem Summanden ded Minuen- 
dus fubtrahirt ($. 15 Ann. 1, z. Bea bh) — (c+d= 
(a — c) + (b—d) = (a — d) + (b— c) = jeder anderen 
Form, die dem Folgefabe entfpricht, und die gleich urfprünglich 
nah $. 22 und $. 25 zu beweifen ift. 

Das Gefeb behält auch feine volle Gültigkeit, wenn die frag- 
lihen Summen aus mehr als zwei, wenn fie au3 beliebig vielen 
Summanden beftehen. Denn nach Anleitung des $. 24 find die 
Gefebe über Summen von zwei Summanden auf Summen von 
beliebig vielen Summanden auszudehnen. 

Beifp. an zwei⸗ und mehrftelligen Zahlen der verfchiedenen Zahlenfyfteme 


und an den benannten Zahlen, die in mehreren verfchiedenen Einheiten aus⸗ 
gedrückt find. 


$. 29. 
Zuſ. Aus 8.15.2 zufammengenommen mit $. 25 figt daß 
eine Summe unverändert bleibt, wenn zu einem Summanden fo 
viel addirt, als von dem anderen fubtrahirt wird. 


Anm. Den in den $$. 22 bis 28 aufgeftelten Ausführungen von Sub- 
tractionen liegt ſtillſchweigend die Borausfegung unter, daB die Subtradtionen 
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an ihren Stellen ausführbar, d. h. daß ihre Minuenden größer als die Sub 
trabenden find. 

Diefe Borausfepung fol ebenfo im folgenden unverändert feftgehalten 
werden. Wo fie nicht zutrifft, wird man die obigen Subtractionen und ebenfo 
auch die noch folgenden in ihren urfprünglihen Formen oder Andeutungen be 
laffen, oder fie doch nur in ſolche umandern dürfen, für welche Diefe Bor 
ausfegung zutrifft, wie 3. B. (9-+4)— 7 in der zweiten Form des 8. 25 als 
9+(4— 7) nit ausführbar märe. 

In den Reifp. an mehrftelligen Zahlen der verfchiedenen Zahlenſyſteme, 
wie auch an den benannten Zahlen mit ınehreren Einheiten wird die fragliche 
Schwierigkeit durch das f. g. Borgen und die Verwandlung höherer Einheiten 
in niedrigere immer befeitigt, wofern der Minuendus nur im Ganzen größer 
als der Subtrahendus ift. 

Beiſp. f. unten in den lebungsaufgaben. 


$. 30. 

(Dritter) Lehrf. Wenn man den Minuenduß einer Diffe 
renz um eine Zahl vermehrt oder vermindert, den Subtrahendus 
aber unverändert läßt: fo wird die Differenz felbft um Ddiefelbe 
Zahl vermehrt oder vermindert. 

Ann. a—b=d; z eine beliebige Zahl. 

Satz. (a +t2)—b=d+tz. 

Bew. Der Minuendus a ift anzufehen al® eine ‚Summe 
aus der Differenz d und dem Subtrahendus b. ($. 19.) 

Wird nun eine Summe (der Minuendus) um z größer oder 
feiner, während ihr einer Summand (der Subtrahend b) unver: 
ändert bleibt: fo muß ihr anderer Summand (die Differenz d) 
un ebenfoviel größer oder Fleiner geworden fein (8.15 u. $. 25). 

Anm. Als beftändiges Beifp. einer folhen Differenz denke man fi zur 
Beranfhaulihung diefed Satzes und der folgenden den Gewinn g an einer 
Waare, der als foldyer dem Unterfihiede des Verkaufs⸗ und Eintaufspreifes v 
und e dieſer Waare glei if, v—e=g. Um wie viel nun der, Berfaufgpreid 
größer oder Kleiner wird bei unverändertem Einfaufspreife, um ebenfoviel mird 
offenbar au der Gewinn größer oder Kleiner, d. b. (+) —e=g-+= 


Ä S. 31. 

(Dierter) Lehr. Wenn man den Subtrahenduß einer 
Differenz um eine Zahl vermehrt oder vermindert, den Minuendus 
aber unverändert läßt: fo wird umgekehrt die Differenz felbjt um 
diefelbe Zahl vermindert oder vermehrt. 

Ann. a—bd. 

Sat. a—(b+z)=dTz. 


x 


— — — ———— ng Dete ne Et. nn rn nn — — 


m —— — — 
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Bew. Der Minuendus a ift anzufehen als die Summe aus 
der Differenz d und des Subtrahendus b. ($. 19.) 

Wird nun der eine Summand, der Subtrahendus b um eine 
Zahl z größer oder Meiner, während die Summe, der Minuendus 
a, unverändert bleibt: fo muß dagegen der andere Summanbd, 
die Differenz d, um ebenfoviel fleiner oder größer werden ($. 29). 


Beifp. Wird der Einfauföpreid größer oder Meiner, fo wird bei gleichem 
Berfauföpreife der Gewinn um ebenfoviel kleiner oder größer. 


$. 32. 

| Folgeſ. 1. Zu einer Differenz w wird auf eine ‚doppelte Weife 
-addirt, indem man entweder zum Minuendus addirt oder vom 
Subtrahendus ſubtrahirt. (Anm. 8. 15.) In Zeichen: 
(a—b)+z=(a-+z2)—b (8. 30) oder: =a—(b—z) ($. 31). 

Folgeſ. 2. Bon einer Differenz wird auf doppelte Weife fub- 
‚trahirt, indem man entweder vom Minuendus fubtrahirt, oder 
' zum Subtrahendus addirt. In Zeichen: 
@-b)—-z=(a—z)—b ($. 30) oder: =a—(b-+2) ($. 31). 
| Beifp. Dan vermehrt den Gewinn durch Bermehrung ded Verkaufs⸗ 
‚ oder durch Verminderung des Einkaufspreiſes; 

man vermindert den Gewinn durch Verminderung deö Verkaufs⸗ oder Ver⸗ 
mehrung des Einkaufspreiſes. 
Folgeſ. 3. Wenn man Minuendus und Subtrahendus zu— 
gleich um dieſelbe Zahl entweder vermehrt oder vermindert: ſo 
bleibt die Differenz unverändert. 


(a+2)—(b+2)=a—b. 


Denn ift a—b=d, 
fit a+z)—b—=d+z (8. 30) 
und @+)—b+2=(d+z)Fz G. 31) 


—=d (8. 19) =a—b. 
Anm. Im Bereife trenne man die beiden Fälle Hz und betrachte jeden 
für fig. 
| Beifp. Wenn Einfaufs- und Berfaufspreid zugleich um gleichviel größer 
‚ oder Heiner werden, fo bleibt der Gewinn unverändert. 


8. 33. 


| (Fünfter) Lehrſ. Eine Differenz wird (Qu einer Zahl) ad⸗ 
dirt, indem man nad) einander ihren Minuendus addirt und 
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ihren Subtrahendus fubtrahirt, in beliebiger Folge diefer beiden 
Operationen. 

Sa. a+(b—c)=(a+b)—c=(a—c)+b. 

Bew. Indem man den Minuendus addirt, hat man eine 
Summe aus zwei Theilen, dem Subtrahendus und der Differenz, 
addirt, während man nur den einen Theil, die Differenz, addiren 
follte. Man bat darum.den andern Theil, den Subtrahendug, 
zu viel addirt und ihn darum wieder abzuziehen, d.h. a+(b—c) 
—(a+b)—c. Daß man aber diefe Addition von b und Sub- 
traction von c auch in umgelehrter Folge derfelben vollziehen 
fonnte, folgt aus $. 26. 

Kurz alfo: Indem man b addirte, hat man c zu viel ad» 
dirt, und muß died c darum Wieder fubtrahiren. 

- Beifp. Nach vorftehendem Sahe addirt man z. B. Zahlen wie 98, 1%, 
290 und andere ähnliche, indem man fie ald die Differenzen 100—2, 200 —1, 
300 —10 und andere ähnliche darftellt und demnach ohne weiteres erhält: 

17498 =117—2 —=115 
134199213 —1 —212 
45-4290 = 345 — 10— 335. 


8. 34. 

(Sechster) Lehrſ. Eine Differenz wird (von einer Zahl) fub- 
trahirt, indem man nad) einander ihren Minuendus fubtrahirt 
und den Subtrahendus addirt, in beliebiger Folge diefer beiden 
Dperationen. 

Satz. a— (b—c)=(a—b)+-c=(a-+c)—b. 

Bew. Indem man den Minuendus fubtrahirt, hat man 
die Summe aus zwei Theilen, der Differenz und dem Subtrahen- 
dus, fubtrahirt, während man nur den einen Theil, die Differenz, 
fubtrahiren follte.e Man hat darum den anderen Theil, den Sub- 
trahendus, zu viel fubtrahirt und hat ihn darum wieder zuju- 
addiren, d.h. a—(b— c)=(a—b)+c. Daß aber die Reihen: 
folge diefer Addition und Subtraction gleichgültig ift, folgt aus 
$. 26. | 

Kurz: Indem man b fubtrahirt, hat man c zuviel fubtre- 
birt, und muß died c darum wieder addiren. 

Beifp. Nah vorfiehendem Satze fubtrahirt man 3. B. 97, 196, 390 
und Ähnliche Zahlen, indem man fie ale die Differenzen 100—3, 200 —4, 
400 — 10 x. auffaßt, und demnach ohne weiteres erhält: 
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163 — 97 —668-+3 —666 
539 — 196 —339 44 —343 
673 — 399 — 273 + 10— 283. 


$. 35. 

Holgei. Aus der Berbindung der 88. 32— 34 ergiebt fi) das 
Berfahren, Differenzen zu Differenzen zu addiren und diefelben von 
einander zu fubtrahiren, d. h. die Auflöfung der allgemeinen 
Aufgabe (a — b)+(c—d). Aus der Mannigfaltigkeit der Formen, 
in denen die Rejultate der Auflöfung gemäß den angeführten 
Baragraphen dargeftellt werden fönnen, heben wir fpäterer Anwen⸗ 
dungen wegen nur die eine hervor, nämlich für die Addition 
zweier Differenzen den 

Sat: (@—b)+(c—d)=(a+c)—(b-+d) 

d. h. man addire die Minuenden und addire die Subtrahenden, 
und ziehe die lektere Summe von der erfteren ab. 

Bew. (a —b)+(c—d)=(a—b)+c}—d ($. 33) 
(a+o—b}—d ($. 32. 1) 

(.+c)—(b+d ($. 32.2). 


8. 36. 

Zuſ. Auch beliebig viele Differenzen werden addirt, indem 
man alle Minuenden addirt, und ebenfo alle Subtrahenden, und 
letztere Summe von der erften fubtrahirt. In Zeichen: 
(«—b)+(c—d)+ (ef) + ..=(a+c+e +...) — (b+d-+f+...) 

Bew. 


@—b)+c—d)-+e—N+..—{@-b)+c—d}-+e9+.. 
—={@+0)—(b+4)}4+(e—9+.- G. 38) 
=(@+e+9)—b+d+9+... (8.35) 

und ganz ebenfo ergiebt fich die Richtigkeit des Satzes für beliebig 

viele Differenzen dur Wiederholung folder Zurüdführung auf 
je zwei Differenzen. 


I Il 


8. 37. 
Zuſ. DBerbinden wir mit (a —b)t(c—d) des $. 35 die 
in den $$. 15 u. 28 enthaltene Auflöfung von (a +-b)+(c+d), 
jo haben wir damit die Auflöfung aller Aufgaben, die über die 


Mdition und Subtracdion von Summen und Differenzen über- 
Helmes, Klementar-Mathematil, I. 


34 Arithmetit. 


haupt nur möglich find, und die alle acht in dem allgemeinen 
Ausdrud (a+b)t(c+d) enthalten find. 


8. 38. 

Erf. Wo in einer durch die Zeichen + und — vorge 
fhriebenen Verbindung von Zahlausdrüden diefe Verbindungen an 
den Gliedern diefer Ausdrüde in der Reihenfolge vollgogen wer 
den follen, wie diefe Glieder mit ihren Vorzeichen von der Linken 
zur Rechten auf einander folgen, da wollen wir die Klammer 
überall weglaffen. Demnach ift in jeder durch 4 oder — ie 
zeichneten Verbindung von Zahlen ohne Klammern diefe Verbin 
bung in der Neihenfolge zu vollziehen, wie fie von linfs nach 
rechts an den Gliedern diefer Verbindung vorgeſchrieben ift. 

Einen Zahlausdrud, in welhem Klammern vorfommen, je 
einrichten, daß er nach $. 38 ohne Klammern gefchrieben wirt, 
heißt die Klammer auflöfen oder wegſchaffen. 


. 39. 
Folgeſ. 1) Ha Fb.reG. 15.1)=a+b-1< (6.39) 
a4-(b—c)=(a+b)—.c ($. 33) =a--b—c (8.38) 
d. h. fteht ein 4- vor einer Klammer, weldhe eine Summe oder 
eine Differenz umfchließt, fo Fann man die Klammer ohne weiteres 
weglajjen. 

2) a—(b+c)=(a—b) —c (8.22) =a—b—c ($. 39) 
a—(b—c)=(a—b)+tc (8.34) =a—b-ec (8.39) 
d. h. fteht ein — vor einer Klammer, welche eine Summmt 
oder eine Differenz umſchließt, fo kann man diefelbe erft weg. 
laffen, nahdem man das Zeichen des zweiten Glied3 der Klammer 
. in da8 entgegengefeßte, in — und — in +, verwandelt hat; 
oder allgemeiner: fo läßt man die Klammer fammt dem — vor 
ihr weg, nachdem man den Gliedern in der Klammer die ent 
gegengefebten Zeichen gegeben hat; wofern man nämlich dad 
ohne Vorzeichen gefchriebene Glied in derſelbe als mit + ge 

ſchrieben anfieht. 


8. 40. 
zuſ Unter Auflöſung der Klammern nach 8. 38 nehmen die 


| in dem vorftehenden Paragraphen entwidelten Auflöfungen der in 
(a+b)t(c+d) enthaltenen acht Aufgaben folgende Geftalt an: 
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(ab) +(ce+d)=at+b+tc+d (8. 15. 3) 
(ab) +(c—d)=atb+c—d ($. 33) 
@+b—(c+d)=a+b—c—d ($. 2) 
@+b)—(c—d=a+b—c+d ($. 34) 
@—b)+c+d=a—b+te +d d($ 15.2) 
(.— b) (ce dy=a—b+c—d ($. 33) 
.—b)—-(c+d=a—b—c—d (8. 22) 
(a —b) —(—d)=a—b—c+d (8. 34) 

Zugleich folgt noch für jedes der ohne Klammer auftretenden 
Refultate aus dem dazu angeführten $., daß die Reihenfolge der 
Morunehmenden und durh + und — vorgefchriebenen Addition 
und Subtraction, d. h. die Aufeinanderfolge der mit ihren Vor— 
gehen zufammen genommenen Glieder ganz willfürlih ift, felbft- 
verftändlih immer unter dem $. 29 Anm. auögefprochenen Vor— 
‚behalte. 


onpnppmn 


8. 41. 

Erkl. Ein Zahlenausdrud, der wie die Refultate des 8. 40 
dadurch gebildet wird, daß gegebene Zahlen theild addirt, theils 
‚fubtrahirt werden, jenachdem das Zeichen 4 oder — vor ihnen 
‚feht, heißt eine algebraifhe Summe diefer Zahlen (oder fonft 
auch nur ein gemifcht- gliedriger Ausdrud, oder ein gemifcht- 
‚glerige® Polynomium); die zu addirenden Zahlen heißen die 
‚additiven, die zu fubtrahirenden Zahlen die fubtractiven 
heile oder Summanden (oder font auch nur die additiven und 
die fuhtractiven Glieder des Polynomiums). Befteht ein Zahlen- 
ausdruck nur aus zwei Gliedern, wie die einfache Summe und 
Differenz a+b, fo heißt er noch indbefondere ein Binomium. 


8. 42. 

Folgeſ. Auch in der algebraifhen Summe ift die Reihen- 
folge ihrer Summanden gleihgültig. (8$.40u.33.) Beifp. alge- 
braiſche Summen aus dem Leben f. unten in den Uebungsauf— 
gaben. 
| 8. 43. 

Lehrſ. Jede algebraifhe Summe ift anzufehen als eine 
Differenz, deren Minuendus die Summe aller additiven Theile, 
deren Subtrahendus die Summe aller fubtractiven Theile ift. 

Satz. a—b—c-d—e=(a+d)—(b-+c-e). 

3* 
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Bew. a—b—c+d—e=atrd—b—c—e (8.42) 
=a+d—(b-+c-+e) ($. 24). 


Und ebenfo von beliebig vielen Summanden. 


g. 44. “ 

Zuf. Weber die Auflöfung der Klammer, welche eine alge 
braifhe Summe umfchließt, d. h. ($. 40) über die Addition und 
Subtraction derfelben, gilt noch die Negel des $. 39: ſteht 
ein — vor der Klammer, fo kann dieſelbe ohne alle weitere Ver⸗ 
änderung weggelaffen werden; fteht ein — vor derfelben, ſo 
wird diefelbe fammt diefem — erft weggelaifen, nachdem man 
die Zeichen aller Glieder in der Klammer in die entgegenge 
festen verwandelt hat, wo wieder wie oben das erfte ohne Bor 
zeichen gefchriebene Glied als mit — gefchrieben angefehen wird. | 

Denn die algebraifhe Summe in der Klammer ift anzu: 
fehen als eine Differenz; «—B, worin a die Summe aller addir 
tiven, 8 die Summe aller fubtractiven Theile ift. ($. 43). Nun 
it a+(la—P)=a+a—B ($. 33), wonach alfo alle addftiven 
Theile (a) mit dem Zeihen +, alle fubtractiven Theile (8) mit, 
‚dem Zeihen — vorfommen und nah $. 42 in jede beliebige 
Reihenfolge gebracht werden können, alfo auch in die, in welder 
fie urfprünglich gegeben waren. — Ebenfo if a— (a — ) = 
a—a--ß ($. 34), d. h. die Summe der additiven Theile, a, iſt 
zu fubtrahiren, die der fubtractiven, ß, zu addiren, welches nah 
$. 42 in beliebiger Folge ihrer Theile, alfo auch in der gefchehen 
kann, in welcher fie urfprünglich gegeben waren. | 


3. Rapitel. 
Die Dultiplication. 


$. 45. | 
Ei. Multiplieiren heißt eine Zahl, genannt Multipli 
candus, fopielmal als Theil oder Summanden feßen, als eine 
andere Zahl, genannt Multiplicator, anzeigt. . 
Darnach ift die Multiplication ein befonderer Fall der Addition, 
‚nämli der, wo alle Summanden gleich find; der Multiplicandus 
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it einer diefer gleichen Summanden, der Multiplicator zeigt an, 
wievielmal er gefebt werben fol. 

Die Zahl, welche das Nefultat der Multiplication ausdrückt 
(die Summe der gedachten Addition), heißt das Product; Mul— 
tiplicandus und Multiplicator heißen mit einem gemeinfchaftlichen 
Ramen Bactoren. Der Multiplicator wird oftmal® noch be- 
‚ fonder8 der Eoefficient genannt, und der Multiplicandus in 
Beziehung darauf alsdann die Hauptgröße, namentlich oft, wenn 
erſterer eine beſtimmte (befondere), legterer eine allgemeine, oder 
auch jener eine befannte, diefer eine unbefannte Zahl ift. 

Iſt a der Multiplicandus, m der Multiplicator, fo ift a.m, 
gewöhnlicher am, feltener ax m das Zeichen für die vorzuneh- 
mende Multiplication und demnad (vgl. $. 13) zugleich fo oder 
| fammt einer Klammer, (am), dad Zeichen für dad Product felbft. 

Nur wenn beide Factoren beftimmte Zahlen find, 3.8. 7.3, 
| darf nicht die bloße Zufanmenftellung derfelben ald Zeichen der 
Multiplication gewählt werden, weil bier die Bufammenftellung 
| nad) den Gefeben des Zahlenſyſtems die Bedeutung einer Addition 
hat, 73 — 7043. 
| Das Multiplicationdzeihen 5. B. in a.m oder am wird ge- 
| lefen: „a multiplieirt mit m*; denn man multiplieirt den 
(voranftehenden) Multiplicandus mit dem (nachfolgenden) Multi- 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


— —— — 





plicator; kürzer: a mal m, welches heißen ſoll: a mmal ge- 
nommen. 

Nur wenn der Multipficator eine beftimmte, der Multipli- 
candus eine allgemeine, oder auch jener eine befannte, diefer eine 
unbefannte Zahl ift, pflegt man den Multiplicator dem Multipli- 
candus voranzuftellen, 3. B. in 5a, ax, 2mx, wie man denn fpäter- 
bin beim Gebrauhe von Producten. die freiefte Anwendung des 
8. 60 über die zuläffige Verwechfelung der Factoren überhaupt 
macht, namentlih auch den, die Factoren meiſtens in alphabeti- 
[her Ordnung auf einander folgen zu laſſen. (©. unten $. 64.) 

Da8 Product a. m— am— (am) ift die dritte zufammen- 
gefebte Zahlform. (Bol. 88. 14 u. 18.) 

Die Bezeichnung ab eined Product gilt in Beziehung auf 
den Gebrauch der Klammer ($. 38) immer als unzertrennlicher 
Zahlenausdruf, fo daß damah z. B. ct ab immer nur 
die Bedeutung von c-+- (ab), niemal® aber die von (c-}-a) b 
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haben fann, welche leßtere Bedeutung vielmehr jedesmal auf 
folhe Weife durch eine Klammer ausdrüdlih angegeben werden 
muß. Ebenſo find darnach c— ab und (c—a)b zu unterſchei— 
den, wie deögleihen ab+cd und (ab+c)d. 


8. 46. 

Folgeſ. 1. Jedes Product läßt fid) darftellen ald eine Summe 
aus lauter gleihen Summanden, von denen der einzelne gleid 
ift dem Multiplicandus, der fo oft gefebt wird, ald der Mul⸗ 
tiplicator anzeigt. 


Folgeſ. 2. Der Multiplicator ift nothwendig unbenannt; das | 
Product ift gleihnamig mit dem Multiplicandus, der benannt 
oder unbenannt fein fann. ($. 17.) 


Beiſp. Man hat 4 @ einer Waare gefauft, von welcher das & 7 Nr. Pp 
foftet. Wie viel hat man audgegeben? Antw. 28 Ngr. = 7Ngr. + 7Nec + 
7Rgr. +7 Ngr.=17 Ngr. . 4. 


8. 47. 

Veberfiht aller in der Multiplication zu behandelnden Ayf- 
gaben (vgl. $. 21): | 

Es jind zu multiplieiren: Summen, Differenzen, Produce; | 
und ift zu multipliciren mit: Summen, Differenzen, Producten. J 

Endlich ift die neue Zahlform, das Product, den vor ihm | 
und ohne Beziehung darauf entwidelten Gefegen der Addition 
und Subtraction zu unterwerfen. 


8. 48. | 

Lehrf. Eine Summe wird mulfiplieirt, indem man nad 

einander” jeden Summanden multiplieirt und die fo erhaltenen # 
(Theil-) Producte addirt. 

Sat. (a--b)m=am--bm. 


Bew. (Hm —(@Hb)-HaFb)-HarbH. (. 46) 
—atatat. btb4b Lg.) 
=am--bm ($. 46). w. 3. b. w. 

8. 49. 


Buf. Der Lehrfab des vorigen $. gilt auch, wenn der Mul 
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fiplicandu® eine Eumme von beliebig vielen Summanden ift. 
In Zeichen: 
(@--b+c+d+t.)m=am+bm-+cm-+dm-+.. 
Denn: (a-+b+c)m = ffa+b)-+c}m 
—=(a+b)m-+cm ($. 48) 
— am--bm--cm (deögl.) 

Eo wie nun der Satz von zwei Summanden auf drei über: 
tragen wird, ebenfo gefchieht es von drei auf vier, und fo, auf 
jede beliebige Anzahl derfelben ($. 24 Anm.), d. 5. 
@+b+c+d-+..)m=am+bm+tcm+dJdm-... w. z. b. w. 

Beiſp. 34.2= 68; (IR 42th.)226SsLth. 

231.2—468; (2 Ctr. 3@ 48th) 2=4Etr. 6 82th. 


8. 50. 

Lehr. Mit einer Summe wird multiplieirt, indem man 
nah einander mit jedem Summanden multiplicirt und die fo 
erhaltenen Zheilproducte addirt. 

Satz. alm--n)=am-an 

und alm+-n-o-4p+t..)=am-+antaotap-+.. 

Der Beweid folgt unmittelbar aus dem Begriffe der vor- 
liegenden Aufgabe. Man hat eine Zahl offenbar (m-+-n) mal 
(ald Theil) genommen, wenn man fie erft m mal und darauf 
noch n mal (ald Theil) nimmt, und diefe beiden Producte zuſam— 
men addirt. 

Der Beweis ift in diefer Forn ohne weiteres anwendbar 
auf einen Multiplicator, der aus beliebig vielen Eummanden 
befteht, fonft aber auch nach Art des $.49 aud alm-+n) befon- 
derd abzuleiten. 

Anm. Mit AUbficht vermeiden wir die Zurüdführung dieſes Beweiſes auf 
den Beweis des 8. 48, vermöge 8. 60, da, wir im Gegentheil die beiden Fac⸗ 


toren in ihrer ganz verfchiedenen Natur durchaus noch getrennt auseinander 
halten. 


8. 51. 

Folgeſ. Eine Summe wird mit einer Summe multiplieirt, 
indem man nad) einander mit jedem Summanden ded Multipli- 
cators jeden Summanden des Multiplicandus multiplicirt, und 
femmtliche Theilproducte addirt. 
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nn: (@+b)(m-+n)=(a+b)m-+(a+b)n ($. 50) | 


—(am--bm)-+(an+bn) ($. 48) ' 


—am-bm-an-+bn ($. 38) 

Und ebenfo ift ‚no: 

(@+b+c+d+..)m+n+o+p-+...) 
—=(a+b+c-+d+..)m+(a+b+c+d-+..)n 

—+{a+b+c+d-+ ..)o+{a+b+c+d+...)p+... (8.50) 
—(&tm-bm+-cm-+-dm-+..)+(an-+-bn-+en+dn-+...) 

—+(a0+bo+co+do+...)-{ap+bpcep+dp+..)+.. (8-49) 
—=am-+-bm-em-+dm--..-+an+bn..-ten+dn+..  ($.38) 

Beifpiele für beliebig vieltheilige Multiplicanden wie Multi- 
plicatoren bieten die Multiplicationen mehrftelliger Zahlen der ver: 
fhiedenen Zahlenfyfteme, wie auch benannte Zahlen, die in mehreren 
verschiedenen Einheiten, wie Thulern, Grofchen, Pfennigen ꝛc. aus⸗ 
gedrüdt Ind. 

. 8. 52. 

Lehrſ. Eine Differenz wird multiplicirt, indem man den 
Minuendus und den Subtrahendus derſelben multiplicirt, und 
letzteres Product vom erſteren ſubtrahirt. 

Satz. (a«—b)Jm =am—bm. 


Bew. bm—ab Hab) Hab) + 6.49) 
—— * HH * ") (8-86) 
—am—bm w. z. b. w. 


Beranfhaulihung: So oft man a Ruh FR (a—b), nimmt man b 


zu viel; man hat demnach mmal b zu viel genommen x. 


Beifp. 98.3 (100 — 2)3 =300 — 6294, und fo in anderen Beilp. 


der Art. 
Der Verkaufspreis eines Pfundes fei v, der Einkaufspreis e; man hat an 
. einem Pfunde den Geminn g=v—e; an 3 Pfunden den Gewinn 3g = 
(v—e)3=3v—3e. 
$. 53. 

Lehr. Mit einer Differenz wird multiplieitt, indem man 
mit dem Minuendud und mit dem Subtrahendus derfelben mul: 
tiplicirt, und leßtered Product vom erſteren ſubtrahirt. 
| Satz. a(lm—n)=am-—-an. 

Dem. Seim— nd, alſo m—=d--.n (8.19). Indem man 
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nun mit dem Minuendus m multiplicirte, hat man mit der Summe 
zweier Theile, mit Differenz und Subtrahendus, mit dund n 
multiplicirt, und dadurch dad Product ad Pan gebildet, während 
“man nur mit dem einen Theile, mit der Differenz d, multipliciren 
und das Product ad bilden ſollte. Man muß das Product an 
wieder abziehen, um das verlangte Product ad allein zu haben, 
db. h. atm—n)=am—-an. w. 3. b. w. 
Anm. Weniger abftract mag der Anfänger den Beweis nur alfo führen: 
Indem man eine Zahl a, die man (m —n) mal nehmen follte, m mal nahm, 
hat man bdiefelbe n mal zuviel genommen. Man berichtigt alfo das anfangs 
gebildete Nefultat, indem man dies nfache derfelben wieder abzieht, d. h. 


a (m — n)=am — an. 


Beifp. Man multiplicirt eine Zahl mit 98 dadurch, daß man diefelbe 
mit 100 multiplicirt und das 2fache derfelben wieder abzieht, indem man 98 
als die Differenz 100— 2 auffaßt; und ebenfo in Fällen ähnlicher Art. 


8. 54. 
Folgeſ. Multiplication einer Differenz mit einer Differenz. 
(a—b)(m—n)=(a—b)Jm—(a—b)n ($. 53) 
—=(am—bm)—(an—bn) ($. 52) 
—am—bm—an--bn ($. 34) 


$. 55. 

Zuf. Schließen wir den beiden Folgefäßen in den 88. 51 und 
54 nod die in den vorftehenden Lehrfägen gleichfall® enthaltenen 
Multiplicationen von Summen und Differenzen unter einander an, 
fo haben wir in der Ausführung des allgemeinen Ausdrucks (a+ b) 
(m-+-n) die Auflöfung aller vier zufammengefeßten Aufgaben, die 
über die Multiplication an Summen und Differenzen überhaupt 
nur möglich find, nemlich: 
1) («+b)(m In) am-4-bm-an-+-bn (8.51) 
2) (a—b)(m-+n)= (a—b)m-(a—b)n ($.50)=am—bm-an—bn ($$.52 u. 38) 
3) (a+-b)(m—n)=(a-+b)m—(a+-b)n ($.53)=am-+bm—an—bn ($$.48 u. 22) 
4) (a—b)(m—n) am—bm—an-tbn ($. 54). 











8. 56. 

Zuſ. In den Refultaten des 8. 55 ſpricht fi) eine allge- 
meine Regel der Multiplication an Summen und Differenzen furz 
alfo aus: 

„Man multiplieirt nach einander mit jedem Gliede des Mul— 
tiplicator® jedes Glied des Multiplicandus, und giebt den fo ge- 


! 


 (a—b—c+d—-e+.)m=am—bm—cm--dm—em-. 
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bildeten Producten das Borzeihen 4, wenn die gedachten Ya 
toren gleiche Vorzeichen . haben (beide — oder beide —); d 
Borzeihen —, wenn fie verfehiedene Zeichen haben (der eine F 
tor +, der andere —).* 

Die Regel ift eine unmittelbare Folge daraus, daß die Pr 
ducte, welche mit dem Minuendus des Multiplicatord gebil 
werden, die Vorzeichen ded Multiplicandus haben ($$. 48 u. 52) 
die Producte aber, welche mit dem Subtrahendus des Multip 
cator® gebildet werden, die entgegengefebten Zeichen des Multipli 
candu3 (88. 53 u. 34). 








$. 57. 

Zuſ. Die Negel des vorftehenden $. gilt no unverä 
dert von der Multiplication algebraifher Sunme 
wie alfo erhellt: 

1) Eine algebraifhe Summe wird (mit einer Zahl) mul 
plieirt, indem man jedes Glied derfelben multiplicirt und 
einzelnen Producten die Vorzeichen der Glieder des Multiplica 
dus giebt. In Zeichen: 


Denn a — b—c+d— e-+...)m = (a — B)m ($. 43) = am— 
am—(a+d+.)m =am-dm-.. 
Bm=(b--c-e+.)m=bm-+cm-em-... 

am —ßm—=am--dm-..— bm—cm—em—.. ($.24) 
— am — bm— cm-+dm-em-.. (8. 42). 

2) Mit einer algebraifhen Summe wird (eine Zahl) multi. 
plieirt, indem man mit jedem Gliede derfelben multiplieirt un 
die Producte, melde aus der Multiplication mit den fubtractiv 

Zheilen hervorgehen, abzieht von den Producten, welche aus de 

Multiplication mit den additiven Theilen hervorgehen. In Zeichen: ! 


"alm—n—0o+p—qg-+..)= am — an — ao — ap — ag-... 


Denn a(m—n—0o-p—q+..)=ay—5d) ($. 43) 
=ay— ad ($. 53) 
y=a(lm+p-+.) . =am-+tap-+.. 
ö—alntotg+t.)=antao+sag-t.. 
ay— aö=am-2ap-+.. —an— 20 — aq —... {$.24) 
am — an — ao ap — aq .. ($. 42) 
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3) Eine algebr. Summe wird mit einer algebr. Summe 
multiplicirt, indem man mit jedem Gliede de? Multiplicators je- 
des Glied des Multiplicandus multiplicirt und dieſe einzelnen 
Producte al® Glieder einer algebr. Summe feßt, mit dem Bor- 

Kihen +, wenn die-Factoren gleiche, mit dem Borzeihen —, 
Ioenn fie verfchiedene Zeichen haben. 
Denn a —b—c-Hd—e+..)(m—n—0o+p—q-+..) 
=(a—B)(y—8) (8.43) =ay— Py—ad+t-P ($. 54). 
In dieſem Refultate ift ay das Product aller Glieder, die 
das gleiche Vorzeichen +, 33 da® Product aller Glieder, die das 
gleiche Vorzeichen — haben; By aber das Product aller fubtrac- 
fiven Glieder des Multiplicandus mit allen additiven Gliedern 
“ Multiplicatore, wie ad das Product aller additiven Glieder 
des Multiplicandus mit allen fubtractiven Gliedern ded Multipli- 
cators. Kurz das Product ift eine algebraifhe Summe, deren ad- 
Mi Theile das Product Der Factoren mit gleichen Vorzeichen, 

ren fubtractiven Theile da8 Product der Factoren mit ungleichen 
Borzeihen find. 
' Da nun die Reihenfolge der Glieder auch in der algebr. 
‚Summe gleichgültig ift ($. 42), fo fann ohne lnterfchied jedes 
der obigen Producte au an den Stellen gefeßt werden, wo es die 
nach einer beſtimmten Ordnung ſich vollziehende Bildung der Theil- 
manch des Multiplicandu® und Multiplicator® an die Hand giebt. 


$. 58. 
Inf. In den Refultaten 
(a+b)m=am-+tbm ($$. 48 u. 52) - 
a(lm{+n)=am-+tan ($$. 50 u. 53) 
liegt, wenn man die Gleichungen in umgefehrter Folge ihrer bei- 
den Seiten liest und demnach 
am +bm==(a-+b)m 
am+tan =a(m+n) 
fest, da8 Gefeß der Addition und Subtraction zweier Producte 
ausgeſprochen, für den Fall, daß fie einen gemeinfamen Factor 
„haben. „Man addirt oder fubtrahirt die verfehiedenen Factoren, 
und giebt der fo gebildeten Summe oder Differenz den gemein- 
ſamen Factor bei.“ (Geſetz der Abſonderung des ge- 
meinſamen Factors.) 
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Beiſp. 33-+-3b=3 (a-+b) 
mx—nx—=(m—n)x 
an — an—=a(m—n) 
am — bm=(a—b)m 

Da jeder Zahl ohne Veränderung ihred Werthed Der Fac 
1 beigegeben werden fann, x—=1.x=x.1, fo liegt in vorftehen 
der Regel auch die Addition und Eubtraction von Zahlen, 
die folgenden find, enthalten: 
x+nx=(1i-+n)x 
mx+x= (m+1)x 
3 x = 4x. 












8. 59. | 
Zuf. Dad im vorigen $. audgefprochene Gefeg der Ab 
fonderung eines gemeinfamen Factors gilt ebenfo n 
von den Gliedern der algebraifhen Summe überhaupt, in der allg 
meineren Form: „Man bildet die algebraifhe Summe aus d 
verfhiedenen Factoren und giebt diefer Summe den geniei 
famen Factor bei.» Denn nah 8. 57.1 ift 
(.—b—c+d-+..)Jm=am— bm —cm-+dm-+... 
Darnach führen Additionen und Subtractionen algebraifch 
Summen, wie die folgenden, nach $. 44 ohne weiteres auf di 
ihnen beigegebene Form. der Aufftelung und auf die ebenfall 
beigegebenen Refultate: 


1. Additionen. 


1) 38-+5b—3o — 3d 2) 124—13b+6c—7d 
7a —7b—5c +5d 5a — 10b —+-3d 
— 23-4 b+10c— d 48 — 7d 
a bie La — 6a+ 5b— 9c-+2d 
15a — 18b — 3c — 9d 

3) ax—by—cz 

dx+ y—ez 

fx +9y— z 


(+ä+Nx+(g+1—b)y—(c+e+1)z. 
2. Subtractionen. 


1) 83 — b+2c+ d 2) ba—sbtöotsd 
— (3.+5b— 30 — 3d) — (7a — 7b—50-+-5d) 


5a —6b-+-5c-+4d —24+ b+100— d 
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3) ax—by— cz — du 
— (ex+ fy —gz— hu-+krv) 
@—e)x—(b+f)y+(g—co)z+h—d)u— kr 
oder (a — e)x - (b+-f)y—(c—g)2—(d—h)u—kr. 
$. 60. 

Lehr]. Der Multiplicandus und der Multiplicator oder bie 
Factoren eines Product? können, als unbenannte Zahlen gedacht, 
mit einander vertaufcht werden, ohne daß fi die Größe des 
Product? dadurch ändert. 

Satz. ab — ba. 

Bew. indem man den Multiplicandu® a bmal nimmt, 
nimmt man jede in a liegende Einheit (jede in a liegende Ein?) 
bmal. 

Indem man. aber die Einheit oder Eind bmal nimmt, erhält 
man b. 

Man erhält demnach fo viehnal b, ald Einheiten in 3 liegen, 
d. b. man hat b amal; und in lebterer Form des Reſultats Tiegt 
die Bertaufhung der Factoren, d. h. ab—=ba, audgefprochen. 
Borftehenden Worten entfpricht die fürzere Beweisführung in 
Zeichen: | 


ab=(1+1-+1-4...)b 
a mal 
— b+HbHbL. (8. 49) 
— b.a. (8. 46) w. 4. b. w. 


In befonderen Zahlen: 
5.3—=(141+1-+1+1)3 
— 3+3--3-+3+-3 
— 3.5. 
8. 61. 
Lehrſ. Ein Product wird multiplieirt, indem man einen, 
beliebig welchen, aber nur einen Yactor multiplicirt. 

Sag. (ab)m=(am)b oder =a(bm). 


Bew. ab= atatatın ($. 46) 
mal 
(bym—(a-tata-t m 
bmal 


—= am+-am-am-+ ..... 89) 
— am.b ($. 46) j w. 3. b. w. 
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Der Beweid für die zweite Form des Refultat® ergiebt fi 
am leichteften alfo: 
(ab) m== (ba) m ($. 60) 
—(bm)a ($. 61) 
— a.bm ($. 60) 
Beifp. 2.P God (—2.1$G.).5=10.$G.(— 10.1.6.) 
oder auch — 2W’or(—= 2.5.P®.). 
3%(—=3.1%).100=300% oder au —=3.1 Ctnr. 
200 (2. 100).3 = 600 (— 6.100). 
200 (2.100). 10 — 2000 (— 2. 1000). 


8. 62. 

Lehr. Mit einem Producte wird multiplicirt, indem m 
erft mit dem einen Factor multiplieirt und das daraus entita 
dene Product mit dem andern, in beliebiger Folge diefer bei 
Multiplicationen. 

Satz. almn)=(am)n=(an)m. 

Bew. (Er liegt freilich fhon im vorigen $. enthalten, wo 
fern wir die Seiten der Gleihung (ab)m=(am)b=a(bm) um 
fehren und demnah albm)—=(ab)m=(am)b ſetzen; iſt jedo 
urfprünglich alfo zu führen:) 


mn = m Im+tm-+.. ..... ($. 46) 
a.(mn)—a mtm-tm-t.n..) 
— amtam-tamt.... (8.50) 


— (am)n (8.46). 
Dermittelft mn—=nm würde fih auf diefelbe Weife die zweit 
Form des Reſultats ergeben. 


Beifp. Multiplicationen mit 20, 300, 4000 zc., überhaupt mit dem Biel: | 
fahen einer höhern Einheit eines Zahlenſyſtems. 


8. 63. 

Folge.” Multiplication eine® Products mit einem Product. 
„Man multiplicirt mit jedem Factor ded Multiplicatord irgend 
einen Factor des Multiplicandus, einen urfprünglichen oder einen 
fhon als Product zufammengefeßten; d. h. man ftelle die 4 Far 
toren in beliebiger Folge zufammen.“ 

Die Klammern, welche zur Andeutung der Aufeinanderfolge 
der Factoren dienen, find darnach überflüffig. 
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Beifp. WMultiplicationen des Vielfachen einer höhern Einheit eined Zahlen» 
ſyſtems mit dem Pielfachen derfelben oder einer andern höhern Einheit, als 
3000 . 200 = 6 . 1000 . 100 = 600000. 


$. 64. 

Zuſ. Bei einem Producte von beliebig vielen Factoren ift 
die Ordnung ‘oder Reihenfolge diefer Factoren gleichgültig und 
jede Unterfcheidung derfelben durch Klammern. überflüffig. 

Für drei und vier Factoren folgt das ſchon aus den 88. 61 
u. 63; für jeden neu zukommenden Factor folgt dasfelbe ohne 
weitered alſo: Man denke fih das bisherige Product, aus vier 
Factoren zunächft nur ald Product aus zwei Factoren, indem man 
je zwei und zwei oder auch je drei und einen derfelben als foldhe 
Factoren zufammenftellt. Wendet man nun für den neu zufom- 
menden Yactor den $. 61 an, fo erfennt man, daß er in jeder 
der gedachten Zufammenftellungen jede beliebige Stelle einneh- 
men fann. 

Indem man ebenfo jedes Product aus noch fo viel Factoren 
zunächſt nur ald Product aud zwei Factoren anfieht, : wiederholt 
fih für jeden neu zufommenden Factor der vorftehende Beweis 
in unveränderter Weife. ($. 24 Annı.) 

Liegt Fein anderer Grund für eine befondere Folge der 
Factoren vor, fo Ichreibt man fie am zwedmäßigften in alphabe- 
tifeher Ordnung neben einander. 

Auch pflegt man die befonderen (beftimmten) und die befann- 
ten Factoren den allgemeinen (unbeftimmten) und den unbefann- 
ten gern voranzuftellen, 3. B. 5ab, Zmx, 3mnx x. 


8. 65. 

Zuſ. Aus der Zufammenfaffung der beiden $$. 57.3 u. 63 
ergiebt ſich das Verfahren, algebraifhe Summen mit algebraifchen 
Summen zu multiplieiren für den Fall, wo die Glieder derfelben 
Producte find, z. B.: 

(23 — 3b — cx +dy) (2b — 4x — my) = dab — 6bb — 2bex 
+ 2bdy — 8ax + 12bx +4 4cxx — 4dxy — 2amy + 3bmy 
4 cmxy—dmyy. 
$. 66. 

Erkl. Ein Product aus lauter gleichen Factoren heißt eine 
Potenz (au wohl Dignität) diefes Factors (des Dignanden, 
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der Baſis oder der Wurzel der Potenz); und zwar die ſoviel 
ala die Anzahl der Factoren (der Erponent der ‘Botenz) anzei 

Statt der dftern Wiederholung des Factors bedient man fü 
der fürzem Bezeihnung der Potenz, daß man den Factor of 
Dignanden nur emmal ſchreibt, und durch eine oben zur Rech 
ihm beigefchriebene Zahl (den Erponenten der Potenz) anzeigt, w 
vielmal er als Factor gefegt werden foll, ;. B. aaa — as. 

In weiterer Berallgemeinerung des Begriff? der Potenz um 
ihrer Bezeichnung fann man jede einfache Zahl a ald a! oder’ all 
die erfte Potenz derfelben anfehen. Ä 

Bon den Potenzen heißt die zweite, z. B. a?, noch befondet 
das „Quadrat“; die dritte, a?, der „Cubusd“; die vierte, at, de 
„Biquadrat“ von a. r 

Allgemein liest man den Ausdrud einer Potenz, z. B. aq— 
entweder „a zur ntm= (d. h. Potenz) oder einfacher „a hoch n“i 

* Der Factor felbft wird in Beziehung auf die Potenz bie 
Wurzel der Potenz genannt, die Quadrat, die Eubif-, allge 
mein die nf Wurzel, je nachdem der Erponent der Potenz 2, 3, 
allgemein n ift, und mit dem verzogenen Anfangshuchftaben dei 


Wortes radix, als a— V ar, bezeichnet (vgl. Abſchn. X; für 
die Duadratwurzel in der Regel ohne befondere Angabe des Erp 
nenten, ald a=Va2. 
Folgeſ. Potenzen derfelben Bafid werden multiplicirt, indem 

man ihre Erponenten addirt ($. 69); 3. B.: 

a3.a?—a° 

a3.a —at 

Zam ZBan—Gamtn, 


An m. Nur der Kürze des Ausdrucks und der bequemeren Bezeichnung 
willen haben wir hier den Begriff der Potenz als den einer befondern Art von 















Producten eingeführt, ohne in eine weitere Verfolgung desfelben und der dat | 


aus entfpringenden Aufgaben im geringften weiter einzugehen (f. unten 
Abſchn. X). 


| 
8. 67. | 

Erkl. Wenn die Glieder einer algebraifchen Summe in de 
Ordnung oder Folge an einander gereiht find, wie die wachfenden 
oder abnehmenden (feigenden oder fallenden) Potenzen eines in 
ihnen vorkommenden gemeinfamen Factors auf einander folgen, 
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beißen fie nach diefem Factor als ihrer Hauptgröße (8. 45) 
ab oder fallend) geordnet. 

Deifpiele folcher Anordnung bieten die Zahlen der Zahlen- 
eme, die als folde nad den Potenzen der Grundzahl geordnet 
d, ala 3456—3.10%° 4+4.10?-+5.101-46 (vgl. 8. 8). 

Al allgemeine3 Schema foldher Anordnung giebt der Aus- 


ax" + bxa-1+ox2+ ..tik?2+mx+tn. 
8. 68. 
Zuf. Die Multiplication fo geordneter algebr. Summen mit 
eren folchen Summen ($. 57. 3) führt bei zweckmäßiger Zu- 
menfafjung der Glieder mit gleichen Factoren ($. 58) auf 
ar Die wiederum eben fo geordnet find, 3. B.: 
—3a?b+ 3ab? —h3 
a? — 2ab a Ab + 
a5 —3atb-- 3a:b2- 3asb2 —a2b3 
—2atb-+- 633b? — 6a2b? +-2abt 
a°b?2 — 3a2b? + 3ab* —b> 
a5 —5atb + 10a°b?2 — 1022b3 +-5ab* —b3 


har bay —cxy? — dy” 


mx? xꝰ -y 





amxd--bmx?y—emx?y? anz5--bmx*y—cmx®y2—dmx?y3 
—anx®y?—bnx?y?-cnxy*-H-dny3 

anx°4-bmx?y—(em-+an)x?y?—(dm-+-bn)x?y?-Lenxy?--dny® 
| 8. 69. 
Zuſ. Wegen ihrer außerordentlich häufigen und nützlichen 
| Anwendung heben wir noch befonder® die Nefultate folgender 
einfachen Multiplicationen nach dem Berfahren des 8.683 hervor: 
| 1) (a+b)?—=a?-+2ab-+b2 

2) (a—b)?—=a? —2ab-+-b? 

3) (a+-b)(a —b)=a? —b? 
und als befondere Formen von ihnen „wiederum 
(+12 —=a242a-+1 
| (“—1)?=a?—2a-+1 
@+l)@a—)=a2—1 
Helmes, Slementar-Mathematil. J. 4 
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4. Kapitel. 
Die Diviſion. 
8. 72. 

Erkl. Die Aufgabe der Diviſion iſt, aus Product t 
einem Kactor zu finden den andern Factor. 

Sie ift demnach) zweifach: entweder aus Product und Mu 
tiplieator zu finden den Multiplicandus, oder aus Produd u 
Multiplicandus zu finden den Multiplicator. 

Das gegebene Product heißt hier Dividendu®, der gegt 
bene Factor, fei er der Multiplicator oder der Multiplicanduig 
Divifor; der zu fuhende Factor Quotient. 

Iſt a der Dividendus, b der Divifor, fo gefhieht die BE: 
zeichnung der Divifion und fomit nah $. 13 zugleih die ii 


Quotienten dur a:b oder T und wird gelefen „a dividirt dur 


b⸗; denn „der Dividendus wird dividirt durch den Diviforf 
Seltener heißt es: „man dividirt in den Dividendus mit dei 
Divifor oder ſelbſt den Divifor“. | 

Der Quotient (a:b) ift die vierte zufammengefepte Zahlforn 
(8. 45), und feine Bezeichnung a:b gilt gleich der’ des Product 
a.b ($. 45) in Beziehung auf damit verbundene + als unze 
trennlicher Zahlausdrud, fo daß a+b:c nichts anderes ai 
at (b:c) bedeutet und niemals mit (a+b):c zu vermechfeln iR, 


Anm. In der Verbindung der Multiplicationd: und Divifionszeihen] 
unter einander ift die beabfichtigte Reihenfolge derfelben meiſtens ausdrüdli 
durd Klammern zu bezeichnen, welche Bezeichnung beim Producte in einig 
wenigen Fällen auch durch die unmittelbare Zufammenftellung der Fartoren a 
ab ftatt a.b, beim Quotienten jedesmal durch den Gebrauch der zweiten Be | 
zeichnung als en erfept wird. Die drei Ausdrüde a.b:c, a:b.c, a:b:c find 
im allgemeinen zmweideutig; jedoch ift für den erften Ausdrud diefe Zweideu⸗ 
tigkeit ohne Einfluß, weil a.(b:c)=(a.b):c (f. $. 92); für die beiden am 
dern erfeßen fchon die Formen a:bc und a fowie zie und a den Ge 
brauch) der fonft Teicht dasfelbe bezeichnenden Klammern. Daß jedoch be und 


pr. nicht durchweg als unzertrennliche Zahlbezeichnungen gelten, bes 
weifen die. Unterfchiede der Ausdrüde (be)? und be?; (2) und —_ > 


In der Lehre von den Proportionen, und ebenfo auch fonft wo die andere 
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tige Beftimmtheit der Aufgaben Ztweideutigfeiten ausfchließt, pflegt man weniger 
fireng im Gebrauche der Klammern zu fein. 


| 8. 73. 
Folgeſ. 1. Das Product aus dem Divifor und dem Quo- 
tienten ift glei) dem Dividenduß. 
(a:b)b=b.(a:b) ($. 60) =a 


Folgeſ. 2. ab: a — b 
ab:b=a 
a:a—1 ($. 58). 
Folgeſ. 3.* a:(a:b)—b. 
8. 74.* 


Zuſ. Aus jeder Aufgabe der Multiplication entfpringen 
zwei Aufgaben der Divifion, je nachdem außer dem jedesmal 
gegebenen Producte, dem Dividendus, entweder der Multiplicator 
oder der Multiplicandus als Divifor gegeben ift; fo aus dem 


obigen ($. 46) Beifpiele der Multiplication die beiden folgenden 


Aufgaben der Divifion: 

1) 4 ®& einer Waare foften 23 gr. Wie viel koſtet 1 @? 

23gr:4—=xg—=Tp. ' 

2) Eine Waare foftet 28 gr, das Pfund 7 gr. Wie viel 
Pfund enthält die Waare? 

23g:Te = y (A) = 4(M). 

Die beiden Aufgaben: der Divifion unterfcheiden fih im Be- 
griffe wefentlich von einander, und wir ftellen diefe Unter- 
ſchiede, durch vorfteßende Beifpiele erläutert, allgemein alſo zu— 
fammen: 

Die unterfeheidenden Merkmale der beiden Divifiondaufgaben: 

J. der erſten: 
2Bg:4i=xg=Tg 

1) Diefe erfte Divifiondaufgabe ift die Aufgabe, aus Pro- 
duct und Multiplicator zu finden den Multiplicandu?; 

2) Demnach ift hier der Divifor, als Multiplicator, immer 
unbenannt; der Quotient, als Multiplicandus, ift gleihbenannt 
mit dem Dividendus, dem Producte ($. 46); 

3) Es ift als Quotient eine Zahl (der Multiplicandus) zu 
fuchen, die, fo vielmal genommen, als der Divifor (der Multipli- 
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cator) anzeigt, den Dividendus (das Product) giebt; d. h. 2 
Probe dieſer Diviſion geſchieht durch Multiplication des Duck 
tienten mit dem Diviſor: 

x. 4=28 gr, 
4) Eine folhe Zahl ald Quotient wird gefunden, indem wg 
den Dividendus in fo viel gleiche Theile theilt, ala der IX 
vifor anzeigt. 

Mir wollen darum diefe erfte Aufgabe die der eintheilens 
den Divifion nennen; von ihr find die Benennungen Divig 
fion, Dividendus, Divifor, Quotient entnommen worden. 

Il. der zweiten: 
23:7 =y(d)—=4(8) 

1) Diefe zweite Divifiondaufgabe ift die Aufgabe, 
Product und Multiplicandus zu finden den Multipli 
cator; | 

2) Demnach ift hier der Divifor, als Multiplicandus, immdg 
gleichbenannt mit dem Dividendud, dem Producte, der Duotienf 
aber, als Multiplicator, immer unbenannt; erft durch andere 
tige Schlüffe fann er einen Namen erhalten, wie im angeführte 
Beifpiele „Pfund“ ; 

3) Es ift ald Quotient eine Zahl (Multiplicator) zu fuchen, 
welche anzeigt, wievielmal man den Divifor (Multiplicandag 
nehmen müffe, um den Dividendus (da® Product) zu erhalten; 
d.h. die Probe diefer Divifion gefchieht durch Multiplication des 
Diviſors mit dem Quotienten: 


4) Eine folhe Zahl ald Quotient wird gefunden, indem man 
unterfucht, wievielmal fih der Divifor aus dem Dividendud 
berauänehmen (jubtrahiren) laffe, oder. wievielmal der Dipi- 
for im Dividendus enthalten ift. 

Wir wollen darum diefe zweite Divifionsaufgabe, worin die 
Größe des Diviford mit der des Dividendus verglichen wird, da 
durch, daß- man unterfucht, wie durch das Setzen des Diviford | 
der Dividendus gebildet wird, die Aufgabe der vergleichen« | 
den Divifion nennen. Ihr Quotient wird noch befonders 


„Derhältniß* genannt, das Verhältniß des Dividendus zum 
Divifor. 


2 
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8. 75.* 

Lehrſ. Hinfichtlih der Größe des Quotienten macht es fei- 
nen Unterfchied, ob der Divifor ald Multiplicator oder als Mul- 
tiplicandud bei der Bildung des Products (ded Dividendus) anzus 
ſehen ift — oder bei einerlei Dividendus und Divifor kommt 
einerlei Quotient, mag die Divifion die eintheilende oder die ver- 
gleichende fein. 


Bew. Sei 2-4 für den Fall der eintheifenden Divifion, 
fo ift qg.b=a (874.1 3) 

Dann ift aber auch mit Verwechslung der Factoren, fo daf 
b der Multiplicandus wird, 


& 


und daraus 7=q ($. 73) 


für den Fall der vergleichenden Divifion, 1m. 3. b. w. 

Folgeſ. Kür die Entwidelung der Divifionägefege brauchen 
wir demnach nicht zwei befondere Arten der Divifion zu unter 
ſcheiden (vgl. 8. 20). 


S. 76. 

Anm. 1. Während fi) die Refultate der drei vorhergehenden Rechnungs» 
arten bis auf einen für die Subtraction zu madhenden Vorbehalt ($.29 Anm.) 
jedesmal in der natürlichen Zahlenreihe auffinden und angeben ließen, wird 
das geforderte Refultat der Divifion nur in den wenigſten Fällen einer ſolchen 
Borausfegung entfprehen. Nur in den mwenigften Fällen nemlicd) wird eine bes- 
liebige Zahl, der Dividendus a, ald Product einer beliebigen andern Zahl, des 
Diviford b, und einer danach zu beftimmenden dritten Zahl, des Quotienten q, 
anzufehen fein, wenn wit uns dabei auf die bisher allein vorausgefehte natürs 
liche Zahlenreihe (8. 4) befchränten follten. So z. B. würden in ihr die Quotien- 
ten der beiden Aufgaben: „5 @ koften 23 gr, was koftet 1%? und „1 ® koſtet 
7 gr, wie viel 8 erhält man für 20 gr?“ nicht nachzumeifen fein. Der Preis 
eined Pfundes im erften Beifp. ift größer ald 4 gr, aber kleiner ald 5 gr; die 
Anzahl der Pfunde im zweiten Beifp. ift größer ald 2, aber Kleiner ald 8. Um 
nun in jedem Falle eine foldye Zahl, wie fie beifpielöweife die beiden vorſtehen⸗ 
den_ Aufgaben, mie fie allgemein die Beftimmung des Quotienten für jeden 
beliebigen Dividendus und Divifor fordert, angeben zu können, hat man 
früh und von den erften Anfängen bes Rechnens an die natürlihe Zahlenreihe 
duch Einführung neuer Zahlen, der Brüche, weiter auögefüllt und bie ur⸗ 
fprünglichen Zahlen unter dem Namen „ganze ZaPlen“ von ihnen unterſchieden 
und fo in der Lehre von den Brüchen für dDiefe eine zufammengefegte Zahlform, 
den unumgänglichen Quotienten, die Regeln des Rechnens enttwidelt, mie fie die 
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wiſſenſchaftliche Arithmetik gleicherweiſe für alle zuſammengeſetzten Zahlformen, 
Summen, Differenzen ꝛc., zu entwickeln hatte. Wir werden die befondere Ad, 
in der das gefchehen, unten in der Lehre von den Brüchen beſonders betrachten 
und da erfehen, mie fih das gemeine Rechnen feinem Zwecke gemäß in der 
Bruchform den allgemeinen Quotienten befonders geftaltete. 

Aber unabhängig von diefer befondern Form der Auffaffung des Quotien⸗ 
ten und unbefümmert um die darauf gegründete Darftellung jedes Dis 
tienten ale einer befondern Zahl in der Reihe der Zahlen überhaupt, werden 
wir doch die Geſetze des Rechnens mit Quotienten als foldhen rein und alle 
aus dem allgemeinen Begriffe deöfelben ableiten können, indem mit 
& 
b 
mit dem Divifor b multiplicirt den Dividendus a als Pros 
duct giebt. ($. 72.) 

Ob ein ſolcher Quotient in einem einzelnen Kalle in der natürlihen Zahlen 
reihe fich vorfinde oder nit, wie er in letzterem Falle in diefelbe einzuſchal⸗ 
ten fein möge, wird und dabei einftweilen gleichgültig fein. Am wenigſten 


aber werden wir vorausſetzen, daß jedes nn eine ſolche (ganze) Zahl diefer Reihe 


ſei. Erſt im IV. Abſchnitt wird jedem derfelben feine befondere Stelle in ders 
felben angemwiefen werden; zugleih merden wir da alddann eine Reihe vor 
Gäten hinzuzufügen haben, welche für den Quotienten nur in diefer beſondem 
Form der Auffaffung, d. h. für die Brüche indbefondere, namentlih mit Rüde 
fiht auf ihre Beziehungen zu ganzen Zahlen, einen Werth haben und die aud 
erft durch Abfchnitt III für diefe weitere Ausführung weiter vorzubereiten find. : 

Anm. 2. Zu einer leichten und fihern Aneignung der Reſultate, twofern 
man fie nit an die befannten Rechenregeln der Brüche knüpfen will, dient die 
Bemerkung, daß mit Ausnahme der Divifion durch Summen und Differenzen 
alle Regeln der Divifion nur mörtlihe Wiederholungen der entfprechenden Regeln : 
wer Multiplication find. Alle Beweiſe aber werden fo geführt, daß man den 
Quotienten und Divifor mit einander multiplicirt und mit Anwendung der ent 
fprechenden Regel der Multiplication nahmweist, daß das refultirende Produd | 
der Dividendus iſt. Hinſichtlich der Ableitung der einzelnen Säße felbft werden | 
wir ganz nad) den $. 21 Unm. dargelegten Grundfägen verfahren. 


8. 77. - 
Ueberficht aller in der Divifion zu behandelnden Aufgaben: 
Es find zu dividiren: Summen, Differenzen, Producte und 
Quotienten; und e3 ift durch diefe Zahlformen zu dividiren. 
Endlich ift die neue Zahlform, der Quotient, den vor ihm 
und ohne Beziehung darauf entwidelten Gefegen der Addition, Sub 
traction und Multiplication zu unterwerfen (vgl. 88. 21 u. 47). 
® 


8. 78. 
Lehr]. Eine Summe wird (durch eine Zahl) dividirt, in 


unter dem Quotienten — immer nur die Zahl verfteben, die 
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dem man jeden einzelnen Theil Dividirt, und die (Bartial) Quo- 
fienten addirt. 


Satz. — 


m 





Bew. (2+2)n=2.m-+.m ($. 48) 


—a-4tb ($. 73). 
Die Erweiterung ded Saped® und Bemweifed auf Summen 
‚von beliebig vielen Summanden ergiebt fi) aus $. 49. 
Beiſp., 8642:2—4321; 963:3— 321. 


8. 79. 
Lehrſ. Eine Differenz wird dividirt, indem man Minuen- 
dus und Subtrahendus dividirt und letztern Quotienten vom 
erſteren fubtrahirt. 


a—b a b 
Sb — un 
Bew. (2—-)m=2.m— m (8. 52) 
—=a—b ($. 73). 


Manchmal ſtellt man fih mit Nugen eine Zahl ald die Differenz zweier 
anderen Zahlen vor, um eine geforderte Divifion derfelben nad) dem Geſetze 
diefed Paragraphen leichter zu vollziehen, 3. B. 297: 3= (300 — 3):3— 100 
-1=9%; 594:6= 10 - 1= 99. 


8. 80. 

Zuf. Eine algebraifche Summe wird dividirt, indem man der 
Reihe nach alle ihre Glieder dividirt und den Partial-Quotienten 
da8 Vorzeichen der einzelnen Glieder ded Dividendus giebt. 

a b e,d’e 
ß-b—cH4—e+.):n=-— +2 nt” 


Der Beweid folgt unmittelbar au $. 57.1, 


$. 81. 

Folgeſ. aus SS. 73 u. 79. Zwei Quotienten mit gleichem 
Divifor werden addirt oder fubtrahirt, indem man ihre Dividen- 
den addirt oder fubtrahirt, diefer Summe oder Differenz aber den 
gemeinfamen Divifor giebt (Abfonderung Dedgemeinfamen 
Divifors). (Dal. $. 58.) 


— —— ——— — — — 
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Auch von der algebraiſchen Summe gilt dies Geſetz der 
Abſonderung des gemeinfamen Diviſors (folgt aus $. 80). 


Bemerk. Die Diviſion durch eine Summe, durch eine Differenz, wie 
auch durch eine algebraiſche Summe, hüte man ſich nach einer falfchen Ana 
logie der Multiplication mit den genannten Zahlformen ſo auszuführen, daß 
man nach einander durch die einzelnen Glieder derſelben dividirt und dar⸗ 
auf die Partial⸗Quotienten addirt oder ſubtrahirt. 








a a a 
m-+-n nicht — IT 

36 36 36 
0 nt tz the 


Die Anwendung der allgemeinen Beweismethode 8. 76 würde die Unrich⸗ 
tigfeit des verwarnten Verfahrens leicht darlegen. 
Man hat obige Ausdrüde vielmehr im allgemeinen ganz unverändert zu 


lafien, af = an; oder wo die Summe und bie Differenz befondere be 


ftimmt ift, durch diefelbe im Ganzen oder auf einmal die Divifion zu vol, 





8. 82. 


Lehrſ. Ein Product wird dividirt, indem man einen, belie- | 


big welchen, aber nur einen Factor dividirt. 


Satz. Denn. 


Bew. (.d)m—=(.m):b (8. 61) 


und ebenfo: b p 
(a. —)m=a.(.m) ($. 61) 
—=a.b ($. 73). 


Beifp. 6.100:2==3.100 oder 6.50; 7.1000:10— 7.100; 20 &d’or:5 
— 4 Ld'or oder — 20.1.P Bold — 20 P Gold. 

.Es ändert im Satze und vermöge 8. 64 auch im Beweiſe 
nichts, wenn ſtatt eines Products von zwei Factoren eines von 
beliebig vielen angenommen wird. 


§. 83. 
Folgeſ. 1. Soll eine Zahl a mit einer anderen b multiplicirt, 
das Product darauf durch m dividirt werden, fo fann man aud 


— 








I. Abſchnitt. 59 


— 


erſt durch m dividiren, und zwar a oder b, und darauf dieſen 
Quotienten oder mit dieſem Quotienten multipliciren; kurz die 
Reihenfolge einer nach einander zu vollziehenden Multiplication 
und Divifion ift willfürlich. 


8. 84. 

Folgeſ. 2. Wird ein Factor eine® Product? mit einer Zapl 
multiplicirt, ein anderer durch diefelbe Zahl dividirt, fo bleibt das 
Product unverändert. Denn ift ab=p, fo ift am.b==pm (8.61) 


—n' b_p "pP m_ 


$. 85. 

Lehrſ. Durch ein Product wird dividirt, indem man erft 
durch den einen Factor und den entftandenen Quotienten durch 
den anderen Factor dividirt, in beliebiger Folge diefer Divifionen. 

Sa$. a:(mn)=(a:m):n=(a:n):m 

Bew. {(a:m):nlmn—[{(a:m):n}.n]m ($. 62) 


—[a:m]m ($. 73) 
=a ($. 73). 


8. 86. 

Folgeſ. aus SS. 82 und 85. Ein Product wird durch ein 
Product dividirt, indem man durch jeden Factor des Divifors, 
einen, beliebig welchen, aber nur einen Factor des Dividendus 
dipidirt. 

Beifp 6. 1000 8 ab ab a b 


3.0 710, — art —5 nT 


Eine Potenz ($. 66) wird durch eine Potenz desſelben Grund⸗ 
factord dividirt, indem man den Srponenten de3 Diviſors von 
dem Erponenten des Dividendus ſubtrahirt. 





ae —40 
ad:a?=a 


und darum ferner: 

Ä 485 :233 —2a? 
985 :3a dat 
ba? :23?2 ==3a, 
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8. 87. 

Zul. Auf Grund der 88. 80, 82, 85 ift nun auch die Di 
vifion algebraifher Summen, deren Glieder Producte find, durch 
eine einfache Zahl oder dur ein Product auszuführen, z. B.: 

(ax? — bx? — cx? +dx):x—=ax? — bx? — cx4+.d 
(4885 b*— 2824b? — 2023b? + 12a?b) : 4a?b— 123?b? — 7a?b? 
—5ab-3. 

Mehrere Beifp. f. unten. 

Anm. 68 liegen nun freilih in den Gleichungen der $$. 8285 ki 
allfeitiger Benugung diefer allgemeinen Formeln und ihrer verfhhiebenen lm 
formungen zugleich Geſetze der Multiplication und der Divifion für Quotienten. 
Weil diefelben aber einmal nicht in ihrer gänzlichen Vollftändigfeit darin ent- 
halten find, dann aber aud zu wenig unmittelbar aus der Natur des Quo 
tienten abgeleitet wären: fo wollen wir, gemäß dem $. 21 für die Differenz 
begründeten Berfahren, nun aud für den Quotienten die noch übrigen Rede 
nungen mit demfelben aus feinem Begriffe flatt aus Formverwandlungen all 
gemeiner Gleichungen ableiten, und fie in ihrer Bollftändigfeit wie in ihrem 
natürlihen Zufammenhange in den folgenden $$. darfiellen. 

Selbftverftändlich bleibt ed dabei unbenommen, fi zur Aneignung der 
Geſetze ſelbſt an die geläufigen Borftellungen des intheilend in ſovielmal 
fo wenige Theile, oder des Enthaltenfeind einer fovielmal fo Leinen Zahl ale 
der Divifor des QuotientsDiviford anzeigt, allgemein an die Borftellung zu 
halten, daß ein Quotient s Divifor nur der fovielte Theil feined Dividendus 
ift, als fein Divifor anzeigt; oder auch fi der ähnlichen Sätze aus der Lehre 
von den Brüchen zu erinnern. Aber der Beweis foll einzig und allein aus 
dem allgemeinen Begriffe ded Duotienten $. 72 abgeleitet werden. 

Es bleiben aber nad) dem Obigen nod zu erledigen: die Divifion eine 
Quotienten und durch einen Duotienten, twie die beiden vorgängigen Aufgaben 
der Multiplication eined Quotienten und mit einem Quotienten, wie fie nun 
der Reihe nad in den folgenden 88. entwidelt werben follen. 


8. 88. 

Lehr. Wenn man den Dividendus eines Quotienten mit. 

einer ganzen Zahl multiplicirt oder dividirt, den Divifor aber 

unverändert läßt, fo wird aud der Quotient felbft mit jener 
Zahl multiplieirt oder dividirt. 


Ann. T =(. 


Satz. 1) * =d.m. 
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Bew. Der Dividendus a ift dad Product der beiden Fac⸗ 
toren, des Diviford b und ded Quotienten q; a=b.g. 

Wird nun der eine Factor dieſes Productes, der Quotientq, mit 
einer Zahl multiplicirt oder dividirt, während der andere Factor, 
der Divifor b, unverändert bleibt, fo wird nad 88. 61 u. 82 
auch das Product, d. h. der Dividendus a, mit diefer Zahl 
multiplicirt oder dividirt, d. h. ed wird b.gqm=am, und dem- 
nad ——m fein (8. 73); und ebenfo wird b.i1=a:m und 
a:m 


demnach 5 —4 fein, 





w. 3. b. w. 


8. 89. 

Lehrſ. Wenn man den Divifor eined Quotienten mit einer 
ganzen Zahl multiplieirt oder dividirt, den Dividendus aber un⸗ 
verändert läßt, fo wird umgelehrt der Quotient mit biefer Zahl 
dividirt oder multiplicirt. 


[4 


& 
& 
Satz. 1) dm ya 
2) eat! m 


Bew. Der Dividendus a ıft das Product der beiden Factoren, 
des Diviford b und ded Quotienten q; a=b.g. 

Wird nun der eine diefer beiden Factoren, der Diviſor b, 
mit einer ganzen Zahl m multiplieirt oder dividirt, während das 
Product, der Dividendus a, unverändert bleibt, fo muß dagegen 
($. 84) der andere Factor, der Quotient q, mit jener Zahl: divi- 


dirt oder multiplicirt fein, d. h. es wird noch b.m. 4 — a, und 
demnach ($. 73) a:bm = En fein; und ebenfo wird nod 


2.m—a und demnach ($. 73) 2: —gm fein, 
w. 3. b. w. 
$. 90. 
Folgeſ. Ein Auotient wird auf doppelte Weife multiplis 
sirt, indem man entweder den Dividendus multiplicirt (8.88) oder 
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den Diviſor dividirt (5. 89); und auf doppelte Weiſe dividirt, 
indem man entweder den Dividendus dividirt ($. 88) oder ben 
Divifor multiplicirt ($. 89). In Zeichen: 


a am a 
pen, 
—:m — (8) und — 4). 

Beifp- (90:15).3—270:15—=18 und =90:5 —18 


(90:15):3—=30:15 =2 und =W:45=2. 

Folgeſ. 1. Durch Bergrößerung und Berfleinerung des Divi- 
dendus oder umgekehrt durch Verfleinerung und Bergrößerung 
des Diviford fann man die durch den Quotienten dargeftellte Zahl 
beliebig groß und beliebig Fein machen. 


8. 91. 

Solgel. 2. Wenn man Dividendus und Divifor mit der 
felben Zahl multiplicirt oder dividirt, fo bleibt der Quotient un- 
verändert. 

am &a:m 


Sa zen ben 
Bew. Sei 2=q 


fo ift: —=14n39)-=g 
am _ 4 8 89 — IM _ a 
Iim"ı ($. 89) = n 46. 73)=-. 
j Pi & 8a:m 
Ganz ebenfo folgt der Beweis für 2) Im 


Auf Nr. 2 diefed Sabes beruhet da8 „Heben“ der Quo⸗ 
tienten; Nr. 1 findet eine vorzügliche Anwendung erft auf die 
Auotienten in der Auffaffung derfelben ale Brüche (f. unten). | 


8. 92. | 

Lehrſ. Mit einem Quotienten wird (eine Zahl) multiplicirt, | 

indem man (diefelbe) mit dem Dividendus multiplicirt, und dad | 
entftandene Product durch den Divifor dividirt (— wobei die 
Reihenfolge der Multiplication und Divifion nah $. 83 vertaufct, 
d. h. auch erft durch den Divifor dividirt, darauf mit dem Divi⸗ 
dendus multiplicirt werden Tann.) U 
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Sag. a. — _2 m 
n n n 


Bew. Geben wir den Quotienten ——g; d. h. m=ng. 


Indem man mit dem Dividendu® m multiplicirte, bat 
man mit dem Producte zweier Factoren, des. Diviford n und 
des Quotienten q, multiplicirt, während man nur mit dem einen 
Factor, dem Quotienten q, multipliciren follte. 

Man hebt nun die mit dem anderen Factor, dem Divifor, 
gefhehene (d. h. im Dividendus mit einbegriffene) Multiplication 
dadurch wieder auf, daß man das anfangs (dur den Dividen- 
du8) gebildete Product durch den Divifor wieder dipidirt. Syn 
Zeichen: 


Iſt ——4. d.h. m=n.g 


ſo ift: a.m—=a.n.g 
(a.m) _ (a.n.q) _ 
und — mg 6. 82) 
—a. w. z b. w. 
n 
Beifp. 12.10 —1200 _ 300, auch —3. 100 — 300. 


Anm. Dftmals flelt man fib mit Nupen eine einfache Zahl ald Quo⸗ 
tienten ztveier anderen vor, um eine Multiplication mit derfelben nad) der vors 
fiehenden Regel einfacher zu vollziehen; fo 3. B. wenn man mit 50, 25 x. 
zu multipliciren hätte Man multiplicirt mit 100, und dividirt dad Product 

durch 2, 4 ꝛc. 


8. 98. 


Folgeſ. Ein Quotient wird mit einem Quotienten multiplicirt, 
indem man die Dividenden und ebenfo die Diviforen mit ein 
ander multiplieirt. Denn: 


a ($. 92) 


= —.n (8. 90. 1) 


am 
= (8. 90. 4). 
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Jeder Dividendus kann gegen jeden Diviſor auch vo 
geſchehener Multiplication gebeden werden, wie aus 88. 91 u. 


15 
unmittelbar erhellt; 3. 2. 2 152 


8. 94. 

Lehrſ. Durch einen Quotienten wird (eine Zahh div idir 

indem man (diefelbe) durch den Dividendus dividirt und den 

entftandenen Quotienten mit dem Divifor multiplicirt, wobei m 

nad $. 83 die Folge der Divifion und Multiplication auch u 

fehren, d. h. erft mit dem Divifor multipliciren und dann du 
den Dividendus dividiren Tann. 


Satz. a: ——(a:m)n oder — (an):m. 


Bew. Setzen wir den Duotienten ——4 d.h. m=n 


Indem man durd den Dividendusd m ded Quotienten dividirte 
bat man dur das Product zweier Factoren, des Diviford n und 
des Quotienten. q dividirt, während man nur durch den einen 
diefer Factoren, nämlich den Quotienten q dividiren follte. 

Man hebt nun die durch den anderen Factor, den Divifor n, 
gefehehene (d. h. im Dividendus mit einbegriffene) Divijion das 
dur wieder auf, daB man den anfang? gebildeten Quotienten 
mit dem Divifor n wieder multiplicirt. 


In Zeichen: 
Sci ——=g; d. b. m=ng 








fo iſt a:m—=a:ng=(a:g):n ($. 85) 
und . (a:m)n a:q ($. 73) 
m 
= a: — w. z. b. w. 
n 


Beifp. 12: 74.520 


oder =60:3=—=20. 


Anm. Oftmals ftelt man fih mit Nuben eine einfache Zahl ald Quo⸗ 
tienten zweier anderen vor, um eine Divifion durch diefelbe nach der vorftehen- 
den Regel leichter zu vollziehen, fo 3. B. wenn man durch 50, 25 zc. zu divi⸗ 
diren hätte. Man dividirt dur 100 und multiplicirt den Quotienten mit 
2, 4 ı 
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| 8. 98. 
Zul. Die Divifion durch einen QDuotienten, =, it gleich⸗ 
ufegen der Multiplication mit dem umgefehrten Quotienten —, 


sie aus der Gleichheit des Verfahrens in beiden Fällen (88. 92 
. 94) erhellt. Man fpriht den Satz in der Regel fo aus: 
boll man durch einen Quotienten dividiren, fo fehre man ihn 
m, d.h. man vertaufhe Dividendus und Divifar gegen einander 
md multiplicire mit diefem umgekehrten Quotienten. 


Folgeſ. Ein Quotient wird durch einen Quotienten dividirt, 
adem man Die Dividenden und ebenfo die Diviforen dividirt. 
nl. 8. 93.) 


Denn. 52 (gim)n ($. 94) 
= (Z-)a (8. 90.3) 


a.m 
— 8&%.2. 
Wie diefe Regel mit Nutzen nur da angewandt wird, wo 
die fraglichen Divifionen aufgehen, und darum eine vorzüglicdhe 
Anwendung bei gleichen Diviforen des Dividendud und Divi⸗ 


ford findet, wo denn immer —: 2 — a:b ift: fo hält 


man jich im allgemeinen lieber" an die Regel des $. 95, wornach 


immer iin Io. rn — ift und führt die Rechnung dann nad 


z. 93 aus. "Bendet man auf den fo zu bildenden Ausdruck die 
in $. 93 gegebene Regel des Heben? an, fo wird man aud fo 
in jedem Falle den einfachften Ausdrud des Reſultats finden. 


8. 97. 

Zuſ. Durch die 88. 85, 90, 92 u. 94 find wir in den Stand 
geht, die Aufgaben der 88. 57.3 u. 80, d. h. die Multiplica- 
tion abgebraifcher Summen und mit algebraifhen Summen; und 
De Divifion algebraifher Summen durch eine Zahl auch für den 

5 
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Fall zu löſen, wo die Glieder dieſer algebraiſchen Summen Due 
tienten find und der fragliche Divifor ein Product oder ein Duos 
tient ift. 
Beifpiele 
1. Multipficationen algebraifher Summen und mit algebraifchen Summe, 
in denen die Glieder au Gr find. 


= __ Tab 102° 7a? _ 6a} 
12) (Br) Mg te je 


2. Diviien algebraifher Summen, deren Glieder auch Duotienten find, 
durch eine einfache sh dur ein Product und durch einen Quotienten. 

312 _ x, x 232 a? xt x’, we. 

a) (« 5 +Fr ir -utm)eerr tn mtrm 


d (— 2ax? 48* >): —W x2 4x} 16x‘ 
pt 0 m Tab? T ap 25B 





a?ı? abx? a?x acx? 
va to erd ca ti Ti Da +at+r b° 
Eine ſolche Diviſion duſh einen Quotienten wird man im allgemeinen 
am beſten durch jedesmalige Zurückführung auf Multiplication nach 8. 95 aus⸗ 
führen, als: 
a2 24 e). 2b a? 2). a 


ru. B-pr4— bb —* Erb 


- 


Bemerf. Bon allen nur möglichen Divifionen ift allein die Diviflon 
durh eine Summe und durch eine Differenz, allgemeinet duch eine 
algebraifhe Summe nicht weiter betrachtet worden ($. 81). Nun ift abe 
offenbar, daß jedes Product algebraifher Summen mit algebraifhen Summen 
zu folder Divifton Beranlaffung giebt, wofern außer diefem Producte eine | 
feiner Factoren gegeben if. Es ift darum ein Verfahren zu ermitteln, mie 
diefer andere Factor gefunden, d. h. wie durch eine algebraifche Summe divie | 
dirt wird. Dieſes Verfahren kann feiner Natur nah nur ein ſolches (analyti⸗ 
ſches f. unten) fein, welches aus der Maren Vorſtellung, wie das gegebene Produkt, 
der Dividendus, durch Multiplication des gegebenen Factors, des Divifors, mil 
einem noch unbekannten Factor, dem Quotienten, nad) $. 57. 3 gebildet wurd, | 
fegtern gleihfam durch eine Art von Probiren nad) und nach auffinden lehrt. | 
Es ift enthalten in dem folgenden 


8. 98. 

Anfg. Cine algebraifhe Summe durch eine algebraiſhe 
Summe zu bipidiren. 

Analyfe (vgl. unten Abſchn. VID. Sehen wir, was nad $.60 
immer verftattet ift, zur Bereinfahung und Befeftigung der Dorfleb 
fung, fowie zur Bereinfahung des Ausdrucks den gegebenen Div 
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for ein für allemal als den Multiplicandus des gegebenen Producis, 
des Dividendus, an, (mir könnten ihn ebenfogut auch ala Multiplis 
cator anfehen und hätten dann in der Entwidelung den Ausdrud 

nur demgemäß zu ändern): fo ift demnach bei der Dipifion 
durch eine algebraifhe Summe eine Zahl (im allgemeinen wieder 
eine algebraifhe Summe) zu fuchen, mit der man den gegebenen 
Divifor multipliciren muß, um .den ebenfall® gegebenen Divi- 
dendus zu bilden. 


Bei diefer Multiplication des Diviſoks wurde nun jedes 
Glied deffelben mit jedem Gliede des Quotienten multiplicirt, und 
"jedes ſolches Product bildete einen Theil des Dividendus. War 
alfo in den beiden Yactoren, dem gegebenen Divifor und dem 
gefuchten Quotienten irgend eine beftimmte Ordnung oder NRang- 
folge ihrer Glieder zu unterfhheiden, fo wird ſich diefelbe Drdnung 
oder Rangfolge auch wieder in den Gliedern ded Product® oder 
des Dividendus offenbaren (8. 68), d. h.e die höchften und nie- 
drigften Glieder ded Dividendud werden auch aus der Multipli- 
cation der höchften und niedrigften Glieder der Factoren hervor» 
gehen, fo daB zur Ermittlung der Glieder des unbefannten 
Factors, des Qudtienten, eine gleihmäßige (jteigende oder’fallende 
8. 67) Anordnung des Products und des anderen Factors, d. h. 
des Dividendus und Diviſors, ald räthlich erfcheint, um in gleicher 
Anordnung dann auch die Glieder ded Quotienten zu erhalten. 
Daher die 


Auflöfung. Man ordne fo viel ala möglich gleihmäßig 
die Glieder ded Dividendud und Diviford (alfo 3. B. beide 
nach den fteigenden oder fallenden Potenzen einer Hauptgröße, 
8. 67); beftimme für den Quotienten zunächſt nur eine Zahl (ein 
Glied) fo, daß das erfte Glied des Diviford mit ihr multiplicirt 
das erfte Glied des Dividendu3 giebt; multiplicire mit diefer Zahl 
aber nicht blos dieſes eine Glied des Diviford, fondern den 
ganzen Divifor ($.57.3);, fubtrahire Died ganze Product vom 
Dividendus und wiederhole für den Neft das Verfahren, wie für 
den urfprünglichen Dividendus und dies fo lange, bis etwa fein 
Neft mehr bleibt. 


Der Beweis der Richtigkeit des Verfahren? liegt darin, daB 
vermöge desfelben eine Zahl, der Quotient, gefunden ift, mit 
5* 
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welcher der Diviſor multiplicitt ein Product, gleih dem Divi⸗ 
dendus giebt. 
Beifp. 
1) Wr2eb+bÜFachäbeteltantbäted): (a+b-+c+d) =a+b+c 
a2--ab ac —ad 
ab +b?-ac +2bc+c? -Hbd-tcd 


ab 4b? —+be -bd 
ac 4+be +c? cd 
ac —4ebe —+c? -+ed 
Reſt Null. 


2) (10a2+11ab - 12ac—6b?-+bc+2c?): (5.—2b—0)=23}-3b+2e 
1032—4ab —1ac 


15ab— 10ac—6b?-+-be +2c? 
15ab —6b?—3be 


—10a0 -4bc-+2c? 
—10ac «e -+4bc+2c? 


Net Rull. 


— EEE mm ——— — 


— GENE — —— — — 


Reſt Null. 


Anm. Bringt die Multiplication des Diviſors mit den in obiger Weiſe 
beſtimmten Gliedern des Quotienten ebenſoviel oder mehr neue Glieder in den 
Dividendus (den Reſt), als darin durch die Subtraction ausfallen, ſo wird ſich 
der Quotient in ſolcher Weiſe niemals durch einen geſchloſſenen Ausdruck, der 
auf den Reſt Null führt, darſtellen laſſen, ſondern es iſt dem bis dahin, wo 
man die Diviſion abbricht, gefundenen Quotienten der noch bleibende Reſt, divi⸗ 
dirt durch den Diviſor, hinzuzufügen, z. B.: 


.— 


Beide Quotienten werden nach einem für beide offenbar hervortretenden 
Bildungsgeſetze ohne Ende fortgehen; die Vervollftändigung des erſten am ber 


1 
IF: 
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x> 
‚ die des zweiten + 


für jede andere Stelle ded an ihr abgebrochenen Quotienten eben fo leicht und 
ſicher angebbar fein. 


Andere ähnliche Beiſp. der Art ſ. unten in ben Uebungsaufgaben. 


8. 9. 


Anm. Die Anwendung vorftehender Gefeße der Divifion auf das Divi⸗ 
fionsverfahren mit Zahlen in beliebigen Zahlenfoftemen glaube ih) am beften 
dem mündlichen Unterrichie zu überlaffen, weil das Verſtändniß derfelben eben 
fo leicht als ihre Erklärung, in erfchöpfender Vollftändigteit, weitläufig ift. 

Man wird dabei ausgehen von der Divifion einer zufammengefehten Zahl 
dur eine einfache, 3. B. der Zahl 4449 durch 3 in unferın Zahlenfofteme, oder 
berfelben Zahl 1011201 durh 3 im tetradifchen (mo IV die Grundzahl ift), 
deren Ausführung wir hier herfeßen: 


„ . 35 
abgebrochenen Stelle würde ſein — I — und fe 


x IV 
4449:3 — 1483 1011201:3 = 113028 
3 3 
14 11 
12 — 3 
24 — 21 
24 21 
9 20 
9 12 
21 
21 


Indem man die Regel des $. 78 auf eine ſolche Divifion anwendet, hat 
man für die einzelnen Zahlen des Quotienten nur nod die Ordnungen zu 
unterfheiden, auf welche fie ſich beziehen. 

Fängt man nun die Divifion mit der hödften Orbnung des Divendus an 
und geht jo nad) und nad zu allen folgenden über, ohne eine zu überfpringen, 
did man zu der niedrigften Ordnung, der der Einer, gefommen ift und auch 
ihren Quotienten beftimmt hat: fo werden auch die auftretenden Zahlen des 
Quotienten von -ihrer höchften Ordnung an durch alle folgenden bis zu den 
Einern herabfteigen, und durd) eine derfelden, am einfachften und ficherften durch 
die Iehte der Einer, werden alle vorhergehenden richtig beftimmt fein. Nur 
darf feine Drdnung im Quotienten übergangen, fondern für jede eine Stelle 
in demfelben beſtimmt werden, und zwar durch Einſchalten einer Null in dem 
Tale, mo einmal wegen der Befchaffenheit des Dividendus feine Einheit einer 
Otdnung in den Quotienten kam (vgl. Beifp. 2). 

Bon der Höhften Stelle des Dividendus wird man aber darum den Ans 
fang nehmen, weil man die etwa bleibenden Refte ohne weiteres durch die Mul⸗ 
Nplication mit der Grundzahl in Einheiten der folgenden Ordnung verwandeln 
und diefelben dann mit den etwa vorhandenen Einheiten bderjelben Ordnung 
des Dividendus in eine Summe zufammenfaffen kann. 

Kann man darnab dur eine einfache Zahl dividiren, fo fordert die Dis 


10 Arithmetitk. 









vifion durch eine zuſammengeſetzte Zahl nur noch die Beachtung der Regel 
8. 98. Hier find der Dividendus und der Divifor von vorn herein nad) ei 
Hauptgroͤße, nemlich nach den Potenzen der Grundzahl des Zahlenſyſtems glei 
mäßig (beide fallend) geordnet, und es tritt darum zur Beflimmung der 
zelnen Zahlen des ebenfo (fallend) anzuordnenden Quotienten das obige a 
meine Berfahren ein: man dividirt durch die höchſte Zahl des Diviford 
höchfte Zahl des Dividendus, multiplicirt mit dem Quotienten den ganze 
Dipifor und zieht died Product vom Dividendus ab. Mit dem Ref 
fährt man dann ganz ebenfo wie vorher ; und audy die Ordnung aller Zahlen 
Quotienten ift durch die Ordnung einer einzigen derfelben, am einfadhfien d 
der Einer, wie oben beftimmt. 





Beiſp. Xx v 
ſp 2924 : 86 — 34 43144:321 = 114 
258 — 321 
"844 — 1104 
344 321 
2334 
2334 
x v 
76884 : 86 = 894 "4430014: 321 — 12034 
688 321 
808 — 1220 
774 1142 
_ 344 - 2301 
344 2013 
2334 
2334 





Webungsbeiipiele über die vier Species, 


8. 100. 

L Aebungsbeiſpiele der Addition an einfachen Zahlen und an 
| Summen. 

1. Additionen mit Zahlen in den verfohiedenen Zahlenfpftemen, nebfl 

Ausführung derfelben Additionen an den gegebenen Summanden, nachdem die 

felden ind Dekadiſche überfeht worden find, und Prüfung, ob die deladifchen 


Summen den in den anderen Zahlenfofiemen ausgedrüdten Summen glei 
find, d- B.: 


x XII X 
203000 = 2240 19x7 = 3151 
32102 = 914 28,9 = 4749 
23120 = 728 8456 — 5826 
233— 47 89xy — 15251 
331121 = 3929 . 14929 —= 28977 


NB. x=10 
. y-= 11. 
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Fk 2. Additionen mehrfortiger benannter Zahlen, z. 2.: 
j afP+bgp+ch 

ui An tb‘ ” +c„ 

! „4+b". +0". 


FEAT Nee +e")} 
nebft Einfegung befonderer Werthe an die Stelle der allgemeinen Zahlen. 
3. Ein Kaufmann bat in zwei auf einander folgenden Jahren an zivei 
ſerſchiedenen Waren folgendes Geſchaͤft gemacht: 
Inmn erſten Jahre hat er an der Ware A gewonnen a , an der Ware B 


ber b «PB; im zweiten Jahre bat er an der erfien Ware a‘, an der zmeiten 
MP gewonnen. 


Die viel hat er in jedem Sabre, wie viel an jeder Ware, wie viel im 
Ganzen gervonnen? 


Die heißen die Antworten, wenn a=1000, b=500; a'’=100, b’=50 
gelegt wird? *) 
4 3wei Dampfwagen begegnen ſich mit den Schnelligleiten c=50 Fuß 
md e—40 Fuß (in der Secunde). Wie weit find fie nad einer Secunde 
on einander entfernt ? 

5. Semand ift a—= 100 Schritte vorwärts und darauf b= 170 Schritte 
urüdgegangen. Wie viel Schritte hat er gemacht? (Vgl. Nr. 32.) 
IL Uebungsbeifpiele der Subfraction an einfachen Zahlen, Summen 

und Differenzen, — fowie der Addition an Differenzen. 


6. a— ( yJ)=aı—x—.y. 

1. a— (x— yJ)=a—ıHy. 

8 a—(x+y+zZ)=a—ı— y—z 

9. a-(ty—z)=a—ı—y+z. 

10. a-(x— y—z+u=a3—ı+ytz—ıu. 

11. @+b) — x=(a— x) +b=a+(b—z)=a+h—x 
12. @+b-+0)—xz=a— zb +c=a+b— x-+c=.. 
13. (@—b)+x=a+x—b nd =a—(b— x). 

14 ((—b)—x=(a—x)—b und =a—(b-+x) 

15. (@+b)— (x+yJ)=a—xı-by=a—y--b—x=... 
16. a-(x— yJ)=a+x— y=a—y+x 

11. @-b)+a-N=atg)—b+Nn=a+z—(b+ry) 
18. (+b)+(x+y)=|. oben $. 40. 

19. a—-fb—(c-d)}=a—b+0—d. 


2. [pie -@-+9}]=e—4. 


*) Abſichtlich find bei einem Theile der Aufgaben dieſes Abfchnitt die 
Refultate der Auflöfung ausnahmsweiſe nicht angegeben. 
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21. Man iutrrebire von deu in Rr. 1 umd Rr. 2 gebildeten Summen 
einander die cinzeinen Roten; iubtrebere neh andere Zahlen von anderen 
den verichiedenen Zablen'sitemen; fübre dieſe Subtractionen an den gegebenen 
Zahlen auch aus, naktem man dırielben ins Defadiiche überjeht hat, und prü 
ob die jedeömalige dekadiihe Diñerenz der in den anderen Zahlenfoftemen a 
gedrüdten Differenz glei if, ; 2-: 


IV x xI x 
203000 = 2240 " x987 — 14494 
23120 — 728 3:78 — 5288 
113220 — 1512 6x0x=— 9206 


22. Zwei fi begegnende Dampfwagen find eine Secunde nad) ber. 
gegnung d—W Fuß von einander entfernt; der eine fuhr mit der Schnelli 
keit e—=50 Fuß (die Serunde). Wie groß war die Schnelligkeit des andern? 

23. Zu einer Barihaft von 5.P famen noch 3 „PB weniger 2 gr. Bi 
viel beträgt fie nun? ($. 33.) | 

24. (Heis.) Einer von zwei Brüdern iſt jebt 14 Jahr alt, der and 
wird in 3 Monaten 12 Jahr alt. Wie viel ift der eine älter als ber andere 

25. Mau hat 1.P weniger 6 gr zu bezahlen. Wie viel erhält man von 
einem 2:.P:Etüd zurüd? ($. 34.) 

26. Ein Schreiner fägt von einem 12 Fuß langen Breite 7 Fuß meniger 
3 Zoll ab. Wie lang ift das übrigbleibende Stück? ($. 34.) | 

27. jemand hat 3 .P weniger 5gr und erhält 2 .P dazu. Wie viel hat 
er nun? Wie viel, wenn er 2 gr dazu befommen hätte? ($. 32.) 

28. (Heis.) Ein Dampfihiff legt in einer Secunde vermöge der Kraſt 
feiner Maſchine allein m— 20 Fuß, vermöge der Kraft des Windes allein 
w=5 Fuß, vermöge der Kraft ded Stromes allein s—=2 Fuß zurüd. Bit 
viel Fuß legt dad Schiff in einer Secunde zurüd, wenn es fährt: 

L mit dem Winde, und zwar 
1) mit dem Strome? 
2) gegen den Strom? 
II. gegen den Wind, und zwar 
3) mit dem Strome? 
| 4) gegen den Strom? 

29. Welches ift der Werth von x in den Öfeihungen x — a=b m 
s— x=d?! (88. 19 u. 20.) 

30. Ein Kaufmann hat in zwei auf einander folgenden Sahren an zwi 
verfhiedenen Waren folgendes Gefchäft gemacht: 

Im erſten Jahre hat er an ber Ware A geivonnen a «PB, an der Bar B 
verloren b«P; im zweiten Jahre hat er an der Ware A verloren a’ .B, an | 
ber Ware B gewonnen b’ PB, Wie viel hat er in jedem Jahre gewonnen? 
wie viel an jeder Ware? wie viel im Ganzen? | 

Wie heißen die Antworten, wenn a=1000 , b=500 .; «— 600 A, 
b'’== 800 2 | 

Wie würden die Fragen und Antworten zu ändern gewefen fein, wenn 


— 
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Inmal die Wertbe von a und b, fowie von a’ und b’ gegen einander vertaufdht 
würden; ein anderes Mal aber die Werthe von a und a’, fomie von b und b‘? 

31. Einem Dampfmagen mit der Schnelligkeit c—=40 Fuß (in der Se 
unde) fährt ein anderer mit der Schnelligkeit c'—=50 Fuß vorbei. Wie weit 
md fie nach einer. Serunde von einander entfernt? 

32. Semand ift a=100 Schritt vorwärts und darauf b= 170 Schritt wie- 
er zurüdgegangen. Wie weit ift er von feinem Ausgangspuntte entfernt? 

Wie würde die Antwort heißen, wenn die Werthbe von a und b gegen 
inander vertaufcht würden ? 


33. Die nördliche Breite eines Ortes ift a Grad; ein anderer Ort liegt 
Grad ſüdlicher. Welches iſt die nördliche (oder ſüdliche) Breite dieſes andern 
Ates? 
34. Ein Luftballon iſt von einem Orte aus a— 2000 Fuß hoch aufgeſtie⸗ 
pen und, nachdem er darauf b==1200 Fuß niedergefallen war, auf einer Ans 
hohe liegen geblieben. Wie hoch lag der Ort, wo er niederfiel, über dem Orte, 
on wo er aufſtieg? 

Wie wäre die Frage zu ftellen und zu beantworten geivefen, ivenn b >> a 
war? 

35. Jemand iſt von einem Punkte einer Allee aus abwechſelnd zuerſt 
s Schritt aufs und b Schritt abwärts gegangen, dann wieder a’ Schritt aufs 
und b’ Schritt abwärts und in gleicher Weife noch mehrmals eine Anzahl 
(a", a, ...) Schritte aufs und eine andere Anzahl (b”, b’, ...) Schritte ab» 
wärtd gegangen. Wie weit ift er von feinem Ausgangspunkt nad) aufwärts 
oder nach abwärts entfernt? ($. 36.) 


IL Mebungsbeifpiele der Multiplication an einfachen Zahlen, 
Summen, Differenzen und Producten, — fowie der Addition 
und Sudtraction an Producten. 

a. an Summen und Differenzen ($$. 4859). 

36. Multiplicationen mehrftelliger Zahlen mit ein« und mehrftelligen Zah⸗ 
in in den verfchiedenen Zahlenfuftemen, nebft Ausführung derfelben Multiplis 


tationen an den ind Dekadifche überſetzten Factoren und Vergleichung ber bei⸗ 
den Refultate, 3. B.: 


IH x XI ° x 
2112220 = 1860 19xy7 = 87867 
2 = 2 4 * 40 
12002210 — 3720 a? 77' 
37. (r+s)m = rım-+- sm. 558x9 


38, (14s)m = m-tam. 610674 — 1614680 


3. r(m+n) = rm-+rm. 

©. rin) =r-+m. 
4. ax--bx= (a-+b)x. 
42. x-+bx = (1-+b)x. 
48, x -+3x — 4x, 


— 
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49. 
50. 
51. 
52. 
53. 
54. 


62. 
63. 


64. 


65. 


80. 
81. 


41. 
48. 


Arithmetil. 


ax--ay = a(x--y). 


. ıx+a = s(x-+1). 


Ta-a = 8. ® 
2ab-+ 3ab = 5ab. 
ab-Lab — 2ab, 


(r—s)m = rm— sm. 
(1—s)m = m—sm. 


(—1)m = rm— m. 


r(m—n) = rm—rn. 


rdi—n) = r—m. 
r(m—1) = rm—r. 


55. 
56. 
57. 
58. 
59. 
60. 
61. 
(«+b)(ce+d) = ac+be-+ad--bd. 
(a+-b)(c—d) = ac+-be— ad— bd. 
(«—b)(ce-4-d) = ao— be-+ad— ba. 
(«—b)(c—d) = ac—be—ad-tH bi, 
(x+5)(x—3) = x? + 2x—15. 
(a-+b)?2 = a?+2ab-+Hb2., 
(a—b)? = a? —2ab-+b2. 
(a+b)(a—b) — 42 p2, 
(+1)? = 82+2:-+1. 
(—1)? = a? — 2-1. 
(.+1)(a—1) = a?—1, 
(1+a)(1—a) = 1—a2. 
(a+b)2— (a—b)? — 4ab. 


66. 
67. 
68. 


69. 
70. 
71. 
72. 
73. 


74. 
75. 


76. 
77. 
78. 
79. 


(a—b—c+d—e)(m—n—0o—p+d)=... 
(+b+c)(a+b—c) = a2 -+2sb--b2—o2. 
82. ax—bx--cx = (a—b-+c)x. 
83. mz—nz+z = (m—n-+1)z. 


ax—bx —= (a—b)x. 
x—bx = (1—b)x. 
ax— x — (a—1)x. 
Ix— x = 6x. 
ax — ay = a(x—y). 
ax — a — a(x— 1). 
bab— 3ab = 2ab. 


a?-+-b? = 2ab+4d?, wofen a=b-+d ift, 


auch (a+b)? = dab-Hd2. _ 
(a? —b?)— (a—b)? — (a—b)2b. 


(7-H3)2 —= 100. 
(7—3)2 = 16. 
(7+3)(7—3) = 40. 


(8.57.38). 
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84 Ta— 3b —4c-+5d 
833 — Th +5c— 7d—e 
2b —7c +- de 
5s—4b +5c-+ 6d— 2e 


15a —12b—c +4d-+-2e. 
85. mx—ny —pu —+gv 
m’x—n'y +pu +q’v 
n''y — p'u — q“v 
mx t.n"y—p”u+ gq’'v 


nm‘ +m‘')x —+(n“ In" —a—ı‘)y +(p— pp —p”')u +(q +g‘ —“ 409 


86. 
89. 
92. 
93. 
94. 
%. 
%. 


100, 
101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


B. an Producten (88. 60—68). 


28.368. 87. 2a.a==2a2. 88. 5.3a—1be. 
2a. 3b == 6ab. 90. 23.30? —=6a°. 91. 385.4 12a® 
235b?.7atb? — 14a°b°. 
33!h3c.5a?bce? — 15aTbte?. 
(a+5b)(a-+3b) = a? — 2ab — 15b?. 
(x+8y) (x —2y) = x? 46xy - 16y?. 
(23 -+ 5x) (3b—7y) —= 6ab-+ 15by — 14ay — 86xy. 
. 97. axy+bxy— xy = (a+b—1)xy. 

98. 2x?yz—6xy2u—2xy = 2xy (zz — Syu — 1). 

99. 3xy (3ab + 2cd) — 3xy (2ab— 3cd) = 3xy (ab + dcd). 
(5.—2b—c)(2a+3b—2c) = 10a?+11ab—12ac—6b?-Hbe-+20?. 
(a — 3x — 4x? 4x?) (3 — x 22x? — 3x?) 

—=6— 11x — 5x? — 5x? +14x° —3z°. 
(1—x- 5x? — 2x?) (6 6x — 2x? — 10x?) 
—=6-+ 22x? 4 10x? — 12xt — 46x5 4 20x®. 
(3x? — 2ax? — 5a?x + a?) (2x? — 3ax— a?) 
— 6x3 — 13ax! — 7a?x? 1 19a?x? + 2a!x—a°. 
(a? — 3a?2b + 3ab? — b?) (a? — 2ab-+b?) 
— a5 — 5alb-+10a°b ? — 10a?b? + 5ab? —b°. 
(5a? — 233b-1- 4a?b?) (a? —4a?b + 2b?) 
‘= ba! — 22a°b + 12a5b2 — 6816? — Aa?bt + 8a2b3. 


106. Die Schnelligkeit einer Bewegung fi=c. Wie groß ift die in der 
heit t zurüdgelegte Strede 5? 


107. Der Preis der Einheit einer Ware fi—a. Weldes iſt der Preid p 
Amer Menge q diefer Ware ? 
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IV. Aebungsbeiſpieſe der Divifion an einfachen Zahlen, an Sum 
Differenzen, Producten und Quotienfen, — fowie der Addition, 
Subtraction und Multipfication an Quotienten. 


a. Divifion von Summen, Differenzen, algebraifhen Summen ($$. 78— 


108. Divifion mehrftelliger Zahlen durch eins und mehrftellige Zahlen in 
verfchiedenen Zahlenſyſtemen, nebft Ausführung derſelben Divifionen an 
gegebenen Zahlen, nachdem fie ind Dekadiſche überfeht worden find, und 
gleihung der beiden Quotienten, z. B.: 


VII X 
a) 253465401:6 — 81533156 } = { 16083810 :6 — 2680635. 
IV X 
b) 2301232112: 32 = 30230131 } = { 127958 :14 — 51M. 
V 
c) 4321023 :3 = 1240141. 
vu 
d) 4565438214:5 — 65863315. 
vo 
e) 25432:6 = 3457. 
XII 
f) yx9876543216 :9 = 13x4y607182x. 
V 
g) 4320123443 : 321 —= 11400333. 
air] 
109. (x+y):a = z + . 


—yy: — — 
110. (x );2*5 Fr 


a X._7 z 
111. “-y-2+JWa= 7 —- t7 





112. + — 


113. 





114. ————— + -— 


115. 





116. —— + —— — = 








117. —— — + — — {I 
1s. TI LIZI _ 


0. LI _= 7 _ 


190, 1. 
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2a —b + —a b—c _q 
a+b+c "a+tb+toe a+b+teoe 
122 52x—3y_ 2x—5y _8x+2y 

" 2x +3y 2x+3y 2x4 3y' 
123. Ix—2y 2x — By x-+2y 45 — y 
16-46)4——546-5) 
124. 2a, 3 Bc 2b 7d e f 


121. 








— *48 ———— 


m m—n 


(Mebungen der Addition und Subtraction, wofern die Diviforen ungleich 
nd, |. unten Abſchn. IV.) 


, Divifion von Producten und durch Producte (88. 82—87). 


188. 
128. 
129, 

180. 

188. 
138. 
136. 
137. 


138, 
139. 
140. 
141. 
142. 
143, 
144. 
145. 
146. 
147. 
148. 
149. 
150. 


ab:a — b. 126. 3a:a — 3. 127. ad:a — a2. 
(21a — 14b— 70-+28d):7 = 3a — 2b — c-+-4d. 

(ax? + bx? — cx? —dx):x = ax’ +br? — cx —d. 

Sab : 2a — 4b. 131. ad:a? =a?. 182. am: a aW-», 
8a?b:2ab — 4a. 134. 16a*b3c? :4a2b?2o — 4a?be. 
(atxt +a?x? — ax? ax):ax — adz? +a?x? —axr-+1. 

(a5xt — a?x?):a?2x? — adx? —a. 

(adxt — a!x? +a?dx?):ax? — air? — a? +a?, 


(In Berbindung mit 8. 98) 


(ex-Lbx):(a+b) =x 


(4a-+ 6b): (2?a-+3b) — 2. 
(44a+6b-+2ac-+3be):(22 436) = 2 +. 
(a2 -+83b-+15b?):(a+3b) = a-+-5b. 
(a? — 2ab-+b?2):(a—b) = a—b. 
(a3 — 3a?b-+3ab? —b?):(a—b) = a? — 2ab-+b?. 
(a2+-3ab+4ac+2b?2 +5bce + 3c2):(a +2b+3c0) =a-tb-+ec. 
(36a? — 9b? + 30be — 2502): (6a— 3b-+ dc) = 6a-+ 3b — dc. 
(xt — 9x? — 12x — 4): (x? -+3x +2) = 2? — 3x — 2. 
(SaTx?—8a3xT+4-15ax9): (2a?x+3ax?) — 4a!x?—Ga?x!+5xP. 
(a4 — 483b + 68?b? — 4ab? +b*): (a? — 2ab +b?)—=a?—2ab+b?. 
(1—5x-+10x?—10x?+5x?—x5):(1—2x+x?) = 1—8x+3x?—x?. 
(x - 198x? — 10609x + 20394) : (x? + 2x — 99) 
— x3 — 2x2 1 103x — 206. 
151. (x? — y?):(x—y) = x?--ıy-+y?. 
152. (z?+-y?):(x+y) = x?— ıy-+-y?. 
153. (x — y!):(x—y) = x?’ +x?y+ıy?+y°. 
154. (at — yA):(x+y) = x? —xz’y+ry?—y° 
(Bgl. unten Abfchn. II.) 


\ 
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1. WRultiplication und Divifion der Quotienten ($. 90). 





2x 14ax 2x 21 
155. — .Ta = ——. 156. — .a = — 
3 3y ay y 
3x 2ax 3a- _ 2la 
157. By ® == y“ 158. zb = 5 - 
5a? 15a? 
159. me = ne 


2 —_ 
160. + 5 +7 12ab — 5a +6ab+ 2 — 

















b - . 
.i___ = — bd. 
161 I +) 12ad 4ab — Tcd-+ 36a 
8a 1 40e 3a 4ac 
5 1 3xz 
. 1... __ 2 — _92 
163. (tz =). 12xy 4 By 9x2. 
164. 44 2 wte) 1216 — 6164 8x5 — 9x4 — 1012 
2 öx Ax? 6x3 ! 8ri 
+2 
x? 8x2 
_—_I__ 2__92223 
165. (5 473 ten ) (8xy 2x?y?) 
27x 81x 
— __y522 49 2* — 
= pp sry 87 16y? 
166 (& 2a _de° , 8 a) (2a2b — 3ab2 
\b a 27b4 ) — 
1685 ° 16a 
— __902 3 
— 3a b-+ 4a? — 92 In tr 370 
Zab b 5ax Bax 
167. za: 98 = cd‘ 168. Fs = 6yz' 
10ax Bax 3a2be 3a2 
27ab , 6b2e 3a , 2b 
171. ( ri 1 ):9be = 1etz3a 
2x6 Axt 16y‘ 
172. (rap 18! :2x?y2 
xt 9x2 3 4 8Y?2 
=93-7—-5+35—7 
y y y x x 
6. Multiplication und Divifion durch Quotienten (88. 92-94). 
5ce ' 15a2be 
2p.—_ — U 
173. 3a?b. ” 7a 
174. 8a2p. 0 _ de 


= 4° 
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2ab de 10abe . 2zy Yaz Sex 
IT. za Tg — Yedfg‘ Er Te 
2 
177. (2a%b2e—Aa2be? —6ac?) . -_— = a 
2a 2ay? 4dax?  Gax! 
178. en = ar at yi . 
179. =+2r)2 2 _ „te 


— BERERTBEN 


‚181. NB. (}a-+d) (ja—d) = 43? — dꝛ, am größten für d = 0, d. h. 
inn die Hälfte einer Zahl mit fich felbft multiplicirt wird, fo ift dad Product 
oͤßer ald das Product aller zwei anderen Theile, in welche die Zahl zerlegt 
erden kann, und die allgemein Ja-+d und Ja—d fein werden. 


4c? 223  Aa?c  Bac? | 160° 
m nt st 7) (+3) = 50 tra tape tr gar 
2 3 
188, +5 +0) M_t_0) 
ab | alb Taib Badb  a?b? 2a°b? 











Strang 
b c ac a b 
i ’ — — T* 7 — — — :De 
4. a r 2.7 — 185 rail a:b 
186 22 bc _ 14ad 187 4atbo abe?  2ad? 
3b7d  15be‘ * 9de2f? "Hdde2f?  Hbe2f?' 
24e 6ch \ 60 3d 
188. = 4M — — — — — I, 
ar te =):E 5a 44, 48 h 
1082 4a 7b\ 2a 3 Tb 
189. — u u)” —_——, 
8 +2ab— :5, = Dax 4 Sbr Fr 


%ed 9d , 27ced? Yd _ 
190, Te —— — — — — — 
2b 24a8Sabg ir) 1 2b c + 4g 


(In Berbindung mit $. 98) 


m J 3) (4+3 s)=& -T- 

nie 27 -3+ +3): (- h — 7 

. —— — (+2 — tar 
tar) er) nt 
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186. — trete 2) ) 


7p2 6h3 N 
196. (re _ı 12a “): (Far) 


5. 40 
3n2 3n3 
an an }-Gabt. 


— 
— 








197. 1:1—ı) = 1+ı+ır? +2’ +... 
198. 1:14+x) = 1—ıtr? —ır’-+... 


2 3 
199. a:(b— x) = stattet 














200. 2: +)=-— J te 

201. NB. — 

202. 4 > denn = + +1 
= 214 - 


Vorige Gleihung von befonderem Intereffe in ber Form: y +7 > 
= 2 fuͤr den einzigen Fall y 1. 


203—204. Die in gleichfoͤrmiger Bewegung zuruͤckgelegte Wegesſtrede ſei 
gleich s. 
208. Wie groß iſt die Schnelligkeit der Bewegung, wenn dieſe Strede in 
der Zeit t zurückgelegt ward? (8. 74. I.) 
204. In welcher Zeit wurde diefe"Strede zurüdgelegt, wenn dies mit det 
Schnelligkeit e gefhah? (8. 74. IL) 
205—206. Der Preis einer Ware fei gleih p. 
205. Wie viel Foftet die Einheit einer Menge, wenn diefe Menge gleid 
qifl? (8.74 L) 
206. Wie groß ift ihre Menge, wenn der Preis der Einheit diefer Menge 
gleih a ift? (8. 74. IL) 
207. Warum ift der Reſt einer Divifion nothiwendig einer als die Hälfte 
des Dividendus ? 


1I. Abfchnitt. 


1. Kapitel. 


Die negativen Zahlen und die entgegengefegten Größen. 


$. 101. 

Erkl. Eine Differenz, deren Subtrabendus gleich iſt dem 
Minuendus, allgemein, eine algebraiſche Summe (8. 41), worin 
die Summe der additiven Theile gleich iſt der Summe der ſub— 
tractiven Theile, wird mit Null, 0, bezeichnet. 

a—ı=-b—b=..—=(. 
Anm. Da nad) diefer Erflärung au 1— 1 0 ift, fo bezeichnet dem⸗ 
nah Null auch die Stelle in der natürlichen Zahlenreihe, von der alle Zahlenbils 
dung gleihfam anfängt oder ausgeht, indem Null eben fo weit vor oder unter 


1 liegt, als jede andere Zahl der natürlichen Zahlenreihe vor oder unter der 
nächſt folgenden. 


8. 102. 
Boieelihe 
a+0 = a ($$. 33 u. 34 in Verbindung mit $. 19). 
> O0+a = a ($. 32 in Berbindung mit $. 19. 
3) 0.a=a.0 —=0 (8. 52 u. 53 mit $. 101). 


4) — 0 ($olgef. 3 in Verbindung mit $. 72). 
5) 


» olo » lo 


— a—b jeder beliebigen Zahl (Folgef. 3 mit $. 72). 


6) x iſt nach dem Begriff der Diviſion ($. 72) und nad 
unferm Folgef. 3 nicht angebbar. 


8. 103.* 

Erkl. Cine Zahl, die größer gedacht werden foll als jede 
noch fo große angebbare Zahl, heißt eine unendlich große 
Zahl und wird mit oo bezeichnet, im Gegenfage dazu heißen alle 
anderen endliche Zahlen. 

Helmes, Sltementar-Mathematil. L 6 


— — —— 
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$. 104.* | 
Lehrſ. Wird eine von Null verfchiedene Zahl durch Null 
dividirt, fo ift der Quotient unendlih groß. In Zeichen: 


O — @ 
0” 0 


Bew. Da ein Quotient I bei conftantem Dividendus a 


durch Divifion des Diviford b nad) $. 90. 2 immer größer un 
größer wird, 3. B. a:1 = a; a: = 10a, a: 7)00 = 1WE 
a:7074007 100000 xc.; diefe Divifionen des Divifol 
aber beliebig weit fortgefeßt werden fönnen: fo fann der Dum 
tient auf ſolche Weife beliebig groß gemacht werden. 


Der auf folhe Weife durch continuirliche Divifion Fleiner uml 
fleiner gemachte Divifor b bleibt freilih immer noch größer alt 
Null, nähert fi) aber derfelben mehr und mehr und bis zu jeeg 
beliebigen Kleinheit des Unterfchiedes. Null bezeichnet demnach 
auch die Grenze, welcher fich der gedachte Divifor b ohne Ende 
mehr und mehr nähert, und ftellt diefer VBorftellung gr 
mäß eine Zahl dar, welche kleiner ift als jede no 
fo kleine angenbare Zahl. 


Der Quotient — 5 bezeichnet demgemäß die Grenze, welcher ig 
die ohne Ende wachfenden Werthe des Quotienten a nähern, 
und bezeichnet demnach Zahlen, die größer find, als jede angeb 


in a _ 
bare Zahl if, d.h. F— m, w. 3. b. w. 


$. 105. * 


Anm. 1. Da das Zeichen oo durchaus nicht mehr eine einzelne, bei 
ftimmte Zahl, fondern vielmehr ein ganzes Gebiet von Zahlen bezeichnet, welche 
über die $. 103 gedachte Grenze hinaus liegen, fo hat man fich vor der Gleäd- 
feßung 00 = 00, fpeciell alfo vor der Divifion einer Gleihung durd Kul 
mit Beziehung auf $. 3. II. zu hüten. Aus a.0 — b.O darf demgemf 
niht a — b gefolgert werden. 


Als ein fpäter zu bemupendes Beifpiel eines Fehlers der gedachten Ar 
folge bier die Behandlung einer Gleihung, wodurch man zu beweiſen fheint, 
daß jede Zahl ihrem Doppelten gleich fei, ein Verfahren, welches in den ver 
fhiedenfterd Formen zum Bemeife ähnlicher Ungereimtheiten der mannigfaltigfin, 
Art zu benupen ift: 


II. Abſchnitt. 83 


Satz. a = 22 
Bew. Eia=x 
J ſo iſt ax — x2 ($. 3. II 
und ax — a? — xꝰ — a? (desgl.) 
a(x—a) = (x+a).(x—a) (55. 58 u. 69) 
durch x — a (NB. — 0) dividirt: a = x -+a —= 2a. w. 3. b. w. 
$. 106. * 


Anm. 2. Die Eonfequenzen des Rechnens mit 00 weiter zu verfolgen und 
Br ganzer Allgemeinheit darzuftellen liegt außerhalb der Grenzen der Elementar⸗ 
Rathematit. 
Als unmittelbare Folgen der aufgeftellten Erklärung und der Bedeutung des 
eichens 00 heben wir nur noch Folgendes heraus. 


Bezeichnet z jede beliebige endlihe Zahl, fo ift ⸗ 

1) tz = 

) 2) — Q—= + 2 

3) 2. 00 = 0% 

Ä 4) — — 2 ($. 72 u. Nr. 3) 

5) 0.0 =z ($ 104) 

! 6) 5 =0 ($. 72 u. Nr. 8). 

8. 107. 


Erkl. Bei der Differenz (und ebenfo bei der algebraifchen 
Summe überhaupt) fann es fommen, daß durch die Cinfegung 
veſonderer Werthe in die allgemeinen Formeln der 
Eubtrahendus größer wird ala der Minuendus; z. B. wenn man 
nah dem Gewinn g bei einem Handel fragte, wo der Verkaufs⸗ 
praid der Ware v, der Einfauföprei® e gewefen ift, der Gewinn g 
mithin allgemein ausgedrückt fein würde durch 

g = v—e,; 

8 fh nun aber fände, daß in einem befondern Falle e>v wäre. 
Dder in einem andern Beifpiel: wenn man gefragt hätte, wie, 
weit ih Semand, der in einer Allee auf und ab (nord- und 
lüdwärts) gieng, fehließlih nordwärts® von feinem Ausgangs⸗ 
punkte befände, wofern er erſt n Schritte nordmwärtd, darauf um- 
tehrend s Schritte ſüdwärts und fo weiter nad) wiederholter 
Umkehr n’ Schritte nordwärts, s Schritte ſüdwärts; n” Schritte 
nordipärt?, 8” Schritte ſüdwärts ıc. auf feinen Hin- und SHer- 
Hängen gemacht hätte; wo dann die fragliche Entfernung nad) 
nordwärts, N, allgemein ausgedrüdt fein würde durch 


N tete); 
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es fi) nun aber fände, daß in dem vorliegenden Falle die Summe | 
der Schritte füdmwärt® größer ald die Summe der Schritte nord 
mwärtd wäre. 

Dasfelbe wird zweitens auch da eintreten können, wo frei 
ih wohl der Subtrahendus, die Summe der additiven Theile, am 
und für fi) größer ift ald der Minuendusd, die Summe der fub- 
tractiven Theile, wo aber die Glieder einer algebraifhen Summ 
durh Anwendung der allgemeinen Regeln der Addi— 
tion und Subtraction (Abfchn. D) in ſolche Verbindung mi 
einander gebracht würden, daß durd eine befondere Art folcher 
Perbindung das obige Refultat zum Vorfchein fäme, 5. DB. me 
die Addition von c zu der Differenz ab} nad) $. 31 fo au& 
geführt würde, daß man fepte: 

(a—b)+c = abo) 
in einem befondern Falle aber, . B. a=19, b=12, c—=2%0 
wäre, wodurd denn die Summe 19 —12)+-20 —=7--20 —27| 
in einer Form obiger Art ald 19 — (12— 20) autgedrüdt erfchiene. 

Man könnte nun freilich in jedem Kalle dad Auftreten 
diefer befondern Art von Differenzen (von algebraifhen Summen, 
überhaupt) vermeiden; im erftern Falle durch die Umftellung der | 
urfprünglichen Frage in die andere: „Wie viel hat man ver- 
loren, wie weit hat man fih ſüdwärts entfernt?“; im zwei—⸗ 
ten Falle durch die Wahl einer beftimmten, durh die Größen 
verhältniffe der Glieder an die Hand gegebenen Verbindung der 
felben, wie in obigem Falle durch die des $. 30 ala: (19 — 12) 
+20 (19420)— 12. Und fo fünnte man dur Anwendung 
des einen oder des andern der beiden genannten Mittel, oder beir 
der zugleich, in jedem Falle Differenzen der fraglichen Art vermeiden. 

Um jedoch meder@&n der oberften Frageftellung bei Aufgaben, 
noch in der freieften Anwendung aller bis dahin entwidelten Rechen- 
regeln in den vier Specied in irgend einer Weife durch die be- 
fondern Werthe der in Frage ftehenden Zahlen befchränft zu 
fein, und namentlih letztere allgemein gelten Taffen zu kön— 
nen: läßt man dann Differenzen zu, in welchen der Subtrahen- 
du8 größer ift ald der Minuendus, und bezeichnet ven Meber- 
ſchuß, umgekehrt de8 Subtrahendus über den Minuen- 
dus mit einem — (minus) vor diefem Weberfchuß, vor der fo | 
gebildeten Differenz, d. h. man feßt allgemein: | 
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a—(a--d) = (—d), 
zur Andeutung einer in fo weit, ald diefe „Minuszahl“ anzeigt, 
noch nicht ausführbar gewefenen und darum gleihfam vorbehal- 
tenen, aufgefhobenen Subtraction; indem nämlich fo viel, als der 
Subtrahendus größer ift ala der Minuendus, d, mehr abgezogen 
werden follte, als überhaupt abgezogen werden fonnte. 

Zolgel. 1. (—d) = a— (a+d) = (a —a)—d ($. 22) 
— 0—d ($. 101). 

Solgel. 22 (a—b) = —(b— a). 

Man nennt eine foldhe, umgekehrt durch Subtraction des 
Minuendud vom Subtrahendu8 gebildete und demgemäß mit dem 
Zeichen — bezeichnete Differenz, (a —b)=— (b—.a), eine. nega- . 
tive Differenz. 

8. 108. 

Fortfeßung. Um jedoch vorftehende Umfehrung der Sub- 
traction, d. h. die Vertauſchung des Minuendus und Subtrahen- 
dus bei der Bildung der negativen Differenz ($. 107) nicht 
jedesmal auf? neue in Gedanken vollziehen zu müffen, fondern 
diefe Differenzen in der Zahlenreihe felbft fertig vorzufinden; zus 
gleih um das allgemeine Verfahren der Subtraction ($. 20), wo- 
nah man vom Minuendus fp viel Einheiten ab- oder zurüd- 
zählen fol, ald der Subtrahendus anzeigt, auch auf diefe 
befondere Differenz anwendbar zu machen: hat man zur Aus— 
führung der Forderung a— (a 4+d) = 0—d ($. 107) die 
Reihe der natürlihen Zahlen über ihre bieherige Grenze, die 
Null ($. 101), hinaus erweitert, fie abwärts von Null fort- 
geſetzt und fie obiger Forderung der negativen Differenz gemäß 
im Audgange von Null der Reihe nah mit —1, —2, —3, ... 

..(—d) bezeichnet, je nachdem der Subtrahendus um 1, 2, 3, ... 
..d größer ift ald der Minuendus, d. h. je nahdem man noch 


1, 2, 3...... d unter Null hinabzählen mußte, um nad) dem all- 
gemeinen. Berfahren ($. 20) auf die gefuchte Differenz zu kommen. 
8. 109. 


Foriſ. Die mit dieſem Vorzeichen — verſehenen Zahlen 
der ſo erweiterten Zahlenreihe werden negative Zahlen ge— 
nannt, und in Beziehung auf ſie die bisher allein vorgekommenen 
und darum bis jetzt keiner Unterſcheidung bedürftig geweſenen 
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Zahlen der urſprünglichen (oder auch nach $. 76 interpolirten) 
Zahlenreihe pofitive Zahlen. Bill man legtere nım ausdrũch 
ih als ſolche und zum Unterfchiede der neu zugelommenen rege; 
tiven Zahlen bezeichnen, fo geſchieht das durch ein ihnen vo@ 
gefestes, jenem — entfprechend gewählte® Borzeihen —-, wel 
aber auch flillfehweigend überall da verfianden wird, wo gar t “ 
Borzeihen ausdrüdlich gefebt ift, fei ed, daB die Rothiwendigteil 
einer Unterfcheidung überall nicht eintritt, fei e3, daß diefe Unte 
fheidung durch die Bezeichnung der einen Nlaffe der Zahlen 
der negativen, als binlänglih gegeben erſcheint. So ift ohme 
Unterſchied a + —a = d und — 4, fowie auch ($. 2 

Die Borzeihen 4 und —, wofern fie zur Bezeihnung diet 
fer verfhhiedenen Lage der Zahlen in Beziehung auf O dienen, 
heißen Beziehungszeihen, oder Borzeihen insbeſon— 
dere, und find als folche zu unterfheiden von den biäherigeg 
Rechnungszeichen der Addition und Subtraction, mit denen fie je 
doch vermöge der Gleichungen 

+d=-d=0-+d 
und —d — 0—d (8. 107) 

einen innerlicheren Zufammenhang haben, als daß diefe Doppel- 
deutigfeit der Zeichen jemals jtörend fein fönnte oder ala willfür: 
lid zu tadeln wäre. Sie find nemlich durd das Hinzunehmen 
der Null, wie es in den beiden vorftehenden Gleichungen gefchehen, 
jedesmal auf die urfprünglihe Bedeutung eines Additiond- und 
Subtractionszeichens zurüdzuführen. 

In Beziehung auf einander heißen die Zahlen, je 
nachdem fie mit gleichen oder verfchiedenen Borzeichen verfehen 
find, d. h. auf derfelben oder auf verfchiedenen Seiten von Null 
liegen, übereinftimmende oder entgegengefegte Zablen; 
beide gemeinfhaftlih algebraifche Zahlen, weil erſt die Algebra 
auf dieſe Erweiterung der Zahlenreihe geführt hat, im Gegenſatz 
der abſoluten Zahlen, bei denen nur die Menge der in ihnen 
gezählten Einheiten, ihr (abfoluter) Zahlenwerth, ohne Be 
siehung auf eine verfchiedene Lage gegen Null, in Betracht kommt. 













8. 110. 
Fortſ. In der fo erweiterten (von — oo über Ob - 
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fi erftredenden) Zahlenreihe kommt jede Zahl‘ binfichtlih der 
Menge der in ihr ausgedrüdten Einheiten, d. h. hinfichtlich ihres 
abfoluten Zahlenwerthes, zweimal vor, nur mit den verfchiedenen 
Vorzeichen, als +d und ald —d, je nachdem fie auf .der einen 
oder andern Seite in dem übrigen gleichen und durch den Zahlen- 
werth d beftimmten Abitande von Null liegt. 

Don zwei Zahlen, dA und —d, deren Zahlenmwerth gleich 
ift, die aber verfchiedene Vorzeichen haben, heißt noch insbeſondere 
die eine das Entgegengeſetzte der andern. 


Folgeſ. Die Summe einer Zahl und des Entgegengeſetzten 
von ihr iſt gleich Null; denn aus O — d — —d folgt nach $.119 
(—d)+d=0. —. 

Eine Zahl heißt kleiner als eine andere, wenn ſie in der 
nach beiden Seiten von Null aus ſich erſtreckenden Zahlenreihe 
weiter nach dem negativen Ende der Reihe (weiter nach links) 
liegt, alſo bei negativen Zahlen, wenn ihr abſoluter Zahlenwerth 
größer if, —T<—6; — 30. 

Im Hinweis auf $. 112 können wir furz und allgemein 
erflären: Cine Zahl ift Fleiner als eine andere, wenn zu ihr eine 


poſitive Zahl addirt werden muß, um dieſe andere zu geben. 


Anm. Alles Rechnen mit negativen Zahlen ergiebt ſich nun ohne wei⸗ 
teres aus den bekannten Regeln des Rechnens mit Differenzen, von welchen 
ſie immer nur die eine beſondere Art darſtellen, bei welcher der Subtrahendus 
den Minuendus um ſoviel übertrifft, als der Zahlenwerth der negativen Zahl 
anzeigt. Dennoch führt die Verkürzung O—d — —d und bie Anmendung 
der Regeln des Rechnens mit Null ($. 102) auf eine Vereinfachung der Reful- 
tate, die in ihrer Selbftändigkeit noch befonders gemerkt zu werden verdienen. 
Aur zum Zive einer größern Veranfhaulihung diefer Refultate, mie nament- 
lich aber aud einer richtigen Deutung negativer Zahlen im Endrefuls 
tate einer Rechnung fhalten wir den folgenden $. über entgegengefepte 
Größen ein, von melden übrigens das Rechnen mit negativen Zahlen ganz 
unabhängig ift. 


8. 111.* 
Erkl. Die in 8. 107 aufgeführten Beifpiele über Sinn und 
Bedeutung eines negativen Endrefultat® einer Rechnung find alle 
gemeinerer Natır und gehören ganzen Arten von Größen an. 


Ganz ebenfo nemlich, wie die negativen Zahlen aus den pofitiven 
durch ein ſtetes Abziehen, durch eing ftete Verminderung über Null 
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hinaus entftehen: gehen auch Größen einer gewiſſen Art (ein 
Namens?) in Größen einer andern Art (eined andern NR 
mens) über, wofern fie dur ftete Verminderung über ein 
gewiffen Nullpunkt, die gemeinfame Grenze der beiden verſchi 
denen Namen hinaus abnehmen. So geht durch ſtetes Ab 
men ein Meberfhuß über in Mangel, Vermögen in Schulden, 
winn in Berluft, Wärme in Kälte (nach einem freilih willkürli 
verfhiebbaren Null- oder Grenzpunfte beider Benennungen), ei 
aufwärts in abwärts, ein vorwärts in rüdwärts, ein rechte i 
linf8, ein nach einer Zeit in ein vor derfelben ze. Und wie i 
den genannten Beifpielen, fo treten noch in vielen anderen verſchi 
dene Einheitöbenennungen, verfchiedene Namen der Größe 
an die Stelle de8 + und — der Zahlen, melde zum Ausdru 
einer urfprünglichen Art von beiden dienen, nemlih überall 
wo eine Größe durch ftete Abnahme über einen anzunehmend 
Grenz oder Nullpunkt hinaus ebenfo in eine andere Art. die ihr 
Gegentheild (Gegenſatzes) hinübergeführt wird, wie die Ya 
welche fie darftellte, durch ftete Abnahme über Null hinaus in 
übergeht. 

Zwei Größen verfchiedener Benennung, deren eine durch ftete 
Abnehmen über einen gemeinfamen Grenz oder Nullpunkt hinau 
in die andere übergeht, heißen in Beziehung auf diefen gemein 
famen Nullpunft entgegengefebte Größen, wie die obig 
Beifpiele: Bermögen und Schulden, Gewinn und Berluft; Ein 
nahme und Ausgabe in Beziehung auf den Begriff „Beſitz“, au 
wärts und abwärts? ꝛc. in Beziehung auf den Begriff „Entfer 
nung“ u. |. w. 

Insbefondere nennt man nun eine Größe das Entgegen: 
gefegte der andern, wenn die Summe von beiden — Null i 
d. h. wenn ihre Zahlenwerthe mit den entgegengefegten Benen 
nungen glei find, wie 7 .B Schuld und 7 4 Vermögen, 3 
Gewinn und 3 4 Berluft ıc. 

Entgegengefegte Größen überhaupt haben darnach die charaf- 
tgziſtiſche Eigenſchaft, daß fie fih bei ihrer Vereinigung zu einem 
Ganzen, d. h. bei ihrer Verbindung durd Addition um einen 
gleich großen Theil von beiden aufheben, fo daß die größere der- 
felben mit ihrem Weberfchuffe -über die Fleinere als Reſultat diefer 
Derbindung bleibt oder ihre Summe bildet. So ift die Summe 
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von 5,$ Gewinn und 3.B Berluft = 2.8 Gewinn, die Summe 
von 7 .B Einnahme und 11 .B Audgabe — 4 „PB Ausgabe. 
| Ohne Beziehung auf einen folchen gemeinfamen Nullpunkt 
fällt alle LUnterfcheidung des „Entgegengefeßten“ gänzlich) weg; 
zum Beifpiel in der Frage: Wie viel Meilen hat man im Gan- 
zen zurüdgelegt, wenn man 5 Meilen nordwärtd® und darauf 4. 
Meilen ſüdwärts gegangen ift? 
*  Bermöge der übereinftiimmenden Art, worin die entgegen- 
gefegten Zahlen gerade fo wie entgegengefebte Größen audein- 
ander hervorgehen, werden die Refultate des Rechnens mit beiden 
eine große Uebereinſtimmung zeigen und darıım einerfeit® die mehr 
unmittelbar flaren Nefultate der Verbindung entgegengefeßter 
Größen zur Erläuterung oder Veranſchaulichung der Refultate 
des Rechnens mit entgegengefebten Zahlen dienen; andererfeitd 
aber auch die negativen Endrefultate einer Rechnung, wie fie aus 
den Zahlen- Verbindungen hervorgehen, eine leichtere und ficherere 
Deutung für die in Frage ftehenden Größen finden Fönnen. 
Was namentlich dieſes Zweite, Die Bedeutung des Nega- 
tiven im Endrefultate der Auflöfung von Aufgaben, be- 
trifft, fo wird fich diefelbe immer unzweifelhaft aus der geftellten 
Frage und der ficher und leicht zu treffenden Entfcheidung ergeben, 
welcherlei Größen in Beziehung auf die in Frage ſtehende als ad- 
ditive, welche als fubtractive Theile (als Minuendus oder als 
Subtrahendus) bei der Bildung derſelben zu betrachten ſind. Man 
hat im Falle eines negativen Reſultats einer Auflöſung einen 
Ueberſchuß einer ſolchen Größenart erhalten, die in Beziehung auf 
die in Frage ſtehende im Verhältniß eines Subtrahendus zu ſei— 
nem Minuendus, eines ſubtractiven Theiles zu einem additiven 
ſteht. Man würde die Antwort in einer gleich großen Zahl einer 
gewöhnlichen, poſitiven Differenz erhalten haben, wenn man die 
Frage ſo umgeſtellt hätte, daß dadurch dieſelbe Vertauſchung von 
Minuendus und Subtrahendus in den Zahlen der Rechnung ein- 
träte, welche man laut des — in. der Bildung des Refultats 
fchließlich hat eintreten laffen. 3. B. wenn man in dem Bei- 
jpiele des 8. 107 nad „Berluft“ ftatt nach „Gewinn“, nach „füd- 
wärts“ ftatt nach „nordwärts“ gefragt hätte, und fo in allen 
Fällen ähnlicher Art, wo durch die Umftellung der Frage eine 
Bertaufhung der additiven und fubtractiven Theile, des Minuen- 
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dus und Subtrahendus, eintritt, wie wir oben einige aus— 
gezeichnete Beifpiele folcher Größenarten aufgeführt haben. — (Wo 
darum eine foldhe Umftellung der Frage durch Vertauſchung des 
Additiven und Subtractiven der auftretenden Größen nicht thun- 
lich ift, enthält da8 — der Auflöfung die Anzeige der Unftatthaf- 
‚tigfeit einer Aufgabe, wie wir unten Beifpiele der Art finden 
werden.) 

Doc ift alled Nechnen mit negativen, allgemeiner mit alge- 
braifchen Zahlen, unabhängig von diefen Beziehnungen und An- 
wendungen auf bejtimmte Größen, rein und allein für fih aus 
den Erflärungen des $. 107 zu entwideln und liegt enthalten in 
den vier Sägen, die $. 112,8. 113, $. 120 und $. 124 auf- 
geführt find. 


2. Rapitel. 
Die vier Spected in algebraifhen Zahlen. 


A. Die Addition und Subfrackion. 


8. 112. 

Lehrſ Zwei algebraiſche Zahlen werden alſo addirt: 

1) wenn die Summanden gleiche Vorzeichen haben, fo bil—⸗ 
det man die Summe der beiden (abfoluten) Zahlwerthe und giebt 
diefer Summe dad gemeinfchaftlihe Vorzeichen ; 

+3)+(+b = -+(arb) = a+b 
(—a) + (—b) — — (a+-b), 

2) wenn die Summanden verfchiedene Borzeichen haben, 
jo zieht man den Fleineren Zahlwerth von dem größeren ab und 
giebt diefer Differenz das Borzeichen des größeren Zahlwerths, 

a-+(—b) = +(a—b) oder = ba) 
je nachdem a> oder <b ift. 

Bew. von Nr.1. Für +-a)-+(+b) = +(a-+b) ift der 
Satz nicht? andered als der Ausſpruch des Nefultat? der -gemei- 
nen Addition, indem 4a, 4b, +(a-+-b) nichts andere? als a, 
b, (a-+-b) find ($. 109). 

Für — a) (—b) folgt der Beweis alfo: 
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a) +(—b) = (—a)+(0—b) (8. 107 Folgef. 1) 
—= (0+0)—(a-+-b) ($. 35) 
= 0 — (ab) (8. 102) = —(a-b). 
Dem. von Nr. 2: 
+H-b)=+a+(0—b) ($. 107) 
—(a-40)—b (8. 33) 
= a3—b(810=-+(a—b)= —(b—a) 
($. 107 Folgef. 2). 
Der Beweis ift noch ebenfo zu führen, wenn der erfte Sum- 
mand der negative, ber zweite der pofitive ift, ala 
(-b-+(+3) = ((—b)+a 
— (044) —æ b (8.32) = a—b 
wodurh denn der $. 15 aufgeftellte Grundſatz, a + b = 
b-+a, auch für Summen algebraifcher Zahlen feine Gültigkeit 
erhält. 


Anm. Einen anfhauliden Beweis von Nr. 2 giebt die Zerlegung. des 
größeren Zahlwerths in zwei Theile, von denen der eine dem Tleineren Zahl» 
werthe gleich ift und mit diefem nach $. 110 Folgeſ. Null giebt, der andere aber 
der gedachte Ueberſchuß iſt. 

Beranfhaulichendes Beifp. Die Summe zweier Gewinne wie zweier 
Berlufte ift twieder ein Gewinn oder ein Berluft; die Summe eines Gewinne 


und eines Verluſts giebt dem Ueberſchuß des einen über den andern ald Ge⸗ 
winn oder Berluft. 


8. 113. 


Lehrſ. Jede Subtraction einer algebraifhen Zahl ift auszu⸗ 
führen durch Addition des Entgegengefebten diefer Zahl (ded Sub- 
trahendus), kurz: 

Min. — Subtr. = Min. + Entggf. d. Subtr. 

Bew. Min. + Entggſ. d. Subtr. + Subtr. — Min. 
($. 110 Folgeſ.), und darum nad) 8. 19 das angegebene Reſul⸗ 
tat der Subtraction richtig. 

Beranfhaulichendes Beifp. Statt Semandem 7 4 Bermögen zu nehmen, 
kinn man ihm 7 4 Schulden (die Berpflihtung, fo viel zu bezahlen) geben; 


Ratt ihm 3 PB Schulden (ab) zu nehmen, fann man ihm 3 4 Vermögen (die 
Schuld damit felber zu zahlen) geben. 


8. 114, 
Zuſ. Auf Grund de3 vorigen $. fann die Subtraction in 
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der Arithmetif nun ganz ausfallen und immer durch eine Addi 
tion des Entgegengefeßten erfeßt werden. Es ift nemlich 
a—(4-b) oder a—b ($. 109) — a+4(—b) 
a— (— b)=a--(+b) oder 8.109) = a + b. 

Mechanische Regel: Coll man fubtrahiren, fo ändere ma 
das Vorzeichen ded Subtrahendud und addire. 

Es ift darnach denn auch jeder gemifchtgliedrige Ausd 
(8. 41) a—b—c4.d wirflihd ald eine Summe algebraifde 
Zahlen a+-(— b)+(— c)+(4-d) anzufehen, in welcher die fu 
tractiven Glieder desfelben nicht? andered ald negative Summa 
den find. Das Additiondzeihen wird, als fih immer von felb 
verftehend, weggelaffen und die Vorzeihen gelten nur ala di 
Unterfheidungen pofitiver und negativer Summanden. Sel 
dies Vorzeichen wird für die an der Spiße ftehende Zahl weggelaffen 
wofern es + if. 3. B.: 
—3.—b+c+d—e = a) FO) +HLFd Hl 

a—b— c+d = (+3) + bl )+-l4-d). 

In diefer Borftellung liegt der Grund ded Namens „alg 
braifche Summe“, den wir oben nur ald Namen fcheinbar wi 
fürlich einführten. 

Beranfchaulichendes Beifp. Man bilde die Summe von 11 .B Bermögen 
+ 7.2 Schulden + 9 4 Schulden + 2 4 Bermögen + 10. Schulden; 
fie ift glei 13 .B Schulden. | 


| S. 115. 

Folgeſ. Die Negel der Addition und Subtraction algebrai 
(her Summen ($. 44) folgt nach 88. 112 u. 114 ganz ebenf 
aus der Auffaffung ihrer Glieder ald pofitiver oder negative 
Summanden und gilt alfo auch noch für rein negative Zahlen 
d. h. fie gilt allgemein, wodurch denn der Vorbehalt 8.29 Anm 
aufgehoben ift. " 


B. Die Multiplication und Divifion ofgebraifcher Zahlen. 


$. 116. | 
Lehr]. Eine negative Zahl (—a) wird mit einer pofitiven 
Zahl m multiplicirt, indem man das Product der beiden Zahl- 
werthe bildet und diefem Producte dad Borzeihen — giebt. 
Sab. (—-a).m—=—.am. . 
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Der Bew. ift entweder zu entnehmen aus 8. 112.1, wonach 
m mal 
—3).m = (—3) + (— 8) + (—a) 4 mna — —(ata+a 


4 N) — — (am) ift, oder urfprünglih auch fo zu führen: 
(—a).m = (0—a)m ($.107 Folgef.) 
— 0— am (8. 102.3) = —am. 


8. 117. 
Zuſ. Da nun auch (Pa)ym — am ift, fo folgt aus der 
Zufammenfaffung beider Refultate das Gefep: 
(+a).(4+m) = am (I), 
, h. „hat der Multiplicator das Vorzeichen 4, fo bat das Pro- 
wit das Zeichen des Multiplicandus*. 

Beranjhaulichendes Beifp. Das Bielfache eines Gewinns ift ein Ge⸗ 

kinn, das Bielfache eines Verluſts ein Berluft. 
8. 118. 

Lehrſ. Mit einer negativen Zahl wird multiplieirt, indem 
man das Entgegengefepte des Multiplicandus mit dein pofitiven 
Rultiplicator multiplicirt. 

Satz. (Ha).(—m) = (Ta).m = Tam. 

Bew. (ta).—m) = (ta)(O— m) 

— (+3.0)—(+a)m ($.58) 
—= 0—(+am) ($$. 102 u.117) 
— 07 am (8.113) = +am ($.109). 

Erläuterung des Beweiſes: Es folgt aus der vorlegten 
Bleihung des Beweiſes, daß man bei der Multiplication mit 
einem negativen Multiplicator immer das Sovielfadhe des Mul- 
tiplicandus (von Null) abziehen full, ald das Product des Mul- 
fiplicandus mit dem Zahlwerthe des Multiplicatord anzeigt. Ein 
Vielfaches des Multiplicandus (von Null) abziehen ift aber nad) 
$. 113 immer gleichbedeutend damit, ein Ebenfovielfached des 
Entgegengefeten des Multiplicandus (zu Null) addiren, und letz— 
teres ift, wegen 0Tam = 7 am ($. 109) = (Fa)m ($. 117), 
die Form, in welcher das Refultat des Lehrfages ausgeſprochen ift. 

8. 119. 


Folgeſ. 1. Mit einer Minuszahl (mit Minus) multipliciren 
heißt, mit dem Zahlwerthe des Multiplicatord multiplieiren und 
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das gebildete Product darauf ſubtrahiren, oder (nach $. 113) hei 
das Entgegengefebte des Multiplicandus fovielmal fegen, als d 
Zahlwerth des negativen Multiplicatord anzeigt. Aus 
(+a).(—m) = +am (I) 

folgt die Regel (vgl. $. 117): bat der Multiplicator das Bor 
zeihen — ‚fo bat das Product das entgegengefebte Zeichen 
Multiplicandus. 

Anm. Man hüte fih vor dem ganz unftatthaften Berfuche, den negati 
Multiplicator durch eine verfchiedene Kinheitäbenennung, Berluft, Schul 


Mangel x. (8. 111), veranfhaulichen zu wollen, da es eine Grundforderm 
für den Multiplicator if, daß er feine Benennung bat ($. 46). 


8. 120. 


Folgeſ. 2. Aus den beiden Gefegen 88. 117 u. 119 
(ta).(m) = +am () 
(+a).(—m) = Fam (I) 
folgt die mechaniſche Regel: Gleiche Zeichen der Factoren geben 
(für das Product das Borzeihen) +; ungleihe Zeihen —. 


8. 121. 

Folgeſ. 3. Eine gerade (8.136. 1) Anzahl negativer Factoren 
giebt ein pofitived Product, eine ungerade. Anzahl negativer Far 
toren ein negatived Product. 

Darum ift denn auch jede gerade Potenz ($. 66) eines ne 
gativen Factors eine pofitive, jede ungerade Potenz desſelben 
eine negative Zahl. (—a)? = +a?; (—a)? = —a?, (—a)! 
— tat; allgemein (—a)® — +a®, (aut! — —antl, 


8. 122. 


Zuf. Die Gefeße der Multiplication algebraifher Summen 
und mit algebraifehen Summen ($. 57), welche unter Anwendung 
des 8.120 ganz ebenfo aus der Borftellung negativer Summanden 
($. 114) hervorgehen, behalten demnach ihre Gültigkeit auch für 
den Fall, wo diefe algebraifhen Summen rein negative Zahlen, 
— 3, —m, werden, d. h. fie gelten ganz allgemein. 


8. 123. 


Lehrſ. Hat der Dividendus das Borzeichen 4, fo bat der 
Quotient dad Zeichen des Divifors; 
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hat aber der Dividendus das VBorzeihen —, fo bat der Quo⸗ 
fient das entgegengefehte Zeichen ded Diviſors. 
4-D:+d=-+qg(D 
—D: +4 =Tq W, 
wenn wir allgemein mit D den Dividendus, mit d den Divifor 
mit q den Quotienten bezeichnen. 
Bew. Der Dividendus ift das Product aus den beiden 
Bactoren, Divifor und Quotient, D = dq ($. 73). 
* Hat nun das Product, der Dividendus, dad Vorzeichen +, 
ko müfjen die Factoren, Divifor und Quotient, nach $. 120 gleiche 
Borzeihen, d. bh. der Quotient muß das Zeichen des Divifors 
haben; —- D:+d = +a. 
Hat aber das Product, der Dividendus, das VBorzeihen —, 
jo müjfen die Factoren, Divifor und Quotient, nad) demfelben 
$. verfihiedene Vorzeichen, d. 5. der Quotient muß dad entgegen- 
geiegte Zeichen ded Divifors haben, —D:td = 7a. 


g. 124. 
Folgeſ. Aus der Zufammenfaffung der beiden Regeln des 


vorigen 8.: 
gen s I. 1) +D:+d=-+4q 
2) -D:—d= —q 
1. 3 —D:+d= —q 


4) —D:—d=-+gq. 
ergiebt fih auch für die Divifion (ogl. $. 120) die mechanifche 
Regel: „gleiche Zeichen (ded Dividendus und Divifors) geben +, 
ungleiche Zeichen geben — (für den onen 


$. 125. 

Zuſ. Die Geſetze der Dipifion algebraiſcher Summen und 
durch algebraiſche Summen (88. 80 u. 98), welche unter Anwendung 
des vorigen $. ganz ebenfo aus der Vorftellung negativer Sum- 
manden (8. 114) hervorgehen, behalten deinnach ihre Gültigkeit 
au für den Fall, wo diefe algebraifchen Summen in rein nega= 
five Zahlen, — a, —d, übergehen, d. h. fie gelten ganz all- 
gemein (vgl. 88. 122 u. 115). 


8. 126. 
Anm. In der Divifion erſchließt fi und ein zweiter Eingang ind Negae 
tive, nemlich Durch den Durchgang durchs Unendliche. Indem nemlid bei cons 


— 
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ſtantem Dividendus der Divifor immer Meiner und kleiner wird und fo endlich 
dur Null ing Negative übergeht, wird der Quotient immer größer und größer, 


bi8 er bei dem Uebergange von —— 5 - org Mo - gg, von +00 zu — oo über 
fpringt und bei der in gleicher Weiſe fortgebenden Veränderung des Renners 
‚bei —0 ankommt. 





mehr und mehr im Negativen abnimmt, bie er bei — 


Alfo gleihfam mie auf einem Kreife fommt man auf zwei entgegengefebten 
Wegen zu denfelben Punkten des Negativen, umd wie da, in entgegengefebter 
Folge diejer Punkte, jenachdem man entiweder dur dad Null des Dividendus 
bei — 0 ind Negative eintritt und von — O bi8 — 00, gelangt, oder durd 


das Null des Diviford bei — Oo ind Negative eintritt und von — 00 bis —0 


gelangt. 
In Ddiefer Auffaffung liegt zugleich das Berftändnig der doppelten 


Zeihen von 7 = +0, wie aud) = +0 und die Erfenntniß ihrer 





+ © 
zufammenliegenden, d. h. gleihen Werthe, zu denen man nur von entgegengejeh- 
ter Seite her gefommen ift. 

Endlich ift in dieſer nothwendigen Identificitung des + 00 und des 40 
der Grund einer völligen Allgemeinheit der Erklärung (8. 110) über das 
„größer und Meiner“ einer Zahl in Beziehung auf alle Beränderungen einer 
Differenz oder eines Quotienten zu finden. Jedoch liegt dad Rechnen mit 00 
in feiner Allgemeinheit außerhalb der Grenzen der Elementar-Mathematit. 


8. 127. 
Uebungsbeiſpiele 


über das Rechnen mit Null und mit negativen Zahlen, 


die vermoͤge der 88. 115, 122 u. 125 größtentheils nur eine Fortſetzung der 
Mebungsaufgaben des $. 100 find. 


l. Addition. 


1. —3a—Ta= —108. - 2. —3a-47a = Aa. 

3. 3a—7a = — 44. 4. —a—n = —(n-+1)8 

p. — a Fna = (n—1) 2. 6. a—na = — (n—1)a. 

7. —mı—ıx = —(m-+n)x. 

8 —mı-+nx = (n—m)ı = —(m—n)x. . 

9. —x?— 2ıy— y?+2x?-+4xy42y?2 = 2?42ıy+y? = (14y)?. 
10. x2+2xy+y?—22x?—4xy—2y?2 = — x2—2xy—.y? = — (xy). 
11. 22? —xy+2y? x? —xsy— y? =x2—2ıy+y?=(x y)2=(y—x)2. 
12. nd —ay-hay2 Sry ap? = Rd t2yy2 = —(ay)2 


= — (y_x)2. 
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2. Subfrackion. 


13. a—(— 2a) — 3a. 14. mx —(—ıx) = (m-+n)x. 
15. —mx— (—nx) = (n—m)x = —(m—n)x. 
16. —x—(— 5x) = 4x. 17. —x—(—ıx) = (n—1)x. 
18. a—(b—co) = a-+(c—b). 19. a—(b—3b) = a-+-2b. 
20. —b—(2b— 5b) = 2b. 21. y—(y—2y) = %. 

- 2. y—(y—ıy) = ıy. 23. 7y— (3y—.y) = dy. 


„ M ny—(my—y)=(a—m-+I)y. 
25. na? — (pa? — ga?) = (n+q— p)a?. 
26. 2? --y2— (2? — y?) = 272. 
27. mx? -- ny? — (mx? —ny?) = 2ny?. 
28. ax? +by? — (ex? — dy?) = (a — c)r? + (b-+-d)Y2. 
29. aa? - 2 — (bx? — ey?) = (a—b)x?+(c+1)y2. 
3. 22 - xy - (ax? +-y?—Sıy) = —r? +2y—y? = —(r—y)?. 


3. Multiplication. 
31. +7.3 = +21. 32. +7.0—-3) = +21. 
33. (2a —3b—4).— 5m = — 10am-+ 15bm + 20cm. 
| % rn)? =(+)??=+r2 85. (a—b)? = a2 —2ab-+b?. 
| 36. (b—a)? = ... abzuleiten aus Nr. 35 mittelft 34. 


37. (a+b)? =... abzuleiten aus Nr. 35 (+b ftatt —b). 
38. (4 — b) be) — — a?24+ 22b—b?, aus Nr. 35 abzuleiten ver 


DER —b) (b—a) = —(a—b) (a —b). 

9. (1) = —ı?. 

40. (a—b)? = (a—d)?.(a—b) = a? — 3a?b + 3ab? —d?. 

4. (b—a)? = — a? + 833?b — 3ab? +15°, abzuleiten aus Nr. 40 mittelft 


42. (a+-b)? = a? -+8a?b-+3ab? +b?, abzuleiten aus 40 oder 41. 
. («—a) («—b) («—c) = x»? —(a4Hb40)22-Hab+ac+bo)x—abe. 
.. (a—x) (b—x) (c—x) = abe —(ab-+ac+be)x+(a+b+c)z? 
-15, aud Mr. 43 abzuleiten. 
45. (zu-11-xn- ?y-xın- 32 + ..xu-kyk-1 + xn-k-1 yk+.._+-x? ya-3 
+aypatyenı) (a) = my. 


4. Divifion, 
| 


a 


4. 18:49 = +2. 47. — 16:42 = +8. 
#8 —ab:a = —b. 49. ab2:—b2 —= a. 
60. 2a2b:—2b = —a?2. 61. —3ab?e:3c = —ab?. 


52. Somohl urfprünglih aus $. 98, ald auch aus Nr. 45 ergiebt ſich 
== xt L my I zn Sy2 —orkyk-ıL,. + x2ya 2 xyn-1 
Ä +y°=1, d. h. ganz allgemein ift = — y” theilbar durch (<—y). 

| Helmes, Elementar-Mathematil. I. 7 
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Gegen wir —y an bie Stelle von +-y, fo wird ($. 121) 
a) für ein geraded n 
y” 


—T. übergehen in un mithin x —ys theilbar fein durch x+ 
fowie durch (x —y), niemald aber durh (<-+-y); 
ß) für ein ungeraded n 


x — übergehen in =, mithin x=+ y” theilbar fein durch xy, fo 


a durh (x — y), niemal® aber + ya durd «Ty)- 
Alfo für ein gerades n ift x — yn a theilbar durch x+-y, und für ein 
geraded n ift fowohl x" + ya theilbar durch xy ald x» — y theilbar d 


x-—Y. 


























53. («!— yY)ıx—y)=r’+r’y+ıy?+y°. 

54. (at — yA)ı(z+y) = ı’— r’?y + ıy? —y°. 

55. (z-+-y°):x&—y) = ı'+x’y+ır?y? +ıy?4-yt. 

56. (z+y’):x+y) = xt — rytriy?—ıy? +4yt%. 
57. Aus 1: 1—xı) =1+4z+r2?+r2.. 6. 100 Ar. 197) 


abzuleiten 1:(1+x) =1—ı+r? —ı’-+.. 
a ax ax? 
68. Aus HH ($. 100 Rr. 199) 
abzuleiten a:(b+-x)= — 5 + = — .. 


59. Jemand bat an vier verſchiedenen Waren für die erſte ausgeg 
0 20.P, eingenommen v — 26 .P; für die zweite auögegeben e’’ — 120 
eingenommen vw" — 115 „PB; für die dritte ausgegeben oe” — 30 .P, eing 
nommen 18; für die vierte ausgegeben e’ — 300 .$, eingenomm 
ve — 375 H. Wie viel hat er im ganzen gewonnen? 63 . 


60. Bon dem Abhange eines Berges aus fleigt ein Luftballon erfi 1 
Fuß in die Höhe, ſenkt fi) darauf 950 Fuß, erhebt fi) wieder um 1500 Fuß 
erreicht nach einer abermaligen Senftung von 2000 Fuß den Boden. Syn wel 
Höhe über dem Ausgangspunkte fam er am Boden an? 450 Fuß unter 
Ausgangspunfte. ($. 111.) 


61. Wie groß ift dad Vermögen eined Mannes, ber 1000 „B bar befigk, 
aber 100 4 einem Anderen fhuldig ift, an den er jedoch eine Gegenforderung 
von 120 «B hat? 1020 2. 

62. Ein Spaziergänger geht mmal hinter einander jedesmal a Schri 
aufwärts, darauf umkehrend b Schritt abwärts. Wie viel Schritte hat er im 
ganzen gemacht, und wie viel Schritte aufwärts fih von feinem Audgange 
puntie entfernt? (s-+-b)m; (a— b)m. 

68. Nachdem die vorige Bewegung in ber gebachten Weiſe gefchehen if, 
geht derfelbe Spagiergänger nun noch nmal a Schritte abwärts, b Schritte auf 
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wärtd. Wie viel Schritte ift’ er vermöge dieſer lebten Berwegung allein ab> 
wärts von dem Ausgangspunkte derfelben gelommen? (a—b)n. 


64. Wie viel Schritte ift demnach der gedachte Spaziergänger vermöge 
beider Bewegungen zufammen genommen aufwärts von feinem urfprünglichen 
Ausgangspunfte gefommen? Antw. (a —b) (m—.n). 

Was wird aus den Refultaten der Aufgaben 62, 63, 64 für a — 200, 
b= 300, m =6,n = 9? 

In Nr. 62 ift der Spaziergänger 600 Schritt abwärts von feinem ur⸗ 
fprünglichen Ausgangspuntte gekommen; in Ar. 68 aber 900 Schritt aufwärts 
vom Ausgangspunkte diefer zweiten Bewegung; in Nr. 64 ift er 300 Schritt 
aufwärts von feinem urfprünglihen Ausgangspunkte gefommen. 


65. Nach wie viel Tagen trifft ein Bote B, der täglih b Meilen mad, 
mit einem anderen Boten A ‚uſammen, der täglich a Meilen macht und n 
Meilen vorauf it? Nah —⸗— — Zagen, 

Was wird aus der Yruflöfung für n=10, b=4, a6? Antw. Nah 


—5 Tagen, d. h. vor 5 Tagen. ($. 111.) 
Was wird aus der Auflöfung fürb— a? Antw. Nach oo Tagen, d. b. nie. 


"66. Ein Bote A ift einem andern B um n Meilen vorauf, und da er täg- 
lid) a Meilen, B aber nur b Meilen zurüdlegt, fo eilt er ihm täglid um (a — b) 
Miilen voran. Bor wie viel Tagen waren A und B zuſammen? Antw. Bor 








z Tagen. 

—* wird aus der Auflöſung für n—=12, a=3, b=5? Antw. Bor 
— 6 Zagen, d. h. nad) 6 Tagen. ($. 111.) 

Was wird aus der Auflöfung füra=b? Antw. Vor oo Zagen, d. h. nie. 

67.* Wie viel Grad Reaumur find 14, 23, 32 Grad Fahrenheit? 
Antw. — 80 R., — 40 R., OR 


68.* Wie viel Grad R. find 50° F., 410 F., 32° F.? 
Antw. 80 R., 40 R, 400 R 


A — 


III. Abfchnitt. 


Bon dem größten gemeinschaftlihen Maße und dem 

fleiniten gemeinjchaftlihen Vielfachen mehrerer Zahlen. 

Theilbarfeit der Zahlen überhaupt, — Die incom- 
menjurabeln Größen. 


1. Kapitel. 
Die Theilbarkeit der Zahlen; das (größte) gemeinschaft: 
liche Maß derfelben. 


8. 128. 

Erkl. Wenn der Quotient zweier Zahlen eine ganze Zahl 
ift ($. 76), fo fagt man, „der Divifor geht in dem Dividendus 
auf, ift ein Theiler oder Factor desſelben“, oder „der Dividendus 
ift ein Vielfaches des Diviford, läßt fi heben oder ift ohne 
Reſt theilbar durch den Divifor“, 3. B. 2 geht auf in 4, 6, 8, 
3 in 6, 9, 12; und 6 ift ein Vielfaches fowohl von 2 als auch 
von 3. 

Fällt aber der Quotient zweier Zahlen zwifchen zwei auf 


einander folgende ganze Zahlen, wie > ($ .76), zwifchen 4 und 5, 


fo nennt man den Unterfehied des Dividendus und des größt- 
möglichen Bielfachen des Diviford, welches fit) von ihm noch 
abziehen läßt ($. 29. Anm.) 23—4.5 = 3, den PReft der 
Divifion. Bezeichnen wir im Folgenden allgemein den Divi- 
dendus mit D, den Divifor mit d, den Quotienten mit q und 
den Reft mit r, fo haben wir die allgemeine Gleihung: 

D = dqa-r. 

Geht eine Zahl zugleich in mehreren anderen auf, fo ift und 
beißt fie ein gemeinfhaftlihdes Maß diefer anderen. So 
ift 2 ein gemeinfchaftlihe® Maß von 12 und 18; auch 3 und 
6 ſind ſolche gemeinſchaftliche Maße. 
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Die größte aller Zahlen, die ein gemeinfhaftlihee Maß 
jweier oder mehrerer anderen Zahlen ift, heißt das größte ge- 
meinfhaftlihe Maß derfelben, wie im vorigen Beifpiele 
bie Zahl 6 das größte gemeinfhaftlihe Maß von 12 u. 18 ift. 


$. 129. 
} Lehrſ. Die Summe, die Differenz und das Product zweier 
penzen Zahlen ift eine ganze Zahl. 
x. Anm. Unter „Zahl“ fol in diefem Abfchnitt ohne ausdrüdliche Beftim- 
E.. des Gegentheild immer nur eine ganze Zahl ($. 76) gemeint fein; 
such fol jedes n immer nur das Zeichen einer ganzen Zahl fein. 
f 8. 130. 
Lekehrſ. Geht eine Zahl in den einzelnen Summanden (Theilen) 
auf, jo geht fie aud in der Summe (dem Ganzen) auf. 


Annahme. = =n; * — nn"... 
g re on 
w. —— +4... 78). 
— n’+n" +... (Annahme) 
—=n ($. 129), 


w. 3. b. w. 
olgeſ. Geht eine Zahl in einer andern auf, fo geht fie 
auch m jedem Bielfachen diefer andern auf. 
8. 131. 
Lehrſ. Eine Zahl, die in dem Ganzen und einem Theile 
(em Minuendud und Subtrahendus) aufgeht, geht auch in dem 
‚andern Theile (dem Refte) auf. 


Annahme. te — mund — — n. 





Bew. "te — +7. Wr +l=n (Annapme) 
_ — n—n ($. 18). 


— n“ ($. 129), 
mw. 3. b. w. 
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g. 132. 
Lehrſ. Eine Zahl, die im Diviſor und Reſt aufgeht, at. | 
auch im Dividendus auf. | 


Annahme. < —=n' und — = n",;D= dga-+r. 


Satz. 2 =n 


Bew. Durch die Divifion wird der Dividendud in zwei 
Theile zerlegt, wovon der eine das fovielfache des Divifors ald 
der Quotient anzeigt, der andere Theil der Reft if; D= 
dq-Hr ($. 128). 

Nah der Annahme geht die Zahl im Divifor d, alfo aud 
(8. 130. Folgeſ.) in dem Bielfachen desfelben, d. q, d. h. in dem 
einen Theile ded Dividendus auf. - 

Da fie nun zweitend auch in dem Neft r, d. h. in dem 
andern Theile desfelben aufgeht, fo geht fie nah $ 130 aud in 
dem Ganzen, d. h. in dem Dividendus auf, w. z. b. w. 


In Zeichen: „= n‘ (Annahme) 


Du 


— — n“ ($. 130 Folgef.) 


= — n" (Annahme) 





4+2(- er 81)) = m-Fn"—n (#130) 


d. h. zen w. ;. b. w. 
$. 133. 

Lehrſ. Eine Zahl, die im Dividendus und Divifor aufgeht, 
geht auch im Refte auf. 

Dem. Der Dividendus ift anzufehen ald ein Ganzes, deffen 
einer Theil ein Vielfaches des Diviford, der andere der Reit ift; 
D=dqa-+-r ($. 128). Geht nun eine Zahl im Divifor auf, 
fo gebt fie auch (8. 130) in dem Bielfachen des Divifors, d. h. 
in einem Theile des Dividendud auf. Da fie nun zweitens 
auch in dem Dividenduß, d. h. in dem Ganzen aufgeht, fo geht 
fie nah $. 131 auch in dem andern Theile, d. h. in dem Nefte 
auf. In Zeichen: 
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‚Annahme. —* alſo 4-4 n. ¶ ⸗ 
— (6.130) 
Sapß. — =Rn. ’ 
Bew. r — D—dq (8. 128) 
a a a 
— n’—n" (Annahme) 
=n ($. 129), w. 3. b. w. 
8. 134. 


Aufe. Das größte gemeinfhaftlihe Daß zweier Zahlen zu 
finden. 
Aufl.”) (an dem Beifpiele der Zahlen 612 und 138, mit 
angefnäpfter Verallgemeinerung des Verfahrens). 
1. Das größte gemeinfchaftlihe Maß fann nicht größer ala 
die Heinfte der beiden Zahlen fein; darum prüfe man juerft, ob 
es diefe Pleinere Zahl felbft ift, d. b. ob fie in der größeren 
aufgeht. 
612:138 — 4 
552 


— 


60 

Dadurch find die beiden gegebenen Zahlen in das Berhält- 
niß eines Dividendus und Diviford gebracht, und der Reft, hier 
60, zeigt an: erſtens, dag die fleinere der beiden gegebenen Zahlen 
ein gemeinfchaftlichee Maß beider nicht ift; zweitens, daß dies 
Map nah 8. 133 zugleih ein Maß vom Reſt 60 fein muß 
und darum höchſtens diefer Reſt 60 felbft fein fann. 

68 ift darum weiter zu prüfen, ob der Reſt 60 in den bei- 
den gegebenen Zahlen 612 und 138 aufgeht. Diefe Prüfung ift 
aber nah F. 132 dahin abzufürzen, daß man nur unterfucht, ob 
der Reft 60 in dem vorigen Divifor 138 aufgeht, weil er dann 
ud im Dividendus 612 aufgeht. 

Demnach ift die Aufgabe, das größte gemeinfchaftlihe Maß 
feier Zahlen, des Dividendus 612 und des Diviford 138, zu 
finden, darauf zurüdgeführt, das größte gemeinfhaftlihe Maß 

Nur der wichtigen Anwendungen in 8.154 willen geben mir diefe Auf⸗ 


. 
bung, die für Die vorliegende Aufgabe fonft zweckmäßiger durch das Verfahren 
des 8. 149 erfeht wird. 
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vom Divifor, 138, und Reft, 60, zu finden, und in unveränder- 
ter Wiederholung des Verfahrens von Nr. 1 verfahren wir dem- 
nach weiter alfo: 
2. Das größte gemeinfchaftlihe Map Tann nicht größer 
als die Hleinfte der beiden Zahlen, 60, fein; darum prüfe man, 
ob es diefe Eleinere Zahl felbft ift, d. h. ob fie in der größeren 
aufgeht. 

138:60 = 2 

120 


18 

Der Reft 18 zeigt: erſtens, daß die kleinere der beiden Zahlen, 
der Diviſor 60, ein gemeinſchaftliches Maß beider nicht iſt; 
zweitens, daß dies Maß nach 8. 133 auch ein Maß von 18 iſt, 
alſo höchſtens 18 ſelbſt ſein kann. | 

.Es ift darum weiter zu prüfen, ob 18 in den beiden Zahlen 
138 und 60 aufgeht. Diefe Prüfung ift aber nad) $. 132 dahin 
abzufürzen, daß man nur unterfucht, ob der Reſt 18 in dem 
vorigen Divifor 60 aufgeht, weil er dann auch in dem Dividen- 
dus 138 aufgeht. 

Demnach ift die Aufgabe, dad größte gemeinfchaftlihe Maß 
zweier Zahlen, des Dividendus 138 und des Diviford 60, zu 
finden, ganz wie vorher wieder darauf zurücgeführt, das größte 
gemeinfchaftlihde Maß vom Divifor 60 und dem Reſt 18 zu 
finden, und zum dritten Male wiederholt fih das Berfahren von 
Nr. 1. 


In eben fo unveränderter Weife würden wir die Auf 


gabe, da8 größte gemeinfchaftlihe Maß von 60 und 18, ala 


Dividendud und Divifor, zu finden, darauf zurüdgeführt fehen, 
das größte gemeinfchaftlihe Mah vom Divifor 18 und dem 
Reſt 6 zu finden, 

60:18 — 3 

54 

6 | 
und in borliegendem Beifpiele bei diefer vierten Wiederkehr des 
Verfahrens von Nr. 1 in 6 felbft das gefuhte größte gemein- 
ſchaftliche Maß gefunden haben. 

Bew. (sunähft am obigen Beifpiele geführt, deſſen Rech— 

nungen wir hier in zwedmäßiger Anordnung zufammenftellen): 


- 
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138 |612 14 .... 2. v2 00. Nr. 1 
552 
60113812 ....... Nr. 2 

120 
18160|3..... Nr. 3 
EI u 
6 183 .. Ar. 4 
28 


6 ift das größte gemeinfchaftliche Maß von 6 und 18 in Nr. 4, 
folglich nad) 8.132 auch von (18 und) 60 „u „ 3, 

v ee u v v (60 und) 138 u.» 2, 

” „un rn 138 und 612, „1, 

w. z. b. w. 

Aus dem Vorſtehenden ergiebt ſich nun ganz allgemein 
für die vorliegende Aufgabe die 

Aufl. Dividire durch die kleinere die größere Zahl; durch den 
Reft den vorigen Divifor; und fo fort immer wieder durdh den 
neuen Reſt den vorigen Divifor, bis dieſe Divifion endlich auf- 
geht: fo wird der lebte aufgehende Reſt das größte gemeinfchaft- 
liche Maß fein, und für den Fall, wo er 1 ift, die Anzeige ent- 
halten, daß Die beiden gegebenen Zahlen fein größere® gemein- 
ſchafllihes Maß ale 1 haben, welches felbitveritändlih ein gemein- 
ſchaftliches Maß aller ganzen Zahlen ift. 

Bew. Daß man dur hinlänglid fortgefehte Anwendung 
des obigen Berfahren® endlich, wofern nicht auf einen größern 
Reft, der im vorigen Divifor aufgeht, auf den Reſt 1 fommen 
müſſe, folgt mit Nothwendigfeit daraus, daß jeder Reſt fleiner ift 
ald der Divifor, d. h. jeder folgende Reſt Fleiner als der vorher 
gehende, und daß man dur hinlänglich hrtzeſebies Zurůck⸗ 
zaͤhlen endlich nothwendig auf 1 fommen müſſe.“) 

Daß aber der letzte Reſt, welcher in ſeinem Diviſor aufgeht, 
wirklich ein gemeinſchaftliches Maß der beiden urſpruͤnglich gege- 
denen Zahlen, und zwar ihr größtes gemeinſchaftliches Maß iſt, 
ergiebt fich kurz alfo: 

Der lebte Reſt geht in fich felbft und in feinem Divifor, alfo 





Roch wirkfamer läßt fih zu dem Zwede der Sah Nr. 207 8. 100 bes 
nugen, daß jeder Reſt Meiner ald die Hälfte des Dividendus ift. 
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au in dem Dividendus auf. Divifor und Dividendus find Ne 
und Divifor der vorhergehenden Divifion, alfo geht der lebte Reſt 
auch in dem Dividendus diefer Divifion auf; Divifor und Divi⸗ 
dendus diefer Divifion find wieder Reit und Diviſor der vorher 
gehenden, und fo gebt der letzte Neft wie im Divifor fo auch im 
dem Dividendus diefer Divifion auf und fo fort, endlich im Di⸗ 
videndus und Divifor der erften Divifion, welches eben die ur 
fprünglich gegebenen Zahlen find. Ä 

Er ift aber zugleih da® größte Maß, weil diefe Bor 
audfegung dem ganzen Verfahren zum Grunde gelegt war, indem 
dad größte Maß niemald größer als der jedeömal in Betracht 
gezogene Reft fein konnte. | 

Anm. Auf diefelbe Weife könnte man nun auch das größte gemeinfdhaft- 
fhaftlihe Maß mehrerer Zahlen finden, indem man dasſelbe erft für zwei 
Zahlen ſuchte; dann das größte gemeinſchaftliche Maß von dieſem und einer 
‚dritten Zahl; und fo fort immer wieder dad größte gemeinſchaftliche Maß vom | 
dem bis dahin gefundenen und einer neuen Zahl, bis man zu der legten ge 
fommen wäre. Dod) ergiebt fi ein viel einfacheres Berfahren für diefe Auf 
gabe aus 8.149, welches dann ebenfo auch ſchon für die Auffuhung des größe 
ten gemeinf&haftlihen Maßes zweier Zahlen in den meiften Fällen anwend⸗ 
barer ift. 

$. 135. 

Folgeſ. Das größte gemeinfchaftlihde Maß zweier Zahlen 
ift eine ganze Zahl, da es in dem legten Refte ald Differenz 
zweier ganzen Zahlen auftritt ($. 129). 


| $. 136. 

Kennzeichen der Theilbarfeit einer Zahl durch andere, nebſt 
den Beweiſen dafür.) 

1. Eine Zahl läßt fih durch 2 heben, wenn fie entweder gar 
feine Einer enthält, oder fonft diefe Einer für fih dur 2 ohne Reſt 
theilbar find, d. h. wenn auf der legten Stelle der Zahl eine Null 
oder eine durch 2 theilbare Zahl fteht. Denn -jede Zahl, die Feine 
Einer bat, ift anzufehen ala ein Vielfaches von 10, 3. B. 3450 
— 345.10. Da nun 2 in 10 aufgeht, fo geht 2 aud in jedem 
Vielfahen von 10 ($. 130), d. h. in der vorliegenden Zahl auf. 
Enthält die Zahl aber auch Einer, in denen 2 aufgeht, fo zer- 

) Wir befchranfen die Aufftellung diefer Kennzeichen auf Zahlen Die in 


unferm dekadiſchen Zahlenfufteme ausgedrüdt find; ohne Schwierigkeit find fie 
au für-andere Zahlenfpfteme aufzuftellen. 
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lege man dieſelbe in zwei Theile, von denen der erſte alles bie 
auf die Einer enthält und darum als ein Vielfaches von 10 durch 
2 ohne Reit theilbar ift, der zweite Theil aber die Einer, die der 
Annahme nad) ebenfalld dur 2 ohne Reft theildar find. Sind 
aber jomit beide Theile der Zahl durch 2 ohne Reſt theilbar, fo 
it es nach 8. 130 auch die ganze Zahl, w. z. b. w. 

Jede durch 2 ohne Reſt theilbare Zahl heißt eine gerade 
oder eine Paarzahl; jede andere eine ungerade Zahl. 

Jede Paarzahl iſt demnach darzuſtellen durch Zn, jede uns 
gerade Zahl durch 2Zn--1 oder 2n—1, wofern n eine ganze 
Zahl ift. 

2. Eine Zahl läßt fih durch 5 heben, wenn fie entweder 
feine Einer enthält oder doch nur foldhe, die fih durch 5 heben 
laffen, d. h. wenn die Zahl am Ende eine Null oder eine Fünf 
bat. Denn bat die Zahl feine Einer, fo ift fie ein Bielfaches 
von 10, 3. B. 270 = 27.10. Da nun 10 durch 5 theilbar ift, 
jo ift e8 auch ($. 130) jedes Vielfahe von 10, d. h. die gege- 
bene Zahl. Im andern Falle aber denfe man fich die Zahl in 
zwei Theile zerlegt, von denen der eine alles bis auf die Einer, der 
andere diefe Einer enthält, 3. B. 275 = 2704-5. Da nun der 
eine Theil als Vielfaches von 10, der andere nad) der Annahme 
durch 5 ohne Reft theilbar ift, fo ift nach 8. 130 auch die ganze 
Zahl durch 5 ohne. Reft theilbar, w. z. b. w. 


3. Eine Zahl läßt fih durch A heben, wenn fie entweder 
feine Zehner und feine Einer enthält, oder fonft diefe Zehner und 
Einer zufammengenommen eine für fih dur 4 ohne Reit theil- 
bare Zahl bilden — kurz, wenn die Zahl am Ende zwei Nullen 
hat oder die beiden legten Ziffern derfelben für ſich eine durch 4 
ohne Reft theilbare Zahl bilden. Denn in erfteren Falle ift die 
Zahl ein Vielfaches von 100, 5. B. 73500 = 735.100; und da 
4 in 100 aufgeht, fo geht 4 nach $. 130 in jedem Bielfachen 
von 100, d. h. in der Zahl auf. Im andern Kalle, 3. B. für 
die Zahl 73536, denfe man fih die Zahl wieder in zwei Theile 
jerlegt, 73500 4-36, von denen der erfte alled bis auf die Zehner 
und Einer enthält und darum ald Vielfaches von 100 durd 4 
ohne Neft theilbar ift; der andere Theil aber die Zehner und 
Einer, die nach der Annahme ebenfall3 durch 4 ohne Reit theil- 
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bar ſi ind. Da ſonach beide Theile der Zahl durch 4 ohne RR 
theilbar find, fo ift e8 nach $. 130 auch die ganze Zahl, ° 
w. 3.b.mw 

4. Eine Zahl läßt fih durch 8 heben, wenn fie entweder 
feine Hunderte, Yehner und Einer enthält, oder fonft die 
Hunderte, Zehner und Einer zufammengenommen eine für fig 
durh 8 ohne Neft theilbare Zahl bilden — kurz, wenn am 
Ende der Zahl drei Nullen fiehen oder die drei legten Ziffern den 
felben eine für fi durch 8 ohne Reſt theilbare Zahl bilden; 5.2 
37000, wie aud) 37136 find dur 8 ohne Reſt theilbar. Der 
Beweis ift derfelbe wie in den drei vorigen Nummern, mur def 
hier Taufend, dur 8 ohne Reft theilbar, an die Stelle von Hun 
dert und Zehn dort tritt. | 

5. Eine Zahl läßt ſich durch 3 oder durch 9 heben, wenn 
fih die Querfumme der Zahl, d. h. die Summe der Zahlwerthe 
der einzelnen Ziffern ohne Berüdfihtigung ihres Stellenwerthe 
durch 3, beziehungsmeife durch 9 heben läßt. 

Bew. Bor jeder höhern Einheit unſers Zahlenſyſtems gehl 
eine mit lauter Neunen geſchriebene und darum in jedem ihrer 
Theile und alſo auch im Ganzen ſowohl durch 9 als auch durd 
3 theilbare Zahl ber. 

jede höhere Einheit felbft, 3. B. 100, 1000, giebt darım 
bei der Divifion durch 9 ſowohl als auch durch 3 den Reft 1. 

Jedes Vielfache einer höhern Einheit, 3. B. 200, 7000, giebt 
demnach einen folchen Reft 1 ſovielmal, als dies Bielfache der 
höhern Einheit anzeigt, 4. B. 2.1, 7.1, wobei wir davon ab 
fehen fünnen, daß der Heft bei der Divifion durch 3 eigentlid 
um jedes Bielfache von 3, welches darin enthalten ift, zu verllei 
nern, 3. B. flatt obiger 7 nur 1 zu feßen fein würde. 

Darnach ift jeder Theil einer aus Einheiten verfchiedener Ord- 
nungen zufammengefegten Zahl, 3. B. der Zahl 7218, in zwei 
Theile zu zerlegen, deren einer durd 9 und auch durch 3 theilbar 
ift, deren anderer aber fo viel Einheiten enthält, ald das Vielfade 
der jededmaligen Ordnung anzeigt. 

7000 = 7.999 47 

200 = 2. 99-+-2 
1=1. 9-+1 
8 — — 468. . 


” 
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Dann iſt aber auch die ganze Zahl 7218 in zwei Theilen 
wufufoflen, deren einer die Summe diefer eriten Theile, der andere 
die Summe der zweiten Theile ift. 

Da nun die Summe der erften Theile, wie jeder einzelne 
ah 9 und 3 theilbar ift, und der Annahme nah auch die 
Summe der zweiten Theile, d. b. die Querfumme, fo muß nad 
$. 130 die ganze Zahl durch 9 oder beziehungsmeife 3 ohne Reit 
Heilbar fein, w. 3. b. w. 

6. Eine Zahl läßt fih durch 6 heben, wenn fie fi durch 
$ und durch 3 zugleich heben läßt, d. h. wenn fie eine Paar- 
hl ift und ihre Querfumme ſich durch 3 heben läßt, z. B. 516. 
Der Beweis folgt aus $. 148 (unten), woraus man ferner 
ertennt, daß fich eine Zahl heben läßt 
Ä durch 12, wenn durh 3 und 4; 

„15 » ., 3. 5 

„» 183, » „ 2 „9 %., . 
‚überhaupt durch das Product zweier relativen Primzahlen (f. daf.), 
wenn durch jede einzelne derfelben. 
Die Kennzeichen der Theilbarfeit durch 7 haben keinen, durch 
11 wenigſtens feinen der Weitläufigfeit ihrer- Begründung ent- 
(hrechenden Werth. Das Refultat für 11 ift fonft nicht fo com- 
plicirt, e8 heißt: ine Zahl ift durch 11 theilbar, wenn fich der 
Unterfhied der Querfummen der Stellen gerader und ungera- 
der Ordnungen durch 11 theilen läßt oder Null ift, 3. 3. 96437. 
Unterfchied der Querfumme = (7 +49) — (346) = 20 — 9 
=1l. 


2. Rapitel.* 
Die Primzahlen insbeſondere. 


8. 137. 

Erkl. Eine Zahl, die fi) durch feine andere Zahl ald durh1 
und fih felbft ohne Neft theilen läßt, die alſo nicht ald das Pro- 
duct irgend welcher anderen Factoren zu denken oder in foldhe zu 
erlegen ift, heißt abfolute Primzahl, Primzahl flicht- 
weg; z. B. 2,3, 5, 7 x. find Primzahlen. 

| Im Gegenfage zu den (abfoluten) Primzahlen heißen alle 
 mderen Zahlen zufammengefegte, z. 8. 4 6, 10. x. Die 
| 


110 Arithmetik. 


Primzahlen, als deren Product eine zuſammengeſetzte Zahl erſcheint, 
heißen die einfahen oder die Prim-Factoren diefer Zahl 
z. B. von 6, 10, 15 find 2 und 3, 2 und 5, 3 und 5 die Primf 
factoren. | 

Zwei oder mehrere Zahlen, deren größte® gemeinf Saft, 
liches Maß 1 ift, die fih alfo durch feine andere gemein— 
fchaftliche Zahl ohne Reſt theilen laſſen, heißen relative Prim 
zahlen oder Primzahlen in Beziehung auf einander, mt 
4 und 9. 

Anm. 68 läßt fih noch fein Gefeh einer Reihe aufitellen, nad) welcht 
die Primzahlen auf einander folgen. Die elementaren Sätze, daß jede Priu 
zahl, außer 2 und 3, von der Form 6n—-1 iſt (weil ja alle Zahlen von der 
Form 6n +2 wenigftend durch 2 und von der Form 6n—+-3 mwenigftens dur 
3 theilbar find, vgl. $. 136) und auch von der Form Sn-+1 oder 8n—3 (m 
ja alle Zahlen von den anderen Formen 8n—-2 und 8n +4 wenigſtens duch 8 
theilbar find), haben wenig Werth, weil nicht umgekehrt alle Zahlen von einer | 
diefer Formen Primzahlen find, 3. B. nicht 119 und 91. 


. 8. 138. 

Aufg. Eine gegebene Zahl in ihre Primfactoren zu zerlegen 

Aufl. Man theile diefelbe durch die möglichft Fleinfte Prim 
zahl, den dadurch erhaltenen Quotienten wiederum ebenfo, und 
verfahre in gleicher Weife mit jedem neuen fo hervortretenden 
Quotienten, bis man auf einen ſolchen fommt, der fich nicht mehr 
durch eine einfache Zahl theilen läßt d. h. felbft eine Primzahl if, 
z. B.: 


| 
i 


229320 — 23 ,32.5.72.13. 
2 | 114660 


ISIN ODD 
o 
—* 
es] 
Do 


Daß man aber jo jedesmal auf einen lebten Quotienten, der eine Prim 
zahl ift, kommen müffe, folgt mit Rothwendigkeit daraus, daß eine endliche 
Zahl nicht das Product von unendlic vielen Sactoren, deren jeder größer ald 1 
if, fein kann. 

Zur Abkürzung des Verfahrens wird man die Divifionen durh 4 = 2%, 
8 = 2°, 9 — 82, 25 — 52 x. ... an bie Stelle fucceffiver Diviſionen durh 
2, 8, 5, ... feben können. 
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8. 139. 

Lehr. Ein Quotient, deffen Dividendus und Diviſor (ein 
Bruch, deflen Zähler und Nenner) abfolute oder relative Prim- 
ahlen find, ift in den Eleinften Zahlen ausgedrüdt. 

Annahme. p und q feien Primzahlen, abfolute oder relative. 
| Saß. pP ift in den einen Zahlen audgedrüdt. 

Bew. (apagogifh). Sa q = - und wo möglich erft = _ 
in den Heinften Zahlen ausgedrüdt. Diefe Fleinften Zahlen fürn 
wid v entſtanden dann dadurch, daß man (8.91) p und q durd ihr 
Roͤßtes gemeinſchaftliches Ri theilte, welches nach $.135 eine 
ganze Zahl ill. Demnach müßlen p und q durd eine ganze Zahl 
heilbar ſein, welches der Annahme, daß ſie Primzahlen ſind, nach 
4. 136 widerſpricht. 

8. 140. 

Folgeſ. Dividendus und Divifor eines Quotienten (Zähler 
amd Nenner eines Bruches), der nicht in den Meinften Zahlen aus⸗ 
gedrüdt ift,. find Bielfache vom Dividendug uud Divifor (Zähler 
und Nenner) feines kleinſten Ausdrucks. 


8. 141. 

Lehrſ. Eine Primzahl geht nicht in dem Producte zweier 
von ihr verfhiedener Primzahlen auf. 

Annahme. a, b, a drei verfchiedene (abfolute) Primzahlen, 
n wie immer eine ganze Zahl. 


Satz. * nie = n. 
Bew. Wäre a. —n 
b n 
fo wäre 7 == 7 ($. 90), 


undalfo, weil » in den fleinften Zahlen ausgedruͤckt ift (8. 139), a 
ein Vielfaches "von a ($.140), welches der Annahme, daß a und 
a Primzahlen find, widerſpricht. 


8. 142. 
Folgeſ. Seht eine Zahl a in dem Producte zweier anderen 
2.b auf, zu deren einer, b, fie eine (relative) Primzahl ift, fo geht 


” u — 7 757— | 
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Primzahlen, als deren Produ⸗ a | 
heißen die einfachen „A zen aus a n 
z. B. von 6, 10, 15 .7 folgt b_ı2 (8. 9) 
factoren. „“ nee ® a 

Zwei ob - Zu — 0, daB a ein Vielfaches von a iſt. 
lihes M —* 8. 143. 


Shaftlif gebt eine Primzahl nicht auf in dem Product 

jap! RR giedener Primzahlen, fo geht fie auch nicht auf 
4 —5 (a+1) von ihr verfchiebener Primzahlen. 

wu? nahme: Sei p=a.b.c... ein Product n folder 

‚ner Primzahlen, in welgem die Primzahl « alſo mi 

eine neue von a verſchiedene Primzahl. 


aufgeht: "» pr . 
Saß —A ndt=n 
Bew. Wäre ET — n, 
alſo EL, 
a r 


fo müßte, weil * in den kleinſten Zahlen ausgedrückt ift (8.139, 
r ein Vielfaches von a fein ($. 140), welches der Annahme, di 
r und a Primzahlen find, widerfpridht. 
8. 144. 
Folgeſ. Eine Primzahl a geht nicht auf in dem Produf 
beliebig vieler von ihr verfchiedener Primzahlen. Denn da 
nah 8. 141 nicht aufgeht in dem Product zweier verjchiedent 
Primzahlen fo geht fie nun nad) $. 143 auch nicht auf in dem 
Producte dreier, und darum wieder nicht nach demfelben $ ir 
dem Producte vierer und fo ohne Ende fort, auch nicht in dem 
Producte beliebig vieler von ihr verfchiedener Primzahlen, 


s. 145 w. z. b. m | 


Lehrf. Geht ein Product mehrerer Zahlen in einer ande. 
auf, fo geht auch jeder einzelne Factor derſelben in diefer al 
dern auf. 


ar 


Annahme. pP —=n. 
h a.ß.Y..- 
P 


Satz. Fi 5 = n“; ⁊x. .. 
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r — n.B.7 (8. 90.2)... — m ($. 129). Ganz 
p r 
‚ul: =n.A%Y...=n.X%. 
A ier Y 
8. 146. 


Folgeſ. Eine Zahl q kann nicht in einer andern p auf- 
en, wenn in q auch nur eine Primzahl « ald Kactor vor- 
mt, die nicht zugleih in p vorkommt ($$. 145 u. 144). 
ı Eine Potenz eines Primfactord geht nicht auf in einer Zahl, 
he Primfactor gar nicht oder doch in einer niedrigeren 
tenz enthält. 
| 8. 147. 
| Lehr). Ein Product von Primzahlen. gebt nicht auf in dem 
tducte beliebig vieler von ihnen verfchiedener Primzahlen. 
Annahme a,b, c,... Primzahlen, a, B,y, ... eine 
ei Reihe von jenen verfihiedener Primzahlen. 


Satz. — nicht = n. 
Bew. Wäre — — n, 
ſo wäre auch — — n.ß.y7.d...n ($.90.2)= n, 


($. 129); 
% bh. a müßte aufgehen in abed..., welches $. 144 widerfpricht. 
Folgeſ. Keine Potenz eines eigentlichen, echten oder unechten 
Bruchs (alfo namentlich auch nicht das Quadrat eines ſolchen 
Bruhe), kann jemals einer ganzen Zahl gleich werden. 


8. 148. 


Lehrſ. Wenn zmei verfhiedene Primzahlen in einer und 


derſelben dritten Zahl aufgeben, fo geht auch ihr Product in der- 
felben auf. 


Annahme. a und B zwei verfchiedene Primzahlen, und L 
= nv und E — nm“. 


Satz. a.B = nn 

dem. p = a.n‘. (Annnahme) 
PD _ am _ zu desgl.) 
(desg 


delmes, Elementar⸗Mathematik. J. 8 
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und darum nach 8. 142 
n‘ 


B.n 















In "w.;.b.m. 


nwendung f. oben $. 136, Nr. 6. 


8. 149. 

Anfe. Das größte gemeinfchaftlihe Mag mehrerer gege 
bener Zahlen zu finden. 

Aufl. Man zerlege jede derfelben nah $. 138 in if 
Primfactoren; bilde alddann aus den allen gemeinfchaftlide 
Factoren ein Product, welches fonach jeden gemeinfchaftlichen Pri 
factor in der niedrigften Potenz enthalten wird, worin derfelbe 
einer der gegebenen Zahlen vorkommt; fo wird Died Product d 
größte gemeinfchaftlihe Maß fein. 

Bew. . Das fo gebildete Product geht in jeder der gegebenen 
Zahlen auf, weil es feinen Factor enthält, der nicht in jeder der 
felben gemeinfam enthalten ift; es ift aber auch das größte ge 
meinfhaftliche Maß, weil es alle Factoren enthält, die den gegebenen 
Zahlen gemeinfchaftlich find, und darum die Multiplication desſelben 
mit jedem neuen Factor eine Zahl gäbe, die nach 88. 145 u. 14 
in allen den Zahlen nicht aufgehen würde, die diefen neuen Fach 
nicht enthalten. 

Beifp. Das größte gemeinſchaftliche Maß von 

360 — 23.82.5 
180 — 22.32.5 
2100 — 22.3.52.7 
ift 22.8.5 = 60. 

Anm. Im dein Berfahren diefes $. liegt eine zweite und im den meiſtei 
Fällen einfachere Auflöfung der Aufg. $. 134. 

8. 150. - 

Erkl. Das kleinſte gemeinfhaftlide Bielfadt 
mehrerer gegebener Zahlen oder ihren kleinſten Divi— 
duus (Generalnenner bei Brüchen) nennt man die Fleinfte Zahl 
worin alle gegebenen Zahlen aufgehen. So ift z. B. 12 du 
fleinfte Dividuus von 2, 3. 4, weil es feine kleinere Zahl giebt 
worin 2, 3 und 4 zugleich aufgehen. 


a w 
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8. 151. 


Aufg. Das kleinſte gemeinſchaftliche Bielfache (den Meinften 
Generalnenner) gegebener Zahlen zu finden. 

Aufl. Man zerlege, wie in $. 138, die gegebenen Zahlen 
in ihre Primfactoren, bilde alddann au? allen dabei auftretenden 
verfhiedenen PBrimfactoren ein Product alfo, daß darin jeder der 
verſchiedenen Primfactoren in der höchiten Potenz vorfommt, in 
welcher ihm eine der gegebenen Zahlen enthält; fo wird dies 
Product das kleinſte gemeinfhaftlihe Vielfache fein. 

Bew. Erſtens ift das fo gebildete Product ein Vielfaches 

der gegebenen Zahlen, da in ihm alle einfachen Factoren 

er diefer Zahlen vorkommen; zmeiten® ift e8 auch das kleinſte 
meinfhaftliche Vielfache, da nicht irgend einer feiner Factoren 
gfallen dürfte, ohne daß es nach 8.146 aufhörte, das Vielfache 
t Zahl oder der Zahlen zu fein, unter deren Primfactoren jener 
gelaffene Factor oder eine höhere Potenz desfelben vorfam. 
Beiſp. 360 — 23.82.5 
| 2100 — 22.3.52.7 
180 — 22.32.82. 
tenſtes gemeinſchaftliche Vielfache — 2?.32.52.7 —= 12600. 


8. 152. 


Anm. Aus dem vorigen 8. erflärt fih nun leicht und vollftändig fol⸗ 
gende praftifche Anordnung des Verfahrend, wodurh man dad 
Neinfle gemeinfchaftliche Vielfache mehrerer Zablen, fo 3. B. namentlich den Heinften 
Ömeralnenner mehrerer Brüche, (8. 171 unten) findet. Sei 3. B. das kleinſte 
gemeinfame Bielfache (der Generalnenner) der Zahlen (der Nenner) 2, 3, 2, 6, 
8, 10, 14, 16, 21, 27, 35 zu finden. 

Regel 1. Man ftreicht alle Nenner durch, die in einem andern aufgehen, 
(alfo auch alle gleichen bi8 auf einen, wenn diefer.eine dann nicht felbft wieder 
wegfällt, weil auch er wiedkk in einem anderen aufgeht). 

Regel 2. Man hebt dann foviel Nenner, ald möglid), durch irgend eine Prims 
zahl als ihr gemeinfchaftlihes Maß, fchreibt ftatt ihrer die erhaltenen Auotienten, 
und feitwärts das-gemeinfchaftliche Maß; feht dies Verfahren Nr. 2, zugleich mit 
neigen Wiederholung von Nr. 1, an ben auftretenden Quotienten und den 
noch unveränderten Rennern fo lange fort, bis keine ber beiden Regeln mehr 
eine Anwendung findet. 

Das Product aus allen noch unveränderten und ſo veränderten Nennern 
Kaum din den Zahlen, wodurch mam gehoben hat, wird der kleinſte Benerafs 
nenner fein 

8* 
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Beiſp. 
Reife 
2, 8, 2, 6, 8, 10, 14, 16, 21, 27, 35 


6. 10, 14, 16, 21, 27, 36 Fi burh erſte Anto- v. Rep t 

2 3 5 7 821,27, 35 " u. 
8, 21. 27. 36 vw. weite nn 

3 83, 79, 35| V „0. 
8 9, 35 | VI ” dritte: ” ” n 


Zweckmäßig abgekürzt: 


2 *. g, 6, 8, 10, 14, 16, 21, 27, 35 
x. h. 1. 8. 21. 27. 35 
3 8 J. 9. 35 


Seneralnenner = 2.3.8.9.35 — 15120. 


Der Beweis des vorftebenden Berfahrend liegt freilich vollſtä 
in 8. 151 enthalten, für welchen bier nur eine befonderd praktiſche M 
angegeben ift, die verfhiedenen Primfactoren aller Zahlen leicht und fi 
zu erhalten. Dennod begründen wir dies befondere Verfahren, namentlid i 
Hinblick feiner Anwendung in $. 171, leicht noch alfo: 

Man Hat die Pleinfte Zahl N’ zu fuchen, worin die Zahlen der Reife 
aufgehen, alfo unter Anwendung der Regel 1 nach 8.180 Folgef. nur bie 
Zahl N” worin die Zahlen der Reihe II aufgehen. 

Man hebt zu dem Ende diefe Neihe II unter Anmwendung der Regel? 
dur 2 und erhält die Reihe III. Jede Zahl N“, worin die Zahlen be 
Neihe III aufgehen, multiplicirt mit 2, ift dann fo befchaffen, dag auch die Zahlen 
der Reihe II darin aufgehen Denn in 2 N“ tommen die Zahlen der Reipell 
enttweder unverändert vor, wie 21, 27, 35; oder zerlegt in die beiden Factoren 
2 fammt den zugehörigen Zahlen (Quotienten) der Reihe III, wie 6 ald 2.3, 
10 ald 2.5 2... 

Die Aufgabe, das kleinſte gemeinſchaftliche Bielfache der Zahlen der Reihe I 
und damit denn auch der Reihe I zu finden, ift alfo darauf zurüdgeführ, 
dad fleinfte gemeinfhaftlihe Bielfahe der Reihe III zu finden 

Man wende darum auf die Zahlen der Reihe III unverändert die beiden 
obigen Regeln an, wodurch man auf-die Reihen IV, V x. fommt. 

Und fo läßt ſich leicht und allgemein erfennen, daß die Aufgabe, dad 
fleinfte gemeinfhaftlihe Maß mehrerer Zahlen zu finden, durch das angegebene 
Berfahren von den Zahlen einer Reihe auf die de folgenden Reihe zurüdge 
führt erfheint, und daß darnad) in dem Producte der Zahlen der lebten Reihe 
fammt den abgefonderten Zahlen (gemeinfamen Factoren), wodurch man ge 
hoben "hat, ein ſolches gemeinfchaftliche Bielfache der Zahlen der oberften Reihe 
ſelbſt ficher gefunden ift. 

Daß aber das gefuchte gemeinfchaftliche Vielfache nicht Meiner fein kann 
als die fo gefundene Zahl, folgt einfadh daraus, daß die Weglaffung irgend 
welcher der nun noch vorhandenen und nicht mehr gemeinfamen Factoren det 
legten Reihe eben einen folhen Factor einer urfprünglicen Zahl aus dem 
ſchließlichen Product wegfallen ließe, in Folge deſſen dann bdiefe Zapf nad 
8. 146 in dem Producte nicht mehr aufgehen koͤnnte. 








3 


4 
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3. Rapitel.* 
Sommenfurabele und incommenfurabele Größen. 


8. 153. 
. Lehr. Wenn man eine Eleinere Größe B von einer größeren 
Sröße A derfelben Art ($. 1) fo vielmal abzieht, ald es angeht, 
ma n mal, und von der Größe A nun noch ein Reit R bleibt, 
fo gelten in Beziehung auf ein gemeinfchaftlichee Maß von 
A, B, R die‘ beiden in $$. 132 und 133 über Zahlen aufge- 
fellten Süße, d. h. 
ı Sa 1. Das gemeinfchaftlihe Maß von B und R ift au) 
in Maß von A. 
. Sap 2. Das gemeinfchaftlihe Maß von A und B ift auf 
en Maß von R. 

Annahme 1. A=Bn-+B; und y ein gemeinfhaftlihes 
Naß der Größen Bd Rv.h,.B=y.b;R=y.r. 

Sak.1. A = y.a fo daß a eine ganze Zahl ift. 

Bew. A = B.n-+-R (Annahıne) 


=y.b.n+4y.r 
h — y(bn+r) ($. 58) 
— y.a, fo daf a — bn-+r ald Summe zweier 
ganzen Zahlen, eine ganze Zahl ift (8. 129), w. 3. b. w. 


Annahme 2. A=Bn+R;A=y.,;B=y.b. 
Sa 2. R=jy.r, fo daß r eine ganze Zahl ift. 
Bew. R—= A—Bn (Annahme) 
= y.a—y.b.n 
— r(a—bn) ($. 58) 
— y.r, fodaßr = a— bu ald Differenz zweier 
ganzen Zahlen eine ganze Zahl ift (8. 129), w. 3. b. w. 


8. 134. 

Aufg. Das größte gemeinfchaftlihe Maß zweier Größen 
A und B zu finden. 

Aufl. Man unterfuhe, ob die Fleinere Größe B felbft dies 
Naß iſt. Es fei aber 

AC B.b-0. 

Ein Maß von A und B muß nun, nad) 8. 153, auch ein 

Map von C fein. 
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Man unterſuche, ob C felbft dies Maß iſt, und nad dem 
angeführten $., darum nur, ob es ein ſolches Map von B if. 
Es fei aber 

B= C.c+D. 


Und fo fee man die Meffung jede® vorhergehenden Ma 
(ded vorhergehenden Diviford) durd den neuen Reft fo lam 
fort, bis man etwa auf einen Reft Q fommt, welcher in dei 
vorhergehenden Maße aufgeht, 

A=-B.b+t D° 


B = C.c+D (2) 
C=D.d-{E (3 
L=-MmtN (0 
M =N.n-+P (m) 
N=P.p Q (n) 
r=Q.g (P) 


fo wird Diefer letzte Reft Q, der in dem vorhergehenden Maß Pf 
aufgeht, das größte gemeinfchaftlihe Maß der beiden Gröpef 
A und B fein. | 
Bew. P ift ein Vielfaches von Q, darum auf Grund um 
$. 153 (nach der Gleichung n) auch N; P und N, darum (nad 
Gleihung m) auch M; N und M, darum auch L; und darum 
eben fo jede in der Reihe vorhergehende Größe (der Dividenduß), 
weil die beiden darauf folgenden (Divifor und Reft) folche Did 
fache find; ... E und D, darum auch C; D und C, darum 
auch B; C und B, darum aud A, w. 3. b. w. 


Ein größeres gemeinſchaftliches Maß Tann es aber darım 
nicht geben, weil dem ganzen Berfahren diefe Boraudfegung des 
größten Maßes durchweg zum Grunde gelegt wurde (vgl. 
8. 134). 





&. 155. 
— Zuſ. Die auf einander folgenden Refte C,D,E,.. MN, 
P, Q werden offenbar immer Feiner und feiner, und da jeder | 
folcher Reſt ficher immer Meiner iſt als die Hälfte des Dividen- 
dus, von welchem er bleibt ($. 100. Rr.207), CO<tA; E<4C; 
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B<4E ꝛc. . ., fo giebt es ($. 90) keine Grenze der Stleinheit, 
welche dieſe Reſte nicht erreichen könnten. 
Dennoch berechtigt und nicht? zu der Vorausſetzung, daß 
mdlih einmal ein folder Reſt in einem vorhergehenden aufgehen 
üffe, fondern es könnte recht wohl fein, daß bei obigen Divi- 
nen jeder Reſt ohne Ende wiederum einen Reſt ließe, der nur 
enjo ohne Ende fleiner und Meiner würde. Es laffen ſich fogar 
hanz beftimmt gewiſſe Größen folcher Art nachweifen, wie wir 
dad an einem audgezeichneten DBeifpiel der Art in der Diagonale 
und Seite des Quadrats (Geom. Abfchn. IX. Kap. 4) darge 
iban haben, und wie ſich ebenfo an der Peripherie des Kreifes 
ind feine® Durchmeſſers und noch an andern Größen darthun 
ft. 


$. 156. 

Lehrſ. Wenn bei obigem Verfahren, das größte gemeinfdhaft- 
liche Maß zweier Größen zu finden, niemals ein Reſt fommt, der 
in dem vorhergehenden aufgeht, fomweit man die Divifionen 
4. 154) auch fortfept: fo haben die beiden Größen überall fein 
gemeinfchaftliche® Maß. 

Bew. Wäre dennoch y ein foldhes gemeinfhaftlihes Maß, 
welches in A und B aufginge, fo ginge e8 nad) $. 153 auch im 
‚Arte C auf; und weil in B und C, fo aud im Refte D, und. 
fo weiter in jedem Reſt P,Q BR... die einander ohne Ende ' 
folgen und endlich Peiner als jede noch fo kleine Größe ($. 155), 
alſo auch Fleiner ald x werden. Demnad müßte y in einer 
Größe aufgehen, die Feiner al® y wäre, welches ungereimt ift. 


8. 157. 

Erkl. Zwei gleichartige Größen A und B, die fih nicht 
durch irgend welches gemeinfchaftlihe Maß derfelbenmeffen laffen 
($. 156), heißen incommenfurabele Größen. 

Folgeſ. Zwei incommenfurabele Größen fünnen niemald ge- 
nau durch zwei Zahlen, welche ſich auf eine und diefelbe Einheit 
beziehen, dargeftellt werden. Denn bildete man irgend welches, 
wenn auch noch: fo Fleine® Maß für die eine derfelben, etwa 
durh Halbiren derfelben, durch Halbiren der Hälfte und fo weiter 
durch fortgeſetztes Halbiren der jedesmaligen Hälften, bie man 
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auf das Maß 7 gekommen wäre, welches m mal in A enthalten 
ift, und demnach 

A=ym 
giebt, fo wird alddann B, da es incommenfurabel zu A ift, nu 
innerhalb zweier Grenzen einzufchließen fein, als 

B>y.n 

<y(a+)D 

und e3 iſt demnach 
n 


B y.n n 
AT a d.h. > 


.m m 


rat) | <eH, 


. 1 
Da der Unterfhied der beiden Zahlenverhältniffe nun 2 
if, und dies —- bei hinlänglich großem m, d. h. hinlänglich Heinen 


x unter jede Grenze der Kleinheit herabgedrüdt werden kann, ſo 
it bi8 auf dDiefe Grenze genau 

B_n 

Av | 
wodurh die Möglichkeit erhellt, auch für incommenfurabef 
Größen näherungsweiſe, und zwar bis zu jedem gewünſchten 
Grade der Genauigkeit genau ein Berhältnif derfelben (8.74. I.9 


in Zahlen aufzuftellen. (©. unten Abſchn. VII.) | 


8. 158. | 
Ad Uebungsbeifpiele über dad größte gemeinſchaftliche Map mehrere | | 


Zahlen, wie über das kleinſte gemeinfchaftliche Bielfache (Generalnenner) derfelben | 
fönnen folgende Zahlen dienen: 


1) Bon den Zahlen ift das. größte gemeinfchaftliche Map 
6049, 989 ............. . . .. ..... 23 
It) 71 Mau (11: We 73 
u 3 De 17 
BG, 26..... . . : : ::: :::: 13 
FI 7 . ! : : : :: . 18 
4868, 7.77 ..... . ::!:. 97 
PL EV.) .. .. ! ! .:; 48 
OL, Tl eeeeeneenennnnennenneen 53 
140, BA eeeennnnenennnennenennnn 28 
221, 78.... .. . !! :! :: :: : . : 18 
1 DE: WE: 1 1 . . . : . . . . . : . 29 
LET BT LT . ::::.; 576 
90, Ta, IR eennaeanennnnnneneen 
140, 81, 7 . . .:: .:::::: 7 
90, 72, 12, Deceeeeaaennnunnenn 3 
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2) Bon den Zahlen iſt das kleinſte gemeinfchaftl. Bielfache 
(Seneralnenner) 

12, 16, 20, BO .................... 240 

110, 18 ....................... 210 

6 9, 15 ........................ 90 

BO, 15, 25 ....................... 150 

8, 12, 15, 20 .................... 120 

6, 9, 20, 21, 28 ................. 1260 

2,4, 5, 8, 9, 12, 15, BB .......... 1800 

83,7, 10, 12, 15, 18, 20, 21, 30 ... | 1260 

2, 3, 


4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12 .. | 27720. 


IV. Abfehnitt. 
Die Lehre von den Brüden. 


— 


Borbemertung. Lange vor der Ausbildung des allgemeinen Begriffe 
des Quotienten und des Rechnens mit ihm ($. 76 ff.) hat man für den befon- 
dern Fall, wo der Divifor nicht aufgeht im Dividendus, durch eine befondere 
‚Suffoffang desfelben, nemlih ald „eines Bielfahen eines Theiles der 
Einheit“, d. 5. ald eines Bruches ($. 159), fowohl die jedesmalige Dar» 
ſellung desfelben als einer befondern Zahl gefunden, indem man für eine folche 
neue Einheit, 3. B. Fünftel, Siebentel 2c., mit den bidherigen (ganzen) Zablen 
der natürlichen Zahlenreihe wieder volllommen ausreichte; als auch das Rech⸗ 
nen mit ihm aus der Natur einer fo veränderten Einheit auf das bie- 
herige Rechnen mit ganzen Zahlen zurüdgeführtt. Man ift Rh dabei der 
Divifion und des Duotienten nit anders als in der Theilung der urs 
fprünglihen Einheit betvußt geworden, hat dann aber mit diefer neuen durch 
Zheilung gebildeten Einheit wie bis dahin mit ganzen Zahlen gerechnet und 
in neuen „vier Species der Brüche“ das Rechnen mit fo veränderten Einheiten, 
in Wahrheit das Rechnen mir Quotienten entwidelt. 

Wenn wir nun zeigen werden ($. 162), daß jeder Bruch gemäß ber Be: 
griffsbeſtimmung desfelben ($. 159) nichts anderes ale ein Quotient in unferm 
und dem allgemeinen Sinne ded Worte ift, fo fönnten wir darnach die Lehre 
von den Brüchen, ald ganz in der von dem Quotienten enthalten, gänzlich 
übergehen. Denn ein folher Grund, mie wir ihn für die befondere Behand- 
lung der negativen Zahlen hatten, die ja auch nichts anderes als befondere 
Arten der Differenz waren, liegt bier nicht vor, weil die Brüche ald Zahlen 
vor aller woiffenfchaftlihen Arithmetit längft aufgenommen waren. Dennod 
geben wir derfelben hier eine Stelle, erſtens, weil uns in vielen Fallen ftatt 
des Duotienten im allgemeinen die befondere Auffaffung desfelben ale 
eines Bruches die geläufigere und von Jugend auf gewohnt gewordene ift; 
zweitens, weil die Regeln des Rechnens mit Brüchen ihre Begründung in dieſer 
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befondern Auffaſſung des Duotienten.finden, einer Auffaſſung, die für de} 
Rechnen mit veränderten Einheiten überhaupt nicht ohne Nutzen iſt; drittend, 
weil einige befondere Sätze über Quotienten nur in diefer Form ihrer Aufep; 
fung als Brüche einen befondern Werth haben und darum mit Rüdfiht af) 
diefe Stelle oben feine weitere Ausführung gefunden haben, zum Theil * 
erſt durch Abſchn. III weiter vorzubereiten waren. 

Umgekehrt iſt nun aber auch alles Rechnen mit Quotienten in dem * 
nen mit Brüchen enthalten, weil ſich die Auffaſſung des Quotienten als ein 
Bruches ohne Unterfchied auf jeden Quotienten anwenden läßt; und fo fde 
man mit nicht weniger Recht die ganze Lehre von dem Quotienten übergehe 
und erft in der Lehre von den Brüchen erledigen zu können. Gegen diefes Beil 
fahren fpricht jedoch der triflige Grund, das Allgemeinere nicht erſt durd e 
jedesmalige Einzwängung in eine befondere Form, alfo auf Ummegen, 
als etwas Beſonderes begreifen zu follen. 

So lange darum die Namen Dividendus und Divifor, Zähler und Rem 
ner troß der Möglichkeit, die einen auf die anderen zurüdguführen, mit gute 
Recht neben einander fortbefiehen, und neben der Form = die gleichbedeutende 
4.x gleich oft auftritt: fo lange wird es pädagogiſch geraten fein, die chef 
von den Quotienten und die Lehre von den Bruͤchen neben einander zu behans 
dein und in der gänzlidhen Webereinftimmung der verwandten Säge die Ee— 
kenntniß des obigen Zufammenhangs auszubilden und zu befefligen. Die reist 
Wiſſenſchaft aber wird vielmehr die Lehre von den Brüchen aufgehen laflen & 
der Lehre von den Quotienten, ald umgekehrt diefe in jener. 

Darum kann denn recht wohl diefer Abfchnitt, deſſen Hauptfäge ohnehlk 
vom gemeinen Rechnen ber geläufig find, in Betracht von Abfhn I 
Kap. 4; und um fo mehr denn einftweilen auch Abfchn. III überfchlagen und, 
wie es fich meiften® empfiehlt, fürerft gleih von Abfchn. II zu Abſchn. TH 
übergegangeh werden, da auch Abſchn. V, wie weit es dazu nöthig ifl, vom 
gemeinen Rechnen her befannt genug ift, Abſchn. VI aber nur wegen feine 
wiſſenſchaftlichen Zufammenhangs feine Stelle hier gefunden Hat, toährend.t 
im Unterridhte erft bei fpäteren Repetitionen eine Stelle finden mag. 


8. 159. 

Erkl. Wendet man die Forderung der Divifion (8. 72) auf 
die befonderen Zahlen der natürlihen Zahlenreihe an, fo wird 
nicht jede derfelben ald Product jeder andern und einer darnach 
zu beflimmenden dritten Zahl diefer Neihe anzufehen fein, d. 5 
der gefuchte Quotient wird nicht immer (vielmehr nur in den fe. 
tenften Fällen) durch Zahlen diefer Reihe darftellbar fein ($. 76) 
„der Divifor wird nicht immer in dem Dividendus aufgehen. 
3.82 17:5=x if in der natürlichen Zahlenreihe nicht zu 
finden. Ä 
Wie aber eine ſolche Forderung, ganz abgefehen von wiſſen⸗ 
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Maftlicher Entwickelung, fehon in dem alltäglichen Gebrauche des 
Mehnen® überall und ganz unabweislich auftritt, wie z. B. in 
Aufgaben: „Man hat 30 Ellen für 17. gefauft, was foftet 
d Elle und: „Man hat für 3.8 von einer Ware gekauft, von 
der dad Pfund 10.8 koſtet, wie viel (Pfund) hat man gekauft?“; 
bat man diefelbe von den früheften Zeiten an durch ein Ver⸗ 
ahren erfüllt, welches fich beifpieldmweife in den genannten Auf 
ben alfo geftaltet: Eine Elle foftet den 30ſten Theil von dem, 
830 Ellen Foften, alfo auch den 30. Theil von jedem einzel- 
een. Thaler (ein Dreißigftel-Thaler), alfo ein ſolches „Dreißigftel 
'Thaler- 17mal, d. h. eine Elle Toftet 17 Dreißigftel-Thaler. Und 
für dad zweite Beifpiel: Für 1 8 erhält man ben 10ten Theil 
“ Pfundes, ein Zehntel-Pfund; für 34 alfo ein ſolches „Zehn- 
Hel-Pfund“ mal, d. h. man hat gefauft 3 Zehntel-Pfund. 
‚ Und ganz allgemein bat man eine obige Forderung der 
Divifion durch ein ſolches Verfahren erfüllt, auf welches ſowohl die 
‚tintheilende als auch die vergleichende Divifion in gleicher Weife ge 
führt hat. Dan hat eine urfprüngliche Einheit (Thaler, Pfund, Eins 
‚Werhaupt) in mehrere (30, 10) gleiche Theile getheilt und einen 
folgen (aliquoten) Theil derfelben (ein Dreißigftel- Thaler, .ein 
Fehntel- Pfund) als neue (abgeleitete) Einheit benußt, um mit 
oder in ihr zu zählen, wie man bid dahin mit oder in der ur- 
pruͤnglichen Einheit ſelbſt gezählt hatte. 

Zahlen, deren (abgeleitete) Einheit ausdrüdlich als 
(liguoter) Theil einer andern (urfprünglihen, Haupt) Ein- 
heit angegeben ift, heißen Brüche, im Gegenfage zu den 
biöherigen Zahlen der natürlichen Zahlenreihe, die nun zum Unter: 
fhiede von ihnen ganze Zahlen genannt werden. | 

Beifpiele ſolcher Brüche find 2 Drittel, 17 Dreigigftel-Thaler, 
3 Zehntel- Pfund, 5 Zwölftel-Fuß, im Gegenfage zu 17 Neu- 
grofhen, 3 Neulotb, 5 Zoll, welche letzteren Zahlen diefelben 
Größen in der Form von ganzen Zahlen ausdrüden. 

Zu jedem Bruche gehören demnach zwei (ganze) Zahlen. Die 
eine derfelben, der Nenner des Bruchs, zeigt an, in wie viel 
gleiche Theile eine (urfprüngliche, Haupt) Einheit getheilt werden 
fol, um in einem ſolchen Theile die neue (abgeleitete) Einheit des 
druca iu geben. Die andere, der Zähler des Bruce, zeigt 
an, wie viel mal die durch den Nenner angegebene Einheit da 
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iſt oder wie viel Einheiten der beſagten Art die fragliche Zah 
der Bruch, enthält. Der Zähler des Bruchs ift für diefe n 
Art von Einheiten ganz dasfelbe, was die Zahl überhaupt für t 
bisherige Einheit war. “ 

An obigen Beifpielen find 3, 30, 10, 12 die Nenner (da 
Drittel, ein Dreißigftel- Thaler — dem 30ften Theile von 1 
ein Zehntel-Bfund — dem _10ten Theile von-1 ®; ein Zwölftd 
Yuß = dem 12ten Theile von 1 Fuß); 2, 17, 3, 5 die Zahl 
der genannten Brüche. 

Brüche heißen benannt, wenn die urfprüngliche Einhei 
‘auf welche der Nenner fich bezieht, benannt ift. 

Man bezeichnet den Bruch fo, daß, durch einen (Horizontal 
Strih getrennt, der Zähler (vertikal) über dem Nenner fteht, alt: 


Ku, ee 

Die Bezeichnung ift alfo feine andere, ald die man aud für 
den Quotienten im Hinblid auf $. 162 neben der andern de8$. 72 
gewählt hat. 

Durch folhe Einführung der Brüche ift nun der Zwiſchen 
raum (der Abftand) zwifchen zwei auf einander folgenden Zahlen 
der natürlichen Zahlenreihe beliebig eng auszufüllen, wenn matt 
nur den Nenner der „einzufehaltenden" Brüche beliebig groß wähll 
Denn bezeichnen wir allgemein mit n den Nenner eines folden 
Bruchs, fo liegen zwifchen je 2 auf einander tolgenden Zehleꝛ 


der natürlichen Zahlenreihe die (n— 1) Brüche, — 2 . x “ 


n 
—, in den gleihen, mit wachfendem n immer Heiner werden⸗ 


* Abſtänden (Unterſchieden) 2, und erft der nte Bruch, d. } 
- —, führt auf die nähftfolgende ganze Zahl. 

Aber auch die ganze neue Reihe, mit Einfchluß der biöhe 
rigen (ganzen) Zahlen der urfprünglihen Zahlenreihe, ift nun in 
der Form von Brüchen mit diefem beliebig gewählten Nenner n 
darfielbar. Bor oder unter 1, und feiner ale 1, liegen die erſten 

n 1 n—1. RB. 
(n— 1) Brüche, ale me a a3 1 feldft ift = 


wie überhaupt gleich einem Bruce, deſſen Zähler dem Renner 
gleich iſt, — 3— HH —= — — =; denn bie Geſammtheit de 
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Bpeile worin ein Ganzes, 1, getheilt ift, ift diefem Ganzen felbft 
ſeich. Die folgenden, um je n wachſenden Zahlen zwifchen 1 u. 2 
innen demnach ftatt in der Form l+7 I+- . 1+- ... 


' & in der Form * ... * und die Zahl 2 ſelbſt 






" nad) in ber Form —— = = dargeftellt werden. Und fo 


han jede Zahl a der natürlichen Zahlenreihe überhaupt al® der 
bruch a. — — und die zwifchen a und a+-1 liegenden Brüche 
ſemnach ala anf ant-2 ... anfk ... an ſowie 
I n n n n 


+1) felbft wieder als EHn pargeftellt werben. 
Beiſp. 3 ei = HH; =3. 4 = ; =. 
+ = 4 Hash at 


8. 160. 
Fortſ. Bon. den Zahlen der fo ausgefüllten Zahlen 
rihe nennt man die Brüche, welche Fleiner ala 1 find, deren 
Zähler alfo Fleiner als der Nenner ift, echte Brüche, 


+d.% 4 , alle anderen aber, welche größer als 1 find, 


deren Zähler alfo gleich ift dem Nenner oder größer, unechte. 
Unter den leßteren nennt man wieder diejenigen, welche die 

nen Zahlen der urfprünglichen Zahlenreihe nur in folder Form 

von Brühen ausdrüden, deren Zähler mithin ein Bielfaches 


des Nenner? find (8.159, uneigentlihe Brüde, ala 21 — 9, 
an 





2 — 


Iſt der unechte Bruch in der Form einer ganzen Zahl fammt 
angehängten Bruche dargeftellt, ala 3%, at; fo wird er noch 
befonder8 eine gemifehte Zahl genannt, im Gegenfage eines 
reinen Bruch, der nur aus Zähler und Nenner befteht. 


8. 161. 
Fortſ. Eine gemifchte Zahl (einen unechten Bruch) ein- 
tihten, heißt diefelbe in der Form eines reinen, Bruchs (8. 160), und 
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zwar vom Nenner des in ihr vorkommenden Bruchs darſtellen 
Dasfelbe geichieht nach 8. 159 dur Multiplication der ga 
Zahl mit dem Nenner des Bruchs und durd; Addition von defen 
Zähler. 3. B.: 

4 =1 23- ‚at 7, 142 — 19, 4443 —- en 











Umgeteprt kann jeder reine unechte Bruͤh ale eine gemifäk 
Zahl dargeftellt werden durch Abfonderung der in ihm enthalte 
nen Ganzen, indem man unterfucht, wievielmal der Nenner in 
Zähler enthalten ift ($. 159), d. h. ($. 74. I), indem man des 
Zähler durch den Nenner dividirt. Iſt der Zähler nun ein genaue 
Vielfaches ded Nenner, fo ift der Bruch nach 8. 159 der ganzer 
Zahl (dem Quotienten) gleich, welche dies Vielfahe ausdrückt; im 
andern Kalle ift der unechte Bruch der gemifchten Zahl gleid; 
deffen ganze Zahl das größte Vielfache des Nenners angiebt, wel 
he? im Zähler enthalten ift, deffen zugehöriger Bruch aber dem 
bleibenden Reſt zum Zähler, den gegebenen Renner zum Nenner 
bat. 3. B.: 

4 —=35;, a = 3; ı— 4}; STD .+2. 

Mit Hülfe der fo erweiterten oder vielmehr ausgefüllten 
Zahlenreihe, wie in dem $.158 gefchehen ift, läßt fih nun jeder 
Duotient irgend welcher zweier Zahlen der urfprünglichen Zahlen: 
reihe fiher und beftimmt darftellen, wie folgender Lehrfap ar 
die Hand giebt. 





8. 162. 
Lehrſ. Feder Quotient ift gleih zu feben einem Bruche, 
deſſen Zaͤhler der Dividendus, deſſen Nenner der Diviſor iſt. 
a:b — * 


Beweis. 

a.*) für die eintheilende Diviſion a:b — *. 

Soll man den bten Theil von a nehmen, fo kann man daß 
dadurch vollführen, dab man nach einander den bien Theil von 
jeder in a liegenden Einheit nimmt und diefe Partial-Quotientn 
addirt (8. 78). 

*) Wiewohl der Beweis vermoͤge $. 75 nur auf Grund irgend einer de 


beiden Divifionen geführt zu werden brauchte, fo ift doch im Unterrichte die 
Urſprünglichteit der Beintisführung für beide Divifionsaufgaben raͤthlich. 
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Der bte Theil von 1 aber ift (8.159) ein Bruh vom Nen- 
Ker b und Zähler 1, gleich —* 
Solcher 5 hat man nun aber fo viele, als Einheiten in a 
Begen, d. h. man hat =D d. h. ($. 159) einen Bruch 
pn Nenner b und Zähler a. 


amal 
Ru: a:b—=(I-HI+14.....):b 
1, 1,1, wa 
| — 545-54 ..... ($. 78) 
| 1 a 
| =;2=7,619) w. 3. b. w. 
& B. für die vergleichende Divifion a:b — * 


Man ſoll eine Zahl ſuchen, die anzeigt, wievielmal (mie) 
man b fegen müſſe, um a zu erhalten (8. 74. II). 


Den bten Theil u von b, d. h. 1, muß man offenbar 
b BR 


amal feßen, um a zu erhalten, d. h, bt. w. z. b. w. 
Folglich iſt in jedem Falle der Quotient gleich einer Zahl, 
belche den ſovielten Theil, als der Diviſor anzeigt, 6) ſoviel⸗ 


mal enthält, ald der Dividendus anzeigt, amal, d. h. der Quo— 

fient ift gleich einem Bruche, deſſen Nenner der Divifor, deffen 

Fr 3 a 

Zãhler der Dividendus iſt, a:b — —* w. z. b. w. 
$.: 163. 

Erkl. Brüche werden gleichnamig genannt, wenn fie 
gleihe Nenner haben und für den Fall, wo die Brüche benannte 
‚Zahlen find, diefe Nenner fich zugleih auf diefelbe urfprüngliche 
Einheit (8. 159) beziehen, z. B. 4 4; Zr PB, Zr »P; aber nicht 
A und Zr. 


8. 164. | 
Folgeſ. 1. Gleichnamige Brüche werden addirt oder fubtra- 
Sit, indem man ihre Zähler addirt oder fubtrahirt und diefer 


Summe oder Differenz als Zähler den unveränderten Nenner als 
Renner beigiebt. | 
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a,b _ sth 











Denn infofern der Nenner des Bruch3 nur zu einer neuen, eigen⸗ 
thümlichen Bezeichnungsweiſe der Einheit dient, welche im Zahler 
des Bruchs, wie biäher in der Zahl überhaupt gezählt wird ($. 15% 
gelten von dem Zähler ded Bruchs, bei unveränderten 
Nenner, alle die Rechnungsregeln, welche wir von Zahlen üben 
baupt, bei unveränverter Einheit derfelben, kennen ge 
lernt haben. 


$. 165. 

Folgeſ. 2. Brüche werden mit einer ganzen Zahl multipie 

cirt oder durch diefelbe dividirt, indem man nur ihre Zähler m 

der ganzen Zahl multiplicirt oder Durch diefelbe dividirt, und dieſen 

Producte oder Quotienten ala Zähler den unveränderten Nenner 
als Nenner beläßt. 


"I Beife AP2= HL. HıA=% 
Zn=—. -$:n= 8 


n 
Die Begründung mwörtlid) wie im vorigen $. 


Einfluß der Beränderung des Nenners durch Multiplicatiot 
oder Divifion auf die Veränderung des Bruchs. 


8. 166. 

Lehr. Wenn man den Nenner eined Bruchs mit einer 
ganzen Zahl multiplicirt, den Zähler aber unverändert läßt, ſo 
wird der Werth des Bruchs fo vielmal fo Fein, als die den 
Nenner multiplicirende Zahl anzeigt. (Multiplication des Nenner 
mit einer ganzen Zahl ift Divifion des Bruchs durch diefelbe.) 

& a “ 
am a 

Bew. Der Nenner n eines Bruchs zeigt an ($. 158), in 
wie viel gleiche Theile eine urfprüngliche Einheit getheilt werden 
fol, um in einem folchen Theile die neue dem Säbler des Bruchẽ 
zum Grunde liegende Einheit zu bilden. 

Wird nun der Nenner m mal fo groß genommen, fo fl 


alfo die urfprüngliche Einheit in m mal fo viele gleiche ae 
getheilt werden. Ä 
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Died Tann aber am einfachiten dadurch geſchehen, daß jeder 
Ainzelne der ‚früheren Theile in m neue Theile getheilt wird. 

Dadurch wird aber jeder der neuen Theile m mal fo Mein 
als der biöherige Theil war. 
| Die dem Zähler unterliegende Einheit ift alfo nun m mal 
fo fein, ala fie vorher war. | 
' Und da die Anzahl diefer Einheiten, der Zähler, unverändert 
Beblieben ift, fo muß der ganze Werth des Bruches m mal fo 
Mein geworden fein, w. 3. b. m. 

8. 167. 

Folgeſ. Ein Bruch wird durch eine Zahl dividirt, indem 
mon entweder den Zähler dividirt, bei unverändertem Nenner 
# oder den Nenner multiplicirt, bei unverändertem Zähler 

166) 





mm oder — — 
mn men oder om (vgl. 8. 90). 
8. 168. 


Lehrſ. Wenn man den Nenner eine Bruche® durch eine 
ganze Zahl dividirt, den Zähler aber unverändert läßt, fo wird 
der Werth des Bruches fo vielmal fo groß als die den Nenner 
dividirende Zahl anzeigt. (Divifion des Nenner? durch eine ganze 
Zahl ift Multiplication des Bruches.) 

— ‚m. 
n:m n 

Bew. Der Nenner n eines Bruches zeigt an, in wie viel 
gleiche Theile eine urfprünglihe Einheit getheilt werden foll, 
um in einem folchen Theile die neue, dem Zähler des Bruches zum 
Grunde liegende Einheit zu bilden ($. 159). 

Wird nun diefer Nenner mmal fo Flein gemacht, fo foll 
alfo jene urfprüngliche Einheit in mmal fo wenig gleiche Theile 
getheilt werden. 

Died Tann aber am einfachften dadurch gefchehen, daß je m 
der früheren Theile zu einem neuen Theile sufammengefaßt 
werden. 

Dadurch wird aber jeder der neuen Theile mmal fo groß 
als der biäherige Theil war. 

Die dem Zähler unterliegende Einheit ift alfo nun mmal 
ſo groß als fie vorher war. 

Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 9 
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Da aber die Anzahl diefer Einheiten, der Zähler, unverändert 
geblieben ift, fo muß der ganze Werth des Bruchs m mal fe 
groß geworden fein, w. z. b. w. 


g. 169. 


Folgeſ. Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multiplicich 
indem man entweder den Zähler multiplicirt, bei unveränderten 
Nenner ($. 165), oder den Nenner dividirt, bei underändertem 


Zähler ($. 168). 








a nam oder — — 
mm BA nm (vgl. 8. 90 
8. 170. 


Folgeſ. Wenn man Zähler und Nenner mit derfelben 
multiplicirt oder durch dieſelbe Dividirt, fo bleibt der Werth 
Bruchs unverändert. 





a an &:n 
b bn" "bin 
Denn, feben wir 5 —q 
fo ift = (8. 165) = q‘ 











Ebenſo ift * — u ($. 165) — q“ 
a:ın  , _.4q 
Ben 1 < dm 

(vgl. $. 91.) | w. z. b. m 


Anm. Auf Grund des vorigen 8. kann man Zähler und Nenner eine? 
Bruches auf mannichfache Weife ändern, ohne feinen Werth felbft zu ändern, 
indem man Zähleg, und Nenner durch einerlei Zahl dividirt oder multipficht. 

Die erfte Beränderung begreift man unter dem Ramen „Heben oder 
Berkleinern der Brüche“ und fie dient dazu, einen Bruch in kleineren und 
in den Meinften Zahlen feines Zählers und Nenners ausdrüden. 


an & 
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Wie man nach allgemeinen Regeln die Zahlen überhaupt und die gıößte 
kaöbefondere auffinden könne, wodurd fi ein gegebener Zähler und Nenner 
beben, alfo in kleineren Zahlen überhaupt und in den kleinſten in&befondere 
auödrüden laffen, haben wir weiter oben 89.134 u. 149 gefehen. 

Die zweite Veränderung des Zählers und Nenners, durch Multiplication 
mit derfelben Zahl, giebt und ein Mittel an die Hand, Bruchen von verfdhie- 
benen Nennern gleiche Nenner zu geben, fo daß Zähler und Nenner ganze 
Bohlen bleiben; und dadurch die vorgängige Bedingung einer Addition und 
Bubtraction derfelben ($. 164) zu erfüllen. 


8. 171. 

Anfg. Brüchen verfchiedener Nenner gleiche Nenner zu geben 
kihren gemeinfchaftlihen oder ihren Generalnenner zu finden). 
Analyſe (vgl. unten Abfchn. VII. Einem Bruce laffen fi 
Wahedingt alle die Nenner geben, welche durch Multiplication feines 
Fon: mit einer ganzen Zahl gebildet werden können, d. h. alle 
die Nenner, welche ein Vielfaches ſeines Nenners find; denn mit 
derfelben Zahl, welche dies Bielfache angiebt, hat man nur aud 
feinen Zähler zu multiplieiren, fo ift der Werth des Bruches un- 
‚geändert geblieben. 

Nun ift aber offenbar das Product aller Nenner der frag- 
lichen Brüche eine folhe Zahl, die zugleich das Vielfache jedes 
einzelnen Nenner? ift, nämlich. grade das Sovielfache jedes ein- 
zelnen Nenners, ald das Product aller anderen Nenner außer ihm 
ſelbſt anzeigt. 

Bildet man alfo da8 Product aller Nenner, fo ift dies Pro- 
duct fiher eine Zahl, die fich jedem der Brüche ald Nenner, allen 
mithin als gemeinfamer, als Generalnenner geben läßt; und 
die Zahl, womit nun der Zähler eines Bruchs multiplicirt wer- 
den muß, um den Werth deöfelben ungeändert zu erhalten, ift 
das Product der Nenner aller der übrigen Brühe. Daher die 

Auflöfung. Man multiplieire die Nenner aller Brüche 
mit einander, fo ift dies Product der Generalnenner; divi⸗ 
dire dann diefen Generalnenner der Reihe nach durch jeden ein- 
jelnen Nenner, mit dem erhaltenen Quotienten (dem Product 
Aller anderen Nenner) multiplicire man den: betreffenden Zähler, 
ſo wird dies Product der neue, zu dem Generalnenner gehö- 
tonde Zähler fein. 

Bew. Zähler und Nenner find mit einerlei Zahl, dem 
Producte der Nenner aller übrigen Brüche multiplicirt, und darum 

9* 
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iſt der Werth des einzelnen Bruches nad $. 170 unverändert 
geblieben. 






Schema der Rehnung. - 
a = 
1 a 
7 15115 m np |anp 
2 b i 
3 10 |20 7 mp| bmp 
3 s|18 ©. | mn | cmn 
5 p 
2.3.5 = 30. m.n.p=m.n.p. 


Anm. 1. Da der Generalnenner nur die Bedingung zu erfüllen bat, daf 
er ein Vielfaches jedes einzelnen Nenners ift, oder daß jeder einzelne N 
in ihm aufgeht, fo wird man ihn unter Umftänden kleiner beftimmen können, 
als ihn das Product aller Nenner giebt, und zwar'ganz nad) dem Verfahren, 
wie wir ed oben kennen gelernt und in Hinficht auf diefe fpecielle Anmendu 
in $. 152 noch befonders (außer ftrengem Zufammenhang mit den Lehren v 
den Primzahlen) begründet haben. 

Beiſp. 


360 
— 





apq |anpq i. . mn. mp. nq 
m h. p.ng 


—— Ing | dnq 
—— | mp | emp 


anpꝗ + bmpq --cpq-+ dng --emp 

mnpgqg 
.Anm.2. Den fleinften Generalnenner gegebener Brüche wird man durch 
vorſtehendes Berfahren aber nur unter der Vorausſetzung gefunden haben, daß 
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Me gegebenen Brüche in den kleinſten Zahlen ausgedrückt find; denn nur 
mier diefer Borausfegung müffen alle alten Renner in dem Generalnenner 
mfgehen ($.140), während das fonft, z. Bd. $=% (=), nit flattzufinden 
raucht. Jedoch ift es nicht gerade nöthig, fondern nur räthlich, fi im voraus 
m die Erfüllung jener Borausfeßung zu befümmern, da ein gemeinfamer Zac 
m von Zähler und Renner eines Bruchs fchließlid in allen Zählern wie auch 
u dem Generalnenner zu ertennen und aufzuheben fein würde. 9. 2. 


120 ‚so 
3|40 3|20| 40 
$|15 oo und 3115| 6 
' 4|24| 96 412] 4% 
| 266 _ | — 
— 2 2 222 2 2 . 
| Tr ee 60 ii 
3.8.6. — 120.. 3.4.5 — 60. 


} 8. 172. 
" Anfg. Brüche mit verfhiedenen Nennern zu addiren und zu 
fubtrahiren. 

Aufl. Man gebe den Brüchen gleiche Nenner nah $. 171 
und verfahre nad) 8. 164. (Vgl die Beifp. $. 171.) 


8. 173. 

Zuſ. Gemiſchte Zahlen ($. 160) zu addiren und zu fubtra- 
hiren fönnte man freilich die Zahlen nad) 8. 161 einrichten und 
dann nach S. 171 verfahren. Jedoch ift es räthlicher, bei der 
Mdition die Ganzen und die Brüche für fih zu abdiren, die 
in den Brüchen enthaltenen Ganzen nah 8. 161 zu beitimmen 
und den Ganzen zuzuzählen; und ebenfo bei der Subtraction, 
den Bruch des Subtrahendus von dem ded Minuendud abzu— 
iiehen und von den Ganzen des Minuendus nur fo viele (aljo 
in der Regel nur eins) in einen Bruch mit dem gemeinfhaftlichen 
Renner zu verwandeln ($. 159), als zur Ausführung der Sub— 
traction der Brüche erforderlich ift, und dann die Ganzen für 
fi zu fubtrahiren. 














Beiſp. so 20 
33 10] 20 94 |5|25 94 |5| 5 
4 | 5/25 —lelıs - 14 AH 
18} | 6} 18 2% |% — 13% 16118 
: I — 
74 63: 30 = 
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8. 174. 

Borbemertung. Im Borftebenden find alle Rechnungsregeln für die 
vier Species mit Brüchen enthalten außer der Multiplication mit einem Brude 
und ber zu einem Theile (für die eintheilende Divifion nemlih, 8. 74. I) de 
durch bedingten Divifion durch einen Brud). 

Aber mit einem eigentlichen Bruche multipliciren zu follen, wäre auch, me 
fern man denfelben nicht allgemein ald einen Quotient betrachtet und demgemäß 
8. 92 darauf anwendet, nad der $. 45 gegebenen Definition der Multiplica 
tion eine ganz unftatthafte Forderung, da man 3. B. nit mal x. einen 
Multiplicandus als Theil fepen kann. 

Einer wuͤnſchenswerthen Allgemeinheit willen hat man aber auf diefem 
Standpunfte einer befondern Betrachtung der Brüche den Begriff der Multipli⸗ 
cation erweitert. Damit nemlich Aufgaben, die immer ald Aufgaben der Mul⸗ 
tiplication auftreten, fo lange gewiſſe Zahlen in ihnen ganze Zahlen find, auf 
dann noch als folche bezeichnet werden können, wenn diefe Zahlen Brüche wer 
den, bat man den Begriff der Multiplication fo gefaßt, daß er erftend noch 
ganz den bisherigen einfchließt (in den biäherigen Regeln alſo nichts zu ändern 
ift), dann aber_zmeitend die neue wuͤnſchenswerthe Erweiterung in fich enthält, 
wodurch er nun aud) das mit einfchließt, was weſentlich nicht verfchieden iſt, 
aber nur durch eine tiefer eingehende Tefftellung des Begriffs mit erfaßt werden | 
fann. 3. B. man findet den Preis x .P von n Ellen aus dem Preife a $ 
einer Elle durch Multiplication des Preifes einer Elle mit der Anzahl der Ellen; 
x=anJ. Die, wenn nun n, ft = 2, = 3 ⁊c., einmal — 4, =} 
— T} x. wird? 

Man erfaßt dad Gemeinfame des Verfahrens für beiderlei Arten von Zahlen 
durch die Erklärung: 

Eine Zahl (den Multiplicandus) mit einer Zahl (dem Multiplicator) mul 
tipliciren, heißt, „mit dem Multiplicandus fo verfahren, um das Product zu 
bilden, wie man mit der Einheit (ded Multiplicators) verfuhr, um den Multi 
plicator zu bilden“, alfo den Multiplicandus an die Stelle der Einheit be 
Multiplicators feßen. Daraus fliegt denn die 


Erkl. Mit einem Bruce multipliciren heißt, den fovielten 


Theil, ald der Nenner anzeigt, fovielmal nehmen, ala der Zähler 


anzeigt. 

Folgeſ. 1. Bei der Multiplication mit einem Bruche bat 
man (den Multiplicandu8) durch den Nenner des Multiplicatore zu 
dividiren, den fo herwortretenden Quotienten mit dem Zähler de 
Multiplicator® zu multiplieiren, wobei die Folge diefer beiden 
Operationen der Divifion und Multiplication nah $. 83 will 
kürlich if, fo daB man auch erft mit dem Zähler des Multiplic 
tors multipliciren und das entftandene Product dann dur den 
Nenner dedfelben dividiren mag. 

Beiſp. Wie viel Grofchen find 2, 8, 4, 4, 2, 22 2 
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Folgeſ. 2. jede Divifion iſt gleichzufeßen der Multiplication 
mit einem Bruche, deffen Zähler 1, deffen Nenner der Divifor ift. 


8. 175. 
Zuſ. Ein Bruch wird mit einem Bruche multiplicirt, indem 
han Zähler mit Zähler und Nenner mit Nenner multipfieirt und 


iſteres Product zum Zähler, letzteres zum Nenner des fraglichen 
Broduct® macht. 


r ar 
"be 


a 


Denn a: — .).r (8. 174) 
— (65).* (8. 167) 


ar 
— 6 169) 5b. (0918.98). 
Anm. Es iſt offenbar, daß man die Divifion durch den Nenner des Mul⸗ 
fiplicatord und die Multiplication mit dem Zähler desfelben unter geeigneten 
Umftänden nach 88. 167 u. 168 au durch Diviſion ded Zählerd des Multi- 
plicandus, und Divifion feines Nenners vollziehen könne. 3. B.: 
3. 7 (ee 
Jedoch mag-man ſich immer nur an obige Regel, halten und durch Heben 
G. 170) diefelbe Einfachheit des Nefultats erzielen. 8 


— 
8. 176. " 

Auf. GBemifchte Zahlen werden am zweckmäßigſten erft ein- 
gerichtet (8. 160) und dann nad der aufgeführten Negel multi: 
plieint; nur in feltenen Fällen iſt die Multiplication mit getrenn- 
ten Summenformen (8. 51) anmwendbarer. 


Beitp. («+2)(0+2) 
— rb, cmrd 


n m 
— (an b) (cm +4) 


nm 
4.34 = 14.12 = 288 — 172. 
In der Form von getrennten Summen: 
122.24 = 12}.2+12}.4 = 2544 = 292. 
8. 177. 
El. Einen Bruch umfehren heißt, feinen Zähler und 
Renner gegen einander vertaufchen. Der eine Bruch heißt dann 


3 _2, * 
4 3 
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die Umfehrung, der N oder reriprofe Werth des ander 
z. 2. - umgefehrtt — —; 3 umgefehrt = 4 









Zibe Ein Bro, mit feiner Umkehrung multiplicirt, if 
gleich ‘1; ET —1 ($. 175).: Alfo ift ($. 72) die Umfeprun | 
eines Bruchs gleih 1 dividirt durch den Bruch; — =1: 2; 
aus 3.4 — 1 folgt 4 = 1:4. 

Allgemein nennt man 1 dividirt dur eine Zahl den u 
gefehrten oder reciprofen Werth diefer Zahl, = umgef. ®e 


von a; und in diefer allgemeinen Erflärung ift die obige für 
Bruch als befonderer Fall enthalten. 


8. 178. 
Anfe. Durd einen Bruch zu dividiren. 
Aufl. Man kehrt den Bruch (den Divifor) um und mul 
tiplieirt mit ihm (den Dividendus), d. h. ($. 174) man dividit 
durch den Zähler und multiplicirt mit dem Nenner des Dia. 





Satz. a: = 2. 
8 r 
r s r | 
Bew. 2). = (4.2) ($. 61) | | 
— a ($. 177 Folgeſ.) w. z. b. w. 
Anm. Es entſpricht dieſer beſondern Behandlungsweiſe der Brüche (Bor 


bemerk. 8. 159), den Beweis von 8. 178 vielmehr urſpruͤnglich zu führen, ald 
ihn, wie dafelbft gefchehen, auf den allgemeinen Begriff des Quotienten nad 
8.76 Anm. 2 zu gründen. Und dann Tann diefe Beweisführung alfo beſchehen: 


a. für die eintheilende Diviſion, z. B.: 
6:ex | 
Der Quotient x muß fo beſchaffen fein, daß der Ste Theil von ihm 2mal ge 
nommen —= 6 ift (88. 74. I u. 174); alfo der 3te Theil von ihm 1mal genom 
men = 6:2; d. h. e8 ift vom Dividendus zunächft der ſovielte Theil zu ne 
men, ald der Zähler des Diviford anzeigt. | 
Sft nun aber der dritte Theil ded Quotienten = 6:2, fo muß der ganze 
Quotient 3mal fo groß fein = (6:2). 3, d. h. der (ſchon beftimmte) fovielt 
Theil des Dividendus, ald der Zähler des Divi ſors anzeigt, muß nun zweitens 
fovielmal genommen werden, als der Nenner des Diviford anzeigt, d. h. es if 
der Dividendug mit einem Bruce zu multipliciren, deſſen Nenner der Zähler 
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und defjen Zähler der Nenner des Divifors ift, d. h. mit dem umgefehrten 
Werthe des Diviford zu multipliciren. 

B. für die vergleichende Diviien z. B.: 
4 ift halb fo oft in einer Baht. dem Sen, enthalten, ale 4; 3 aber 
Smal fo oft ald 1, d. h. 6: = (6:2)3 = 6.}. 

8. 179. 

Inf. Iſt auch der Dividendus ein Bruch, fo kann an ihm 
die Divifion durch den Zähler des Diviſors und die Multiplica- 
tion mit dem Nenner des Diviford auch durch die bezügliche Divifion 
feines Zähler® und Nenners (88. 167 u. 169) volljogen werden, 
jo daß daraus, neben der allgemeinen Regel ($. 178), nod die 
befondere folgt: Man dividire Zähler durd Zähler und Nenner 
durch Nenner, der erfte Quotient ift der Zähler, "der zweite der 
Nenner des fraglihen Quotienten. In Zeichen: 


a 8 a8 


aber auch — (:r)s ($. 173 Anm.) 
— an .s (&. 167) 


— 5 (8. 169). 


Diefes Verfahren der Divifion findet vorzüglihd Anwendung 
bei der Divifion zweier Brüche mit gleichen Nennern (alfo na- 
mentlich bei der Divifion zweier Decimalbrüche mit gleichviel De- 
cimalitellen, f. unten Abfchn. V), wo alfo einfach nur die Zähler 
durch einander dividirt werden, indem der durch Divifion der glei- 
hen Nenner entftehende Nenner 1 ohne weiteren Einfluß auf 
- den fo erhaltenen Quotienten ift. 3. B.: 


ab 93 
zz =a:b 10:10 — 9:3 — 3. 
g. 180. 


Zuſ. Auf Brüche, deren Zähler oder Nenner ſelbſt wieder 
Brühe find (aufammengefeste oder gebrochene Brüche), 
führt die urfprünglihe Bildung von Brüchen nicht. Wo fie 
in Folge von Divifionen eine® Quotienten oder durch einen Quo- 
tienten auftreten, können fie in jedem Falle nach 88. 167 und 178 
auf einfache Brüche zurüdgeführt werben. 
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Bein 4 = 46. 107). Fit 1m - 18 3 
4-77 m) U 


8. 181. 
Uebungsbeiſpiele. 








(Als ſolche koͤnnen faſt ſämmtliche Aufgaben des $. 100 Nr. IV; 
Uebungsbeiſpiele für die Aufſuchung des Generalnenners, ſowie auch des 9 
ten gemeinſchaftlichen Maßes insbeſondere die Aufgaben des 8. 158 di 
Wir fügen den gmannten Aufgaben hier nur die eine wichtige Klaffe 5 
Die dort nur weniger Beachtung fand, nämlid Aufgaben über die Zufammt 
faffung mehrerer Brüche unter einem gemeinfdhaftlihen Nenner, und orbnen 
nad) Graden der Reichtigfeit alfo:) 








a __ abe __ 3d-+c 

1. ytre = 5 2. 3435 = . 

ba |, 3c _ dad-+3be __ abf+cde 

‚ati u rg Ta 
& b c 6a-+4b-+3c + 12d 
++ re him 














5 4,3 5bce + Aac ı 3ab + abed 
. tytrTri= abc 
a c e __ adf-+-bef+bde-+- bifg 
. ytritrrts= baf 
2a 650 “_ 4ad + 5be -4 24bde 
rate 6bd ' 
0. 2a, 54, 7 _ AaotöcdH2ibf 
vpo ! Ehe! e 6bce 
1, 5b, 3d 6a2?-+5ab-t Iced 
10. traten 6a? 
222 33 5ab? -+14a2b t21a® 
11. mtints= 7b3c 
12. 2a 3b — 2ay — Bbx—exy 
xy xy 
—5 , 2b? 3027 — öx?y-4- 14b?y 21e2x 
13. — +4 900 70T 
7 x? xy 7x2y 
14. a— 2 = rt —b= er (dad arithmetifche Mittel zweie 
Zahlen, ‚ liegt mitten zwifchen beiden Zahlen.) 
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. (+2) (>) — ab (das Product zweier ungleihen Zahlen 


Keine ald das Quadrat ihrer halben Eummen, und zwar um dad Quadrat 
her halben Differenz, vgl. oben $. 100,.Rr. 181.) 


24. 


2a4-3b 3s—b 
— — — —}b. 
5a—b —_Zatb | a—b __ 2a — 2b _ 9b 











— 


3 - 3 6 8 6 
a 2a— 3b 3a — 7b a+b _ _a-+sb 
2 2. 


3 3; 17 2 
2,2 HZ _ 


_ 5a — 4 187- Tay—2bx  _2bx?-+-5axy--2y?(5s-9b) 


8x xy 62 " 6xy? 
a x a?-+-x? 











a 
2 








—75* a3— x? 


33 -+b+c +5 7a — 2b _ 308? + 47ab — b2+9be 
58 zu + 9a 4bab 
— 28 a ER — 11a? — 3ab — 12b? 
ar Bu 12ab 
222402 — —2b?y?--He2xıy _ 3a?y— b?x 
3x xiy —r 2 
_ (2a? — 0?) xy? — 2b?x? +4b?y? 
2x2y? 





ab, be _a+2b+e _ (b-a)n?+b— c)m? 








m n m—n mn(m—.n) 
3a +2x dba-x 3 a3 — Aa?x — 11ax? — 2x? 
I — 
1—x 14x?  — 2x 

14x I-ı? 1-x? 

bd ac? +abd — 2bdy 
arten” aa) " 
a3 a°-- ab? -+b? 


te 


— r — — — — — 7 FD er — — 


3a 2a-+ x 5 Oo ___ 20ax — 22x? 
(a— 2x)? tr (a— 2) a+x (a+x)(a— 2x)?’ 
Sx—3y _ Öx—y 4y (2x—y) 





— 





— —— 
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bx — ay bx — ay 
+ y—x x + xt y x 
33.  —— zz —. 34. — — — — . 
np ey y „_bar y 
y—x . ty 


35. Cine Gefellihaft beftand zum dritten Theile aus Dfficieren; {| 
übrigen Theile waren Kaufleute, die Uebrigen zum dritten Theile- Medici 
zum übrigen Theile Yuriften, und zwar halb fo viel Michter als A 
Welchen Theit der Gefelichaft bildete jeder Stand; mie viel an Zahl, 
die Gefammtheit der Anmefenden SL betrug? Antw. Es waren in ber 
ſellſchaft 27 Offic. = 4; 18 Kaufl. — 3; 2 Med. = A; 8R.=h 


16 Anm. = 4}. . 
V. &Abfchnitt. 
Die Decimalbrüde. *) 
1. Rapitel. 
Die vier Specied in Decimalbrücen. 
$. 182. 


Erkl. Wenn man dad Geſetz eines Zahlenſyſtems, nad 
welchem die Einheit einer Ordnung nur den fovielten Theil da 
nächſt höheren Ordnung beträgt, al® die Grundzahl ded Zahlen 
foftem® anzeigt, noch über die Ordnung der Einer hinau 
gelten läßt, fo fommt man auf Brüche, deren Nenner die Grund 
zahl und die höheren Potenzen der Grundzahl find. Solche Brüde 
werden (Zahlen) Syftem-Brüche genannt, und fpeciell heißen 
die unferm dekadiſchen Zahlenfyfteme angehörenden Brüde 
diefer Art Decimalbrühe. Decimalbrüde find demnach Drüge 
deren Nenner Potenzen der Grundzahl 10 find. (Nur von dieſen 
foll im Folgenden die Nede fein.) 

Zum Zeihen, dab das Gefeh des Zahlenſyſtems noch übe 
die Stelle der Einer hinaus gelfen fol, unterfeheidet man dieß 
Stelle der Einer, die bis dahin immer ald die lebte Fenntlich war, 
durch ein hinter derfelben gefehted Komma (Decimal- Komme), 


*) En feit dem 15. Jahrhunderte im Gebrauch; zuerft eingeführt vom 
Sobannede Regiomontanus (Joh. Müller von Königsberg in Franken, | 
geb. 1436, geft. 1476). | 





| 
| 
| 
| 
\ 
| 
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und füllt ihren Platz füͤr den Fall, daß überall feine Ganze da 
find, mit einer Null aus. Demnach ift 3. B. 327,2407 — 327 
+++; und 0213 = Kt Tr tree 

Die nah dem (Decimal-) Komma folgenden Stellen einer 
Zahl heißen indbefondere die Decimalftellen derfelben,; der 
Name Decimalbruch bezeichnet denn auch die gemifchte Zahl 
($. 160), die aus den Ganzen und dem Deeimalbruche zufammen- 
geſetzt iſt. 

Folgeſ. 1. Nach der angegebenen Bezeichnungsweiſe braucht 
der Nenner von Decimalbrüchen nicht geſchrieben zu werden, ſon⸗ 
dern ergiebt ſich aus der Stelle des zugehörigen Zählers, d. h. 
aus der jedesmaligen Decimalſtelle von ſelbſt; z. B. 0,02 = 745 
7 

Folgeſ. 2. Ein mehrſtelliger Decimalbruch iſt eine Summe 
von mehreren einzelnen Decimalbrüchen, deren Nenner die ver- 
f&hiedenen Potenzen von 10 find. 


$. 183. 

Lehrſ. Wenn man da8 Komma eine Decimalbruhs um 
1, 2, allgemein um n Stellen nah rechts verfchiebt, fo hat 
man dadurch den Decimalbruh mit 10, mit 102, allgemein mit 
der nten Potenz von 10 oder mit einer Einheit der nten höhern 
Ordnung multiplicirt. 

Iſt z. B. 3,1457 — a 

fo it 31,457 = a.10 
31457 = a.10? = a.100 
3145,7 = a.10°? — a.1000 
ꝛc. ..... 

Bew. Die Verſchiebung des Komma um eine Stelle nach 
rechts bringt die bisherigen Zehntel auf die Stelle der Einer, die 
Hundertſtel auf die Stelle der Zehntel, und ſo jede einzelne De— 
cimalſtelle dadurch, daß ſie dem Komma um eine Stelle näher 
gerückt wird, in eine um Eins höhere Ordnung, in welcher ſie 
alſo nach dem Geſetze des Zahlenſyſtems den 10fachen Werth 
ihres früheren Werthes erhält. 

Ebenſo ſind durch die Verſchiebung des Komma um eine Stelle 
nach rechts die früheren Einer auf die Stelle der Zehner, dieſe 
auf die Stelle der Hunderte, und ſo weiter jede einzelne Stelle der 
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Ganzen dadurch, daß fie dem Komma um eine Stelle nad Ki 
entrüdt wurde, in eine um Ein® höhere Ordnung gelommen, 
welcher fie alfo nach dem Geſetze des Zahlenſyſtems wen 10fa 
Merth ihres frühen Werthes erhält. 

Alfo ift durch die VBerfchiebung ded Komma um eine St 
nad) rechts der ganze Decimalbruch (8.48) 10 mal fo groß gewor 
oder mit 10 multiplicirt. 

Eine zweite Verſchiebung des Komma um eine Stelle 
reht3 bewirkt nun wiederum eine Multiplication mit 10, 
ebenfo eine dritte und vierte und jede folgende. 

Mehrmal’nah einander: multipliciren, fo daß ein worberge 
de3 Product der neue Multiplicandus wird, heißt nad $. 
nicht? anderes als mit dem Product der einzelnen Multiplicato 
multipliciren. 

Demnach iſt durch die Verſchiebung des Komma um n 6t 
nach rechts der Decimalbruch nmal hinter einander mit 10 0 
was dasſelbe it, mit 10% ($. 66) multiplicirt, mw. z. b. m. 


8. 184. 

Zul. Derfchiebt man das Komma bis and Ende der 
wo es dann ald überflüfig ganz wegfällt, fo ift die Zahl dadu 
nach $. 183 mit der fovielten Potenz von 10 multiplicit, 
die Anzahl der Decimalftellen anzeigt. Dividirt man nun a 
durch diefelbe Potenz von 10 oder macht diefelbe zum Nenner 
Bruce, deffen Zähler die fo veränderte ganze Zahl ift, fo ift 
Werth der gegebenen Zahl nicht geändert, 3. B. 0,375 = 
— „I; 22,08 — 2203, 

Dadurch kann man denn jeden Decimalbrudh als einen 
zigen Bruch, d. h. ald Bruch mit nur einem Nenner, darfte 
indem man das Komma wegläßt und der dadurch hervorgehen 
Zahl als Zähler die fovielte Potenz von 10, oder 1 mit fr 
Nullen zum Nenner giebt, als die Anzahl der Decimalftellen anzei 


$. 185. Ä 

Lehrſ. Wenn man dad Komma eines Decimalbruchs 
1, 2, allgemein um n Stellen nach links verfchiebt, fo hat 
dadurch den Decimalbruch durch 10, durch 102, allgemein d 
die nte Potenz von 10 oder durch eine Einheit der nten böb 
Ordnung dividirt. 
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Iſt z. B. 19013 = a 
ſo iſt 1,9013 — ga:10 
0,19013 — a: 102 = a:1W 
0,01%13 —= a:10% = a: 1000 
ꝛ2c. ..... 

Bew. Durch die Verſchiebung des Komma um eine Stelle 
nach links ſind die früheren Zehner auf die Stelle der Einer, die 
Hunderte auf die Stelle der Zehner, und ſo weiter jede einzelne 
Stelle der Ganzen dadurch, daß ſie dem Komma um eine Stelle 
näher gerückt wurde, in eine um Eins niedrigere Ordnung ge⸗ 
kommen, d. h. alſo gemäß der Natur unſers Zahlenſyſtems durch 
10 dividirt worden. 

Ebenſo ſind die früheren Einer auf die Stelle der Zehntel, 
die Zehntel auf die Stelle der Hundertſtel und fo jede einzelne De- 
cimalitelle dadurch, dag fie dem Komma um eine Stelle nad 
rechts entrüdt wurde, in eine um Eind niedrigere Ordnung ge- 
fommen, d. h. alfo gemäß der Natur unſers Zahlenſyſtemẽ durch 
10 dividirt worden. 

Demnach iſt durch die Verſchiebung des Komma um eine Stelle 
nach links der ganze Decimalbruch (8.78) durch 10 dividirt worden. 

Da nun ebenfo jede neue Verfehiebung ded Komma um eine 
Stelle nad) links einer neuen Divifion durch 10 glei ift, fo hat 
man fovielmal hinter einander durch 10 dividirt, ald die Zahl 
der Stellen beträgt, um melde dad Komma nach linf8 verfchoben 
wurde. Eine mehrmalige Divifion nad einander aber, jo nem- 
ih, daß der vorige Quotient der neue Dividendus wird, ift nach 
8. 85 einer Divifion durch dad Product aller Diviforen gleich. 
Alfo ift die Verfehiebung ded Komma um n Stellen nad links 
gleich der Divifion durch die nte Potenz von 10 oder durch eine 
Einheit der nten höhern Ordnung, w. 3. b. w. 

&. 186. 

Inf. Die Beifügung beliebig vieler Nullen fowohl nach der 
legten, ald auch vor der erften Stelle des Decimalbruchs läßt den 
Werth desfelben unverändert, weil jeder einzelne Theil desſelben 
wegen unveränderter Stelle in Beziehung auf's Komma unver- 


ändert geblieben ift. 
$. 187. 


Anfg. Gegebene Decimalbrüche zu addiren oder zu fubtrahiren. 
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Aufl. Man ordne die Zahlen ſo an, daß alle Komm 
und damit denn alle Zahlen gleicher Ordnungen unter einan 
ſtehen, und verfahre ganz nach $. 16 und 28, d. h. mit u 
änderter Anwendung der Regeln der Addition und Subtrad 
defadifch gebildeter Zahlen überhaupt. 

Beifp. 1728,0305 ur 

0,73 
125,007 
84 
\ 1862,1675 
Bon der Summe fubtrahire man nach einander die einzel 
Poften, fo erhält man: 
1862,1675 
1728,0305 
134,1370 
0,73 
133,4070 
125,007 


8,4. 


8. 188. 
Anfg. Gegebene Decimalbrüche mit einander zu multipfid 
Aufl. Man multiplieire die gegebenen Zahlen ohne R 
fiht auf die Kommata wie ganze Zahlen und ſchneide in 
fo gebildeten Producte won der Rechten zur Linfen durch M 
Komma foviel Stellen ab, als Decimalftellen in beiden Facto 
zufammengenommen vorfommen. 


Beifp. 12,34.0,1304 — [1304 


" 4936. 
3602 
1234 
1,599136 
Bew. Man denfe fich die gegebenen Factoren wie gewö 
lihe Brüche mit untergefegten Nennern gefchrieben, deren 34 
alfo nah $. 184 die gegebenen Zahlen mit weggelaffenem Kom 
deren Nenner 1 mit foviel angehängten Nullen fein werden, al 
die gegebenen Factoren Decimalftellen haben. i 
12,34.0,1304 — 1234, 1304 


100 10000 
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Nach 8S. 175 iſt nun Zähler mit Zähler und Nenner mit 
Menner zu multipliciren. Das Product der Zähler ift ſonach das 
—* der gegebenen Zahlen mit weggelaſſenem Komma; das 
Froduct der Nenner aber iſt als das Product zweier Einheiten 
höherer Ordnungen eine Einheit einer neuen höhern Ordnung, 
deren Rangzahl gleich der Summe der beiden Nangzahlen der 
Factoren ift, d. h. eine 1 mit foviel Nullen, als Nullen in beiden 
Rennern, oder, was dasfelbe ift, ald Decimalftellen in beiden Fac- 
toren zufammengenommen vorkommen ($. 71 Folgeſ. 4). 
Durch diefen Nenner, d. h. durch die fovielte Potenz von 10 
8 die Summe der Decimaljtellen in beiden gegebenen Factoren 
anzeigt, wird nun aber nad) 8. 185 dadurch dividirt, daß man 
das Komma um ebenfoviele Stellen nad links verſchiebt, d. h. 
fo, da das Komma am Ende ber Zahl zu. denfen war, daß 
man in dem aus den Decimalbrühen als ganzen Zahlen gebil- 
deten Producte von der Rechten zur Linken foviel Stellen abfchnei- 
det, als Decimalftellen in beiden Factoren vorkommen, w. z. b. w. 


8. 189. 

Aufg. Gegebene Decimalbrüche durch einander zu dividiren. 

Aufl. Man made die Anzahl der Decimalftellen im Dis 
Mendus und Divifor durch Anhängung von foviel Nullen ($. 186) 
glö dazu nöthig find gleich, Taffe darauf die Kommata weg und 
ih die Divifion wie an ganzen Zahlen. 3. B.: 

2 12,3:0,456 — 12,300:0,456 = 12300:456; 
12,345:6,13 = 12,345:6,130 = 12345:6130. 

Bew. Nachdem man die Anzahl der Deeimalftellen im Dis 
videndus und Divifor gleich gemacht hat, denfe man fich beide 
nah $. 184 mit untergefesten Nennen gefchrieben, die alfo 
gleich jind. 

12,300:0,456 — 12320 : 45%, 

Dan bat nun zwei Brühe mit gleichen Nennern zu divi- 
diren, welches man nad 8. 179 durch Diviſion der Zähler wie 
danzer Zahlen vollzieht. Die Zähler aber find nichts anderes ala 
die gegebenen Decimalbrüche mit weggelaffenem Komma, nachdem 
man zuvor die Anzahl der Decimalftellen durh Anhängung von 
ſoviel Nullen, ala dazu nöthig find, gleich gemacht hat. 

Afo hat man den gegebenen Decimalbrüchen er gleichviel 

delmes, Elementar⸗Mathematik. I. 
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Decimalftellen zu geben, darauf dad Komma wegzulaflen und di 
Zahlen nun wie ganze Zahlen zu dividiren, w. z. b. w. 

Anm. Ginzelne Bereinfahungen in befonderen Fällen, namentlich da, 
der Divifor gar keine Decimalftellen oder auch nur wenigere ald der Divi 
dus enthält, bieten fi im Berlauf der Uebung und Anwendung von ſelbſt 
und find unten durd) die Reihenfolge und Anordnung der Uebungsbeijpiele a 
die Hand gegeben, verdienen jedoch nicht die Einfachheit und Allgemeinheit d 
vorfiehenden Negel zu flöten. 

Das fehr zweckmaͤßige Berfahren der f. g. verkürzten Multiplication 
Divifion möge man an ben unten audgeführten Beifpielen ertennen. 


2. Rapitel. 
Die Verwandlung der gemeinen und der Decimal-Brüce 
in einander. 


8. 190. 
Anfg. Einen gewöhnlichen Bruch, 3. B. 2, in einen Dec 
malbruch zu verwandeln. 

Aufl. Man fehe den gegebenen Bruch nah $. 162 a 
Duotienten an und vollziehe die Divifion mit Benugung der neu 
Einheiten, die dur) Ausdehnung des Bildungsgeſetzes der Zahl 
über die Ordnung der Einer hinaus ($. 182) zu den biäherigen 
binzugefommen find, d.h. man verwandle durch Anhängung einer 
Nul den Reſt der Einer in Zehntel, den Reſt der Zehntel in 
Hundertftel, und fo fort, jeden Reſt in irgend einer Ordnung 
durh Multiplication mit 10, d. h. durch Anhängung einer Null 
($. 70), in Einheiten der nächſt niedrigeren Ordnung und fi 
die Divifion, fo meit e8 fein muß, fort; fo wird der Quotient, 
d. h. der gegebene Bruch, in der Form eined Decimalbruchs au 
gedrüdt fein. 


Beifp. Z—= 5:8 — 0,6% 
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7 —.6:7 — 085714285... = — 2:3 — 0,66... 
60 60 20 
N 56 56 18 
| 40 40 26 
35 18 
50 20 
49 
10 
7 
30 
28 
20 
14 
6 | 


Anm. Das im vorigen $. arigegebene Verfahren ift immer anwendbar, mo 
man bei einem Reſte der Divifion die Ergänzung des Quotienten, flatt in der 
Form eines gemeinen Bruch, in der Form eines Decimalbruchs angeben will, 
+2: 12300:456 — 1025:38 — 26,973... 


 Bemert. Die beiden legten Beifpiele $ und 4 zeigen und, daß es in 
beionderen Fällen nicht Möglich fein wird, einen gegebenen Bruch genau ald 
Decimalbruch darzuftellen, da die vorzunehmende Divifion niemals abbricht, ſon⸗ 
ken für die Zähler der gefuchten Decimalbrüche eine endlofe Reihe derfelben 
immer wiederfehrenden Zahlen giebt. Der folgende Lehrſatz enthält das Kenn⸗ 
ziien aller ſolchen Fälle. 

&. 191.* 

Lehrſ. Nur folde in den kleinſten Zahlen ausgedrüdte*) 
Brühe, deren Nenner feine anderen Primfactoren ald 2 und 5 
enthalten, Taffen fi) genau in Decimalbrüche verwandeln. 

Bew. Man denke ſich bei der obigen Divifion ($. 190) 
des Nenners in den Zähler und in die dur jedesmaliges An— 
hängen einer Null veränderten Refte alle die nah und nah an- 
gehängten Nullen gleich anfange im Dividendus vorhanden, d. h. 
von vornherein dem Zähler angehängt, fo erfeheint derfelbe mit 
einer folchen Potenz von 10 multiplicirt, als die Zahl der angehäng» 
ten Nullen anzeigt ($.7D). In einem ſolchen Producte des Zählerd 
mit einer Potenz von 10 muß alfo der Nenner aufgehen, wenn 
obige Divifion aufhören oder der gefundene Decimalbruch genau 
werden fol. Da nun der Nenner in dem Zähler der Annahme 


*) Diefe Borausfegung, dab ein Bruch in den Heinften Zahlen ausgebrüct 
| 


fi, fol im Kolgenden ſtiliſchweigend immer feftgehalten fein, wo nit aus« 


drüdlich das Gegentheil bemerkt ift. 
10* 
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nah nicht aufgeht, fo muß er nach $. 142 in dem anderen 
Factor allein, d. h. in einer Potenz von 10 aufgehen. Diele 
Potenz von 10 aber enthält feine anderen Factoren ald 2 und 8; 
10° — 22,5%. In dem Producte 20.5% geht aber nah $. 14 
feine andere Zahl auf, als eine folche, deren Factoren nur 2 und 
5 find. Darum darf alfo der Nenner eines Bruchs, der fid 
genau in einen Decimalbrud verwandeln laffen fol, feine anderen 
Primfactoren ald 2 und 5 haben, w. 3. b. w. 


$. 192. 

Folgeſ. 1. Läßt fih ein gewöhnlicher Bruch genau in eine 
Decimalbruch verwandeln, fo bat lebterer fo viel Decimaliftellen, 
als der Erponent desjenigen der Factoren 2 und 5 anzeigt, welder 
in der höchften Potenz im Nenner ded Bruch? vorfommt. Sell 


giebt der Bruch = 55 einen Decimalbruh mit 3, der Bruß 
= 3.57 einen Decimalbruch mit 2 Stellen. Denn eine 3 
22 oder 5° geht nicht in einer Potenz von 10 auf, die niedriger 
al® die nte ift (8.146); in diefer aber gehen wegen 10% — 2.58 
fiher beide auf, ficher alfo auch jede niedrigere Potenz eines deu 
beiden Factoren. Demnach wird für einen Nenner, der die nl 
Potenz eined der beiden Factoren ala die höchfte enthält, erft nad 
nmaligem Anhängen einer Null die Divifion aufgehen, d. h. der 
Decimalbruch wird n Stellen enthalten, w. 3. b. w. 


$. 193. 

Folgeſ. 2. Ein Bruch, deifen Nenner auch andere Factoren 

als 2 und 5 enthält, wird bei feiner Verwandlung in einen 
Decimalbrudh für den Zähler desfelben eine unendliche Reihe 
geben, in welcher von einer gewilfen Stelle an die Zahlen ſe 
wiederfehren, wie fie ſchon einmal da gewefen find, fo daß ſich 
die Wiederkehr einer beftimmten Folge von Zahlen dann, ohne 
Ende wiederholen wird, 3. B. 4. 0,0454545 ...; „I, = 0,090%9 
Denn da nah $. 191 die Divifion nie aufgeht, die bleibenden 
Reſte aber immer fleiner find ald der Divifor (der Nenner), alfo 
höchften® fo viel verfchiedene Werthe annehmen können, als der 
um 1 verminderte Nenner beträgt, fo, muß nothwendig einmal 
ein Reſt mwiederfehren, der fhon da geweſen ift. Von einem 
folhen Reſte an aber wird der ganze fernere Berlauf der noch 
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vorzunehmenden Divifionen nur die vollftändigfte Wiederholung 
«ner ſchon dagewejenen früheren Divifion fein; Quotienten und 
Neſte werden in unveränderter Gleichheit wiederkehren, und fo 
ohne Ende fort. Beifp. f. oben $. 1%. 


8. 194. 

Erkl. Decimalbrüde, deren Zähler unendliche Reihen bilden 
. 193), in denen fih von einer gewiflen Stelle an die Zahlen 
fo wiederholen, wie fie fihon dageweſen find, und von da 
an in fteter Wiederholung einer gleihen Folge ohne Ende 
Koiedertehren, heißen periodifhe Decimalbrüde, und zwar 
kgein = periodifche, wenn die Neihe oder Folge der immer 
iederfehrenden Zahlen gleih mit der erften Decimalftelle des 
Häahlers beginnt, wie in 0,090909... — 7, gemifcht-perio- 

ifhe, wenn vor der immer wiederkehrenden Folge derfelben 
blen eine oder mehrere Zahlen vorhergehen, die nicht zu der 
Meihe der wiederkehrenden Zahlen gehören, fo daß diefe Reihe erft 
Imad) ihnen anfängt, wie in 0,0454545 — „u. — Die Reihe der 
zin unveränderter Folge wiederkehrenden Zahlen heißt die Periode 
Bed Decimalbruchs, wie in dem angeführten Beifpiele 09 
"md 45. 

Folge. Alle gemeinen Brüche, die fih nicht genau in De- 
.timalbrüche verwandeln laffen, bilden periodifche Decimalbrüche 
(8. 198). Die Periode kann höchſtens fo viel Stellen haben al? 
der um 1 verminderte Nenney beträgt. 


8. 195.* 


Lehrſ. Feder gemeine Bruch 4*. deſſen Nenner durchaus 
nicht die Factoren 2 und 5 enthält, giebt bei feiner Verwand—⸗ 
- lung einen rein-periodifhen Decimalbrud. 

Bew. Der erfte ala gleicher wiederfehrende Reſt muß der 
urſprüngliche Zähler fein. ‘Denn gefebt es fehrte ein anderer 
. fpäterer Reit als erfter ſchon dageweſener wieder, etwa der Reit r, 
ſo würde daraus folgen, daß unfer Nenner N in 10 aufginge, 
nemlich alfo folgen: 

Beide Dividenden, welche den Reft r zum erften wie aud) 
zum zweiten Male gaben, waren von der Form n.10 und n‘.10, 
won und m die Reſte der vorhergehenden Divifionen und jeden- 
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falls Pleiner ald der Nenner N find. Demnad wäre, mwofern wir 
mit q und q’ die in den Quotienten * und — 2 enthalte 
nen Ganzen bezeichnen 
n.O=N.ga-+r 
n.10 = N.g-+r 
(d—n)19 = N(q—q’) 


ea — q—q/= einer ganzen Zahl ($. 129) nd 


demnach ($. 142) I — einer ganzen Zahl, welches unge: 


reimt ift, da fowohl n ald au mn’ <.N ill. 

Demnach fann nur der urfprüngliche Zähler als erfter gleicher 
Reit wiederkehren; denn nur er ift nicht der Vorausſetzung unter 
worfen, daß er ald Reſt einer Divifion auftritt, wo der Dividen 
dus von der Form n.10 und der Divifor N if. Und er muß 
als erfter wiederfehren, weil nach 8. 193 irgend ein Reſt einmal 
einem früher dagemwefenen gleich fein muß. 


Beiſp. 4.4 Dr Vr e- 
Zuſ. Die Zahlen der Meriobe für verfchiedene Zähler einet 
und Ddeöfelben Nennerd find das Sovielfache der periodiſchen 
Zahlen für den Zähler 1, als der fragliche Zähler anzeigt. 
$ = 5.4 = 5.0,14285714... 
— 0,11428571... 

Zuf. 2. Für unechte Brüche, überhaupt bei der nach 8.1% 
vollzogenen Divifion beliebiger Zahlen durch eine andere, in ber 
die Factoren 2 und 5 nicht vorkommen, füngt die Periode mit 
der Zahl des Quotienten an, welche nach der .erften zugezoge 
nen Nul oder nach der erften Multiplication eines Reſtes mit 10 
auftritt. 





(8. 128) 













8. 196. * 

Lehrſ. Jeder gemeine Bruch, deſſen Nenner außer anderen 
Primfactoren auch noch die Yactoren 2 oder 5 oder beide zw 
fammen enthält, giebt bei feiner Berwandlung einen gemifdt- 
periodifhen Decimalbrud, der fo viel unperiodifche Stellen 
bat, als die höchſte vorkommende Potenz der Factoren 2 oder 5 
beträgt, und nach ihnen fo viel periodifch wiederfehrende Stellen, 
als zu den anderen Factoren des Nenners für fich gehören. | 
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7 7 
Beifp. ® — Fi — 0,0795454... 
13 . 
109873” 0,08666.... 

Demw. Man denke ſich die Divifion (8. 190) zur Bermandlung 
des gegebenen Bruchs in den Decimalbruch auf Grund des 8.85 fo 
bolljogen. daß man erft durch dad Product der Factoren 2 und 
5 dividirt, und den entftandenen Quotienten darauf dur das 
Product der anderen Primfactoren des Nenners; wie im obigen 
Beifpiele für 3% und „I, alfo: 

1= 085. #4 = 026. 

0,875:11 — 0,0795454... 0,26:3 — 0,08666... 

Erftere Divifion giebt nun nah 8. 192 einen genauen De- 
smalbruh von fo viel Etellen als die höchſte überall vorfom- 
mende Potenz eines der Yactoren 2 oder 5 anzeigt; bier von 3 
nd 2 Stellen. 

indem man nun diefe n« (3, 2.) ftellige Zahl (875, 26), 
die vermöge ihre® Urfprung® al® Quotient der genannten Di⸗ 


difon dr gu, Wo einer oder beide Erponenten r und s = n; 
‚der andere fonft <n it) nur die Primfactoren” 2, 5 und den 


gegebenen Zähler, alfo durchaus nicht einen der anderen Prim⸗ 
facioren des gegebenen Nenners N enthält, ald Zähler eines zu 
verwandelnden Bruchs betrachtet, defien Nenner das Product ber 
anderen Primfactoren des urfprünglichen Nenners ift, muß nun 
bei diefer weiteren Divifion ein Quotient fommen, deffen erfter 
wiederfehrender Neft die Zahl ift, der zuerft eine Null zur Fort⸗ 
fegung der Divifion angehängt wird ($. 195, Zuf. 2), d. h. man 
erhält erft fo viele unperiodifche Stellen als die höchfte überall 
vorfommende Potenz eines der Primfactoren 2 und 5 beträgt, 
und von da an eine Periode, wie fie den anderen Primfactoren 
des Nennerd entfpricht, w. 4. b. w 
8. 197. 

Erf. Ein Decimalbruch, der in irgend einer Stelle abge- 
brochen wird, ohne daß die noch folgenden Stellen zugezogen 
werden, fei 68, daß dieſe fehlenden Stellen irgendwo aufhören 
oder auch ohne Ende fortgehen, heißt ein genäherter ober 
abgefürzter Decimalbruh im Gegenfabe ded genauen 
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oder vollftändigen Decimalbruchs, der in feinen Zahlen voll 
fommen genau audgedrüdt if. 

Man bezeichnet dies Abbrechen eines genäherten Decimdl; 
bruchs, wo es nöthig ift, durch eine Reihe von Punkten hinte 
der legten Decimalftelle, wie ſchon oben gefchehen. 

Den Grad der Näherung beftimmt der Rang der lepten je 
gezogenen Stelle nad Maßgabe des folgenden Paragraphs. 


8. 198. 

Lehrf. In einer defadifchen Zahl beträgt eine Einheit irgen 
einer Stelle 3. B. 0,001 mehr al? die Zahlen aller folgenden 
Stellen zufammengenommen. 

Bew. Den größten Werth würde die Summe aller der 
folgenden Stellen der Zahl für den Fall erhalten, wo alle ihre 
Ziffern 9 wären, als 0,001999... Es müßte aber felbft für dieſen 
Fall erft noch eine Einheit der lebten Stelle, 0,00000...1, hin 
fommen, damit fie jufammengenommen jener einen inheit der 
höheren Stelle 0,001 glei) wären. Um fomehr wird für je 
anderen all, wo die ausgelaſſenen Stellen mit Feineren Zahlen 
ala 9 befegt find, ihre Summen kleiner als jene Einheit det. 
höheren Stelle fein. 

Folgeſ. Die Ungenauigfeit eines abgefürzten Decimalbrufi 
beträgt nicht eine Einheit der letzten Stelle desfelben; er ift nicht 
um eine Einheit diefer legten Stelle zu Klein. 

Anm. 1. Kürt man den Decimalbruch, wie meiſtens zweckmäßig #, 
fo ab, daß man die lebte beibehaltene Stelle um 1 vergrößert, mofern die erfit 
folgende (meggelaffene) Stelle 5 oder größer als 5 ift, fo beträgt die Unge— 
nauigfeit eines fo abgekürzen Decimalbruchs nun nicht eine Halbe Einhei 
der legten beibehaltenen Stelle; aber dagegen wird er nun bald zu gref, 
bald zu Mein fein, fo daß die ganze Unficherheit doch wie oben eine gan 
Einheit der letzten Stelle beträgt. 

Anm. 2. Die Beftimmung ded Grades der Genauigkeit oder der Groͤßt 
der Näherung der Refultate, die dur die verfchiedenen Rechnungen mit ge 
näherten Decimalbrüdhen, mit genäherten Zahlen überhaupt gebildet werden, 
ift ein wichtiger Punkt der Unterfuhung. Sie ift nicht ſowohl ſchwierig old 
für eine elementar = verfländliche, erfchöpfende Darftelung nur weitläufig; um 
aus diefem Grunde glaube ich fie dem mündlichen Unterrichte überlaſſen zu 
müffen, vermweife aber auf die treffliche Behandlung derfelben von E. © 
Fiſcher in deffen Lehrbuh) und von Heyer in dem Programm des Fr.⸗Wilh— 


Gymn. zu Königdberg in d. N. Oſtern 1858 u. 59. — Die abgetüntn 
Multiplicationen und Divifionen wird es räthlich fein von früh an vielfach zu üben | 
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8. 199. 

Anfg. (Die umgekehrte von $. .19%0.) Ginen gegebenen 
Decimalbruch in einen gemeinen Bruch zu verwandeln. 

1) Der gegebene Decimalbruch ift ein vollftändiger oder 
genauer ($. 197), 3. 3. 0,625. 

Aufl. Man fehreibe dem gegebenen Decimalbruche als Zähler 
den zugehörigen Nenner ($. 184) unter, hebe mo möglich Zähler 
und Nenner durch ihr gemeinfchaftlihes Maß, fo un der fo 
gebildete Bruch der geſuchte fein; 0,625 — — Si = - % 

2) Der gegebene Decimalbruch ift ein periodifcher, und zwar 
a) ein rein=periodifcher, 3. B. 0,18181... 

Auf. x= 01818181... 

100x = 18.181831... 
18 
Be 
d. h. der rein=periodifche Decimalbruch ift gleich einem gemeinen 
Bruche, dejjen Zähler gleich der Periode, deifen Nenner gleich 
einer Zahl von fo viel Neunen ift, als die Periode Stellen hat. 
B) ein gemifcht-periodifcher, z. B. 0,19318181..: 

Aufl. x — 0,19318181.... 
1000x = 193,18181... 


“D 

Ne) 

2 
IA 


1000x . 100 19318,181... 
1000 x(100—1) = 1000x.99 — ‚19125 
= He. 


d. h. der gemifcht-periodifche Decimalbruch ift gleich einem Bruche, 
deffen Zähler gefunden wird, indem man die unperiodifchen 
Stellen des Decimalbruchs (193) abzieht von den Stellen, die 
bis zum Ende der erften ‘Periode reihen (19318), beide Zahlen 
als Ganze gedacht, deſſen Nenner aber gleich ift einer Zahl aus 
fo viel Neunen als die Periode Stellen hat mit fo viel ange- 
hängten Nullen als unperiodifche Stellen vorangehen. 

3) Der gegen ne nalbruß ift ein abgekürzter, aber 
unperiodiſcher, z. B. 3,1415927.. 

Aufl. Für jede andere Abkürzung wird man nach Nr. 1 
einen anderen Werth erhalten, deffen Grad der Annäherung dur 
die Annäherung des abgefürzten Decimalbruchs beftimmt ift. 
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Die Beweife des Verfahrens in Nr. 1 und 3 find offenben 
und beruhen auf $. 184. 

Das Berfahren in Nr. 2 ift ein befonderer Fall des Sum 
mirens unendlicher Reihen, welches in feiner Allgemeinheit eine wei 
tere Begründung erft fpäter (Abfchn. XIII) finden wird, in di 
befonderen Anwendung aber dadurch gerechtfertigt erfcheint, da 
durch die angewandten Multiplicationen, 100x, 1000x, 1000x.100 
in einen Minuendus und Subtrahendus diefelben unendliche 
Reihen eingebracht werden, die fih darum für die gefuchte Dix 
renz gegenfeitig aufheben und die Beſtimmung diefer Differn 
unabhängig von jenen Reihen möglich machen ($. 32.3 u. 8. 106) 

Aus dem Berfahren für Nr. 3 erhellt zugleich, warum jem 
Decimalbrüche nicht auf folche gefchloffene Ausdrüde wie in Nr. 2 
führen, fondern je nach den verfchiedenen Abkürzungen ale 3,14; 
3,1415, 3,1215927 auch verfchiedene mehr oder weniger genug 
Werthe haben. 


8. 200. 
Uebungsbeiſpiele. 





(Die Zahlenbeiſpiele find ſämmmtlich aus der Sammlung von M. Hirſqh 
entnommen.) 


J. Addition. 

1) 0,00076 2. 12,0134 
13,795 196,785 
13,79576. 7,00006 

215,79846. 

3. 76 | 4. 113,67849 
138,05934 76,859 
15,4 9,7 
10,78 5 

0,3592176 152,6048 
1365,7 7,85976 
37,6483 + 9,487 
0,005 8,65 

1575,5318576. __T,94 
391,72855. 


I. Subftraction. 
Man fubtrahtre von den Summen der vorftehenden Additions⸗ Erempel 
nad) einander alle ihre Summanben. 


— — — — gg eg 0er —- Fi 
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IH. Muftiplication. 


5. 357 X6 — 21,48. 6. 5,798 X 18 — 104,364. 
.. 0,5 X 36000 — 18000. 8. 0,0000054%X 8785 — 0,020439. ° 
9. 3,7X 2,6 — 9,62. 10. 5,78% 3,4 — 19,652. 


11. 3 9765 X 4,378 — 17.409117. 

12. 0,48% 0,65 — 0,2795. 13. 0,005 X 0,017 = 0,000088. 
14. 0,007853 X 0,00476 — 0,00003738028. 

15. 0,372106 X 0,0054 — 0,0020093724. 


Verkürzte Multiplication. 


16. 7,65340958 17. 0,7653478 
.2,56307 .0,3576 
15,30681916 0,22960434 
3,82670479 3826739 
45920457 535743 
2296023 45919 
53574 0,27868835. 
19,61622449. 
18. 8,56794328 19. 37,346889416 
X 0,5284765 X 0,007008458 
4,283971615 0,261328018912 ° 
171358864 112040878 
68543545 14938744 
3427177 1867843 
599755 298874 
51407 0,261557161851 
4283 
4,527956646. 
20. 0,076934210834 21. 15,7356788 
x 0,000003057026 x 2,564725 
0,000 000 230802682502 31,4718566 
3846710542 ‚ 7,8678391 
538539476 9441406 
1538684 629426 
461605 141620 
0,000 000 235189882809. Bi 
40,3608342. 


IV, Divifion. 


22. 5,64:2 — 2,82. 23. 7,5832:8 — 0,9479. 

24. 0,387642:6 = 0,059607. 25. 0,01765125:: 875 = 0,00004707. 

26. 75:16 = 4,6875. 27. 3,54:7 —= 0,50571428... 
(Periode 571428). 

28. 400:0,25 = 1600. 29. 378:0,01 = 37800. 


20. 5640:0,0015 = 8760000. 81. 1:0,24 = 4,18666... 
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32. 2,68944: 7,2 — 0,8527. 38. 374:2,4 — 155,888333... 
34. 0,5:76,91342 — 0,00650081... 
. 38. 1:3,2561047 — 0,30711543... 


Verkürzte Dipvifion. 


(Zur Bergleihung mwähle ich die obigen Beifpiele der verkürzten Multip 
cation, indem ich den Multiplicandus zum Divifor annehme.) 


36. 19,61622449 : 7,65340958 — 2,56307 
15 30681916 
4 30940533 
3 82670479 
48270054 
45920457 
2349597 
2296023 
53574 
53574 


37. 0,27368835 : 0,76598478 — 0,8576 
22960434 
440840i 
3826739 
581662 
535743 
45919 
45919 


38. 0,261557161351 : 37,346859416 — 0,007003458 
261428015912 
129145439 
112040578 
17104861 
14938744 
2166117 
1867343 
298774 
298774 


39. 0,000000 235189882809 : 0,076934210834 — 0,000 003 057026 
230802632502 
4387250307 
3846710542 
540539762 
538539476 
2001289 
. 1538684 
461605 
461605 
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40. 8,000000000 :0,085848297 = 83,6976577 

2,86746376 
132536240 
107529891 
25006349 
21505978 
"3500371 
3225896 
274475 

250903 . 
23572 

21506 _ 
2066 
1792 
| 274 
| 251 
23 
| 24 


v. Verwandlung der gemößnfichen Rrüche in Decimalbrüdje. 


4.4 08. 2. 3 = 0,75. 4. 3 = 0,8128. 
MH = 0,88. 46. 5 = 0,078. 46. 5 = 0,188. 
4. gie = 0,00878. 48. Ai = 0,2976. 

2. yes = 0,0006878. 50. his = 0,01171878. 

5. ide = 0,0186546875. 82. zohan = 0,0001. 

33. A = 0,222488. 54. zurkeoe = 0,00000048828128. 

65. 3 = 0,668666... 56. $ = 0,428571... 


57. Statt einen Winkel in Graden, Minuten, Sekunden auszudrüden, 
Pit man ihn zumeilen in der Einheit des fechten Winkels (oder den Bogen 
a8 Decimalbruch des Quadranten) ausgedrüdt an. Welches ift darnach der 
Ausdrud eines Winkeld von 280 19° 32? Antw. 0,8314728394. 


Rehnung: 280 19° 32" — 280 19',5833... durch Verwandlg. der Sekun⸗ 
den in Decimalbr. von Min. 
‚= 280,32555... durch Berwandig. d. Minuten 
in Decimalbr. von Graden 
— 0,314727394 durch Berwandig. d. Grade 
in einen Decimalbr. d. rech⸗ 
ten Winkels. 

88. Umgelehrte Aufgabe der vorigen. Es fol ein Winkel, der gleich 
01185632 eines rechten Winkels ift (oder deffen Maß ein Bogen von 0,735632 
dez Dundranten if), in Graden, Minuten, Sekunden auögebrüdt werben. 
Antw. 660 12° 24° 768. ' 
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669,20688 durch Multiplication mit! 

66° 12',4128 durch Multipl. d. angehänge 

ten Decimalbruchs der Oraig 

mit 60 

66° 12’ 24,768 durch Multipl. d. angehängg 

ten Decimalbruchs d. Ried 

mit 60. 

59. Die Franzofen theilten einige Zeit hindurch (von 1793 bis 18088 

den Tag in zweimal zehn ftatt in zweimal zwölf oder 24 Stunden, bie Stun 

in 100 Min., die Minute in 100 Set. Wie ift darnach die eine Uhrzeit 

die andere zu verwandeln, beifpielämeife 2 Uhr der einen Zeit in die andere? 

Aufl. 2 Uhr franz. 3. — 2 Uhr 24 Min. gemeine 3. 

2 Uhr gem. 3. — 1 Uhr 6 Min. 6,666... Gef. franz. 3. 

60. Jenachdem die Ruthe in 12 Fuß, der Fuß in 12 Zoll, der Zoli 

12 Linien; oder in 10 Fuß, der Fuß in 10 Zoll, der Zoll in 10 Linien gethei 

wird, nennt man Fuß, Zoll, Linie Duodecimal» oder Derimals Fuß, + 

⸗Linie. Man drüde nun 59 4° 3” 7" Decimalmaß in Duodecimalmaß aui 
Aufl. 

50 4' 3° 7 de 











Rechnung: 0,785631 R. 
























— 50,437 in beiderlei Maß 
= 50 5',244 dde, indem man den angehängten Ders 
malbruch der Ruthe mit 12 multip, 
== 50 5' 2,928 dde, indem man d. angeh. Decimall 
der Fuße mit 12 multipl. 
— 50 5° 2° 11,136 dde, indem man d. angeh. Decimalf 
der Zolle mit 12 multipl. 


61. Dan drüde umgelehrt 5° 5° 2’ 11,136 Duodecimalmaß in Dr 
malmaß aus. 
Aufl. 

50 5° 2" 11,186 dde — 5° 5’ 2,928 dde, indem man die Linien durch Di 
fion dur 12 in einen Decimalt 
von Zollen verwandelt. 

— 50 5,244 dde, indem man die Zolle durd Din 
fion durch 12 in einen Decimali 
von Fußen verwandelt. 

— 50,437 in beiderlei Maß, indem man bie Ju 
durch Divifion durch 12 im eine 
Decimalbr. von Ruthen verwanden 

= 50 4 3" 7" de. 


VI. Fbfehnitt.”) 
Die Kettenbrüce. * 


8. 201. 
Erkl. Ein Audbrud von der Form 


+ cT — 
F 
dt... 
worin a, b, c, ... abfolute ganze Zahlen find, heißt ein Ketten- 
brud; a, b, ce, ... heißen der erfte, zweite, dritte,.... Nenner 


desſelben; —- 2 y — ... fein erſtes, zweites, drittes, ... Glied. 

Hört die Reihe der Glieder bei irgend einem auf, fo heißt 
der Kettenbruch ein endlicher oder geihloffener; geht fie 
ohne Ende fort, fo heißt er ein unendlidher Im letztern Falle 
heißt er ein periodifcher, wenn biefelben Nenner in derſelben 
Folge wiederkehren. 

Bricht man den Kettenbruch bei irgend einem Gliede vor 
dem letzten ab, ſo heißt der bis dahin reichende Kettenbruch ein 
Näherungsbruch oder Näherungswerth des ganzen, und 
zwar der erſte, zweite, dritte, ..., wenn man ihn mit dem erſten, 
zweiten, dritten, ... Gliede desſelben abbricht. Ä 

In der Form der gemeinen Brüche wollen wir den eriten, 
zweiten, ..., nten Näherungewerth, welcher alfo mit dem Nenner 


a,b..,n abbrihten mit — bezeichnen, fo daß 








KBW 


———— —— et mn 


*) ©. den Schluß der Vorbem. des IV. Abſchn. Die Kettenbrüche treten 


erft gegen Ende des 17. Jahrhunderts in vereinzelten Beifpielen auf; erhalten 
ihre Gehe ie Ausbildung und erweiterte Anwendung durh Euler 
(geb. 1707, geft. 1783 
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Der letzte Näherungswerth wird darnach gleichbedeutend 
dem wahren Werthe des Kettenbruchs, W, fein. 
Anm Mit Rüdfiht auf Leichtigkeit der Behandlung 
Fruchtbarkeit der Anmendung haben wir den Begriff des Kettenb 
auf die obige Form befchränft, die übrigend nur ein befonderer Fall ift 
der allgemeineren: 














+42. 


Ebenſo haben wir aus Gründen der Bereinfahung und Berallgemein 
der Gefege über Kettenbrüche in dem Kalle, mo noch Ganze vor obigem 
ftehen, diefe Ganze immer für fih und von dem Kettenbruche getrennt 
tet und darum die obige Erklärung auf fie nicht mit audgedehnt. Man 
trachtet bei einem fo zu nennenden gemifhten Kettenbruche (vgl.$. 
wirklich befler die Ganzen einfiweilen für fi und den angehängten Ketten 
nad) den allgemeinen für fie aufzuftellenden Regeln. (Beifp. unten.) 
befondere Bemerkung find im Folgenden unter Kettenbrüdhen immer nut 
oder unvermifchte verflanden. 


8. 202. 

Anfe. Einen gemeinen (echten) Bruch in einen Kettenbr 

au verwandeln. " 
Aufl. Man dividire Zähler und Nenner des Bruchs 

den Zähler desfelben und verfahre ebenfo mit dem Bruce, 
durch dieſe Divifion als Nenner des neuen Bruchs hervorg 
ſetze dies Verfahren in eben der Weiſe ſo lange fort, bis ein 
cher Zähler in ſeinem zugehörigen Nenner ohne Reſt aufgeht; 
Quotienten der nach einander auftretenden Nenner find die fur 
fiven Nenner des Kettenbruche. 











Beifp. \ 
s_1_ __1 1 1 
20 444 442 0441 0200044 
2 1 1 
HM HIR +37 
Zweckmäßige Anordnung der vorzunehmenden Divifion: 
Bi 48 1 
184 a FI 
20 | 46 |2 2 317 
40 . 
6/20|3 
18 
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ZA der gegebene gewöhnliche Bruch ein unechter, fo ſcheidet man durch 
me vorgängige Divifion feines Zähler dur den Nenner diefe Banzen 
md und meeiäprt mit dem bleibenden een Bruce wie vorher. 

454 














ars 
21 1 
- =I3+ —— 14 1 
8 1 38 _ 
14 + ?+j737 
: 8. 203. 















Dr 


Zul. Jeder gemeine Bruch giebt bei feiner Verwandlung 
en geſchloſſenen Kettenbruch; denn die vorzunehmenden Divi- 
nen find feine andere ald die 8.134 bei Auffuchung des größ- 
gemeinfchaftlihen Maßes zweier Zahlen vorgefommenen, wo 
e folhe Divifion immer endlih einmal aufgeht, ob nun der 
te Divifor 1 oder eine größere Zahl ift. 


$. 204. 

Lehrſ. Die auf einander folgenden Näherungswerthe eines 
ettenbruchs find abwechſelnd größer und fleiner ald der wahre 
tth desfelben, und zwar find der erfte, dritte, fünfte, furz alle 
Bgraden Näherungswerthe größer; der zweite, vierte, fechöte, kurz 
e graden Peiner ald der wahre Werth des Kettenbruchs. 

Bew. Bezeichnen wir den von a, b, c, :.. ab noch folgen- 
iR el des ganzen Kettenbruchd-Nenner® mit a, B, y, ..., fo ift 


A _ ; der Nenner re darum Aw 


warte Det . p<W 
nd fo würden wir beim allmäligen Fortgehen von einem Nen- 
et zum folgenden finden, daß jie abwechfelnd Fleiner und größer 
&8 der zum wahren Werthe gehörende Geſammtnenner des Bruchs, 
ie zu ihnen gehörenden Näherungswerthe darum abwechſelnd 
föher und kleiner als der wahre Werth W des Bruchs find. 


Um jedoch den Beweis gleich allgemein zu führen, ſeien M 
NT zwei auf einander folgende Räherungswerthe und 2, > W, 


ſo fein Renner, der mit m abbricht, Feiner als der Gefammt- 
Helmes, Elementar-Mathematil. I. 11 
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1 
nenner des Kettenbruchs mp. Dann ift m+—> mt — 4 
d. h. größer ald der Gefammtnenner des Kettenbruchs, und afik 
v<W, w. 3- b. w. 
8. 205. 

Lehrf. Der Zähler und der Nenner irgend eines Näherung! 
werthd (vom dritten an) wird gefunden, indem man mit dem 
zu feiner Bildung neu zugezogenen Nenner des Kettenbruchs Zäh 
ler und Nenner des vorigen Näherungswerths multiplicht uns 
zu diefen Producten dort den Zähler, bier den Nenner des vor« 
vorigen Näherungswerths addirt. In Zeichen: ’ 

N nM +-L 


Bemw.* Kür die beiden erften Naͤherungswerthe ift nad ig 
fprünglicher Entwidelung (8. 201) 
A 1 


KT a 
B__b__ A 
B 9 ab+1 b.A'+1' 
Nun wird ganz allgemein ein folgender Kettenbruchsnem 
n dadurch zugezogen, daß man m--- flatt m, oder mat 
ftatt — — — fept. 


Um deshalb die Bermandlung des vorhergehenden Näherunge 
werths in den folgenden nach ſolchem allgemeinen Verfahren ve 
ziehen zu fönnen, multipliciren wir zunächſt zum Zwecke der Cu 
führung de3 neuen Kettenbruchönennerd mit demfelben den Zählt 
und Nenner des vorhergehenden Näherungswerths, wodurd di | 
Näherungewerth einftweilen unverändert bleibt, 

B _B.c _ _bAc , 
BT B.e  bATnHe’ 
fegen aber dann weitens. um zu dem neuen Naͤherungswerſf 
5; Übergugehen, 2° 1 ha att an, alfo bei ber gedachten Multe, 


plication mit ce be-—1 ftatt be, d. h. addiren zu den vorgenant 
ten Producten dad, was durch die Multiplication mit dem neu 
Nenner c den Factor be erhalten hatte, alfo worher den Factor b 
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hatte, d. h. addiren im Zähler A, im Nenner A’, und erhalten 
demnach 
C Be+A 
©” BA D 
Und ganz ebenfo haben wir im Uebergange zu D zunächſt 
C _C.d _ GGe-aA)d 
C C.d  (Be-tA)d 
und daraus durch Einfeßung von cd+4-1 an die Stelle von cd 
D _ Cd+B 
D. Cd+B 
Und fo erhalten wir ganz allgemein einen folgenden Nähe— 
rungswerth, NZ indem wir Zähler und Nenner des vorhergehen- 
den 1 Mit dem neu zugegogenen Kettenbruchsnenner n multipli- 


ciren (wodurch er einftweilen unverändert bleibt), und nun nod, 
indem wir mn-+-1 an die Stelle von mn fegen, im Zähler und 
Nenner das addiren, was durch. jene Multiplication den Factor 
mn erhielt, d. h. vorher den Factor m hatte, d. h. im Zähler L 
im Renner L’ (denn L und L’ waren eben die zur Bildung von 


jy, nit m multiplicirt geweſenen Zahlen), d. h. 
N — aM-+L 
N T" nM 1 w. 3. b. mw. 

NB. Wenn der vorftehende Beweis, wie er aus unmittelbarem Eingehen 
in die Sache gefhöpft ift, zu undurchfichtig wäre, fo könnte er bequem durch 
folgmden erfeßt werden, der einer allgemeineren Beweismethode angehört und 
kurz ein „(m+-1) Beweis“ genannt. werden mag. 

Man beweist dabei, daß ein Sag, wofern er für einen Fall gilt, dann 
und eben darum auch für den folgenden Fall in der Reihe aller möglichen 
Fälle und fomit allgemein gilt. 

In der Anwendung auf den vorliegenden Fall beweist man, daß unfer 
Sap, wofern er für einen Näherungswerth gilt, dann aud für den folgenden 
gilt. Weil er nun für den dritten gilt, fo gilt er darum auch für den vierten; 
weil für den vierten, fo auch für den fünften, und fo ohne Ende für jeden 
folgenden, d. h. er gilt ganz allgemein (vgl. ein anderes ſchon früher vorgekom⸗ 
menes Beifp. diefer Art in $. 144). 

Indem wir nun die Gültigkeit unferd Satzes für den dritten Näherunge- 
werih aus Obigem entlehnen, ftatt fie für diefen Fall noch einmal befonders 
abzuleiten, bemeifen wir demnach die Gültigkeit 
durch den 


Lehrſ. Gilt das obige Geſet für J. ſo gilt es auch fr J 
11* 
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Annahme. m = | Are fo daß MLVPK und 
M — ml’+-K'. 
N nM-+L 


Sap. N = Nr" 
Bem. Si gleich dem Werthe, in telchen M Ri übergeht, 


wenn man in —* Ausdruck für m ſetzt m+Z. 


mL+K 
Nun oe “a mL +K (Annahme), 
vn (+ Ju rK 
be m=7 OT 
Mtz)utR 
_ (mL --K)n-+L ‚ 
 (mL’+KY)n-+L‘ 
_naM-+L | 
OaM--L’ w. 3. b. mw. 
Anm. Allerdings gilt vorfiehendes Bildungsgeſetz auch noch von den ges 
mifchten Kettenbrüchen, d. h. folhen, an deren Spige Ganze ftehen, wie fidh 
fhon daraus erwarten laßt, daß dies Gefeh nicht von der Größe der Zähler 
und Nenner bedingt wird. Natürlich find alle Räherungswerthe um die Gans 
zen größer ald die entfprechenden Näherungöwerthe des reinen (angehängten) 
Kettenbruchs; und um diefen Ausſpruch auf die Näherungswerthe von gleicher 
.Ordnungszahl beziehen zu können, wollen wir auch bei dem gemifchten Ketten- 
bruche die Näherungsmwerthe bis mit dem Nenner a, b, c, ... den erften, zwei⸗ 
ten, dritten, ... Näherungdierth nennen und mit — vB. . bezeichnen 
und ihnen nur nod) an der Spitze den befondern Häßerungswertg ap, deigeben, 
welcher gleich den Ganzen = N ift. 


Darnach find bei einem gemifchten Keitenbruche die erften auf einander 
folgenden Nenner und Näherungswerthe: 


Kettenbruchönenner | Zähler | Nenner ves Näherungswerths 





IE 1 =], 
& sy—1 a A _ Mr 

5 & 
bIbBA+N|bA-+1 — SH 


fo daß bier alfo ſchon beim. weiten Näßerungeiwerthe 7 ; das allgemeine Bil. 
dungsgeſetz eine Anwendung findet. 
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F 8. 206. 
N Solgef. Der Nenner jedes folgenden Näherungswerths  ift 
* als der des vorigen und vom dritten an (wo das Bil- 
sgeſetz eintritt) ficher größer ald das Doppelte des Nennerd 
. vorvorigen Näherungswerihs. Denn 
' C = eB’+-A’ ($. 205) 
B (=b.A4'+1) >A' 
| C>cA'+A>2A, da 1 der Fleinfte Werth 
ned Nennerd c it. 
Und ebenfo ift ganz allgemein N’ = nM’+-L’ (8. 205) 
| ' M’ enL’+K)>L 
| N" >ıl-L>2L. 
J g. 207. 


gZweckmäßige Anordnung zur Berechnung der auf einander folgenden Nähe 
swerthe eines Kettenbruchs, 3. B. des Bruch 
| 1 











|. 24 —— 









ger des 


Ira Sähbler Aenner } des Naͤherungswerths 





1 alı -4 =; 
3 7|u s=+ (= >00 
3»| 92 |M= — 23 Sir 
es| 187 V-5 nr 
al 92 |v= * 2** 
f\7| 3018 | 6961 |VI= nn. 


_ Ran multiplicire mit dem neu zugezogenen Nenner, 3. B. 7, den vorigen 
let 421, addire zu dem Producte den vorvorigen Zähler 68, fo erhält man 
ben Zähler 8015 des neuen Näherungswerths; ebenfo multiplicire man mit 7 
ben vorigen Nenner 972, addire zu dem Producte den vorporigen Nenner 157, 
P erhält man den Nenner 6961 des neuen Räherungsmerths. 
, Beifp. Der in einen Kettenbruch zu vermandelnde Bruch „I giebt bie 
Nherungewerthe +4, 4, %, 77; der Bruch a (8. 203) die Naͤherungswerthe 2, 
—4434 Z; der Bruch 14 die Näherungswerthe 4, 3, 14. 
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8. 208. 

Lehri. Die Differenz zweier auf einander folgender RG 
rungswerthe eine® Kettenbruchs iſt gleih einem Stammbr 
(einem Bruche mit dem Zähler 1), deſſen Nenner das Pro 
der Renner der beiden Räherungswerthe if; und abwechſelnd 
gativ und pofitiv, wenn man immer den vorhergehenden W 
einem folgenden abzieht. 

Bew. Allgemein ıfl 





















N MToMIL TH ONW ' 
ud M_L _LM—LM (LM — LM) 
ME Oi I TIV 


Alfo ift allgemein der Zähler ded Bruchs, welcher we Differeg 
der beiden auf einander folgenden Räherungäweribe 1, u. gr 
drückt, gleich dem Entgegengefegten des Zähler von dem Br 
welcher diefe Differenz für die Näherungsmwerthe np J. d. 
für die vorhergehende Differenz ausdrückt. Nun iſt aber dieſer ai \ 
für ür Die erfte Differenz, d. h. für B — A = 3: -7 
vB’ gleich — 1; demnach ‘für die zweite 4-1 und allgemein fl 
die auf einander folgenden Differenzen abwechſelnd — 1 und + 
Der dazu gehörige Nenner aber ift gleih dem Produce & 
Nenner der beiden Näherungdwerthe, da jener Zähler urfprüngt 
und nicht durch vorgängiges Heben von Zähler und Nenner MM 
vorgegangen ift. 

Anm. Diefer Satz enthält eine weitere Beflätigung des Gapes in $.M 
zugleich mit der beftimmten Angabe, daß der Unterfchied des wahren Ber 
des Kettenbruches und eines Näherungswerthes Meiner ift ald ein Stammbm 
deffen Nenner das Product des Nenners diefed und des folgenden Räherunge 
werthes ift. Der Satz gilt felbftverftändlich nad) $. 32.3 auch noch von de 
Näherungsmwerthen gemifchter Kettenbrüche, ald welche fämmtlid nur um ® 


Ganzen größer find als die Näherungswerthe der reinen Kettenbrüche, ift ui 
gend auch aus $. 205 Anm. jelbftändig. abzuleiten. 


$. 209. 

Folgeſ. Zwiſchen zwei auf einander folgenden Raps 
rungöwerthen Tiegt fein anderer Bruch, deſſen Nenner Hein 
wäre als der größere ber beiden Nenner oder ſelbſt nur eben | 
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groß. Denn wäre ein folder Bruch z. 2. 9— ſo muͤßte ab⸗ 


geſehen vom Vorzeichen: 
UVU MAMAM 


MU-MD- 1 
Um <nm 6208) 
MU—MU 1 

— <y 


welches wegen U’<<N’ felbft dann nicht fein fönnte, wernM U — 
MU’= +1 wäre, noch weniger aber, wenn diefe Differenz gan- 
zer Zahlen eine größere ganze Zahl giebt. 


8. 210. 
Zuf. Die Differenz zweier auf einander folgender Näbhe- 
rungswerthe ift Fleiner ald ein Stammbrud, deffen Nenner das 
Quadrat des Nenner? des voraufgehenden Naͤherungswerthes ift. 


Denn dieſe Differenz ift = (8. 208) < +33%- 206). 


$. 211. 
Zuſ. Die abfolute Differenz zweier Naͤherungswerthe iſt 
kleiner als die Hälfte der vorhergehenden Differenz. Denn da 


zwei ſolche Differenzen abgeſehen von ihrem Vorzeichen IM und 
TON nd und fi demnach wie N’ zu L’ verhalten, N’ aber 


SAL ift (8. 206), fo ift die vorhergehende größer als dad 
Doppelte der folgenden, w. z. b. w. 
Anm. Stellen wir demnach die Differenz des erften und zweiten Nähe⸗ 
rungswerths durch die gerade Rinie 2—1 dar, fo liegt der dritte Näherungs⸗ 
werth näher an 2 ald an 1; der vierte wieder näher an 3 ald an 2 und fo 
jeder folgende näher an dem vorigen ald an dem vorvorigen, woraus ſich folgende 
anſchauliche Darſtellung der auf einander folgenden Raherungewerthe ergiebt, 


O — — — — .—— ] 


2 4 675 3 1 
in welcher die zmifchen zwei Zahlen enthaltenen Intervalle einer geraden 
Linie die Differenzen der entfprechenden Näherungsmwerthe, und diefe Zahlen 
feloft, die abwechſelnd über und unter den wahren Werth des Kettenbruchs 
fallenden Lagen der entfprechenden Näherungsmerthe auddrüden. Alle unge 
raden liegen auf der einen, alle geraden auf der anderen Geite des wahren 
Werth, der 3. DB. ficher zwifchen 6 und 7 Liegt. 
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Es läßt ſich aus folder Darſtellung der Lage der auf einander folgend 
Näherungswerthe leicht umd fiher die Erkenntniß gewinnen, daß jeder folgende 
Näherungswerth dem wahren Werthe des Kettenbruchs näher liegt als- 
vorhergehende, welches fih ohnehin aud) daraus vermuthen läßt, daß zu fei 
Berechnung noch einer der Kettenbruchönenner mehr benupt wird, durch dei 
aller Benutung eben der wahre Werth gebildet wird. " 

Unabhängig von jeder unmittelbaren Betradgtung der Sache ergiebt fi 
auf rein analytiſchem Wege diefe Erfenninig im folgenden $. alfo: 








&. 212.* 

Lehrſ. Jeder folgende Näherungdwerth liegt dem wah 

Werthe ded Kettenbruchs näher als der vorhergehende; oder ob 
Rückſicht auf die Vorzeichen ift: 

Z—-W>Ww-2 

N’ 


Bew. Geben wir den von m ab noch folgenden Theil de 





Kettenbruchänennere — = 4 
n, x 
jo ift ($- 205) W = =M-+T' wo x =n-+ einem ech 


Bruch oder &—n<1 iſt, und unſer Sag iſt darzuſtellen in d 
Ausdrude: 
M xsM+L_xM-+L nM-L 
MOM INH 
LM—LM _ »LM-xL.M—xsLM —nLM 


MaM I)” N’@M-+L) 
LM—LM _ (LM—LM)(«—n) 
— —— 


welche Ungleihung wegen x—n)<1 und N’>M’ ganz ur 
zweifelhaft und nothwendig ift. 


8. 213. 

Lehrſ. Die Näherungdwerthe eines gettenbruchs find in den 
fleinften Zahlen audgedrüdt tfind Primbrüche). 

Dem. Sollten N und N’ einen gemeinfamen factor haben, 
jo müßte derfelbe auch in der Differenz MN’—M'N vorkommen 
(8. 130. Folgef. u. $. 129), welches nicht möglich ift, da diefe 
Differenn = +1 ift (8. 208). 
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Ä 8. 214. 

Lehrſ. Kein Bruch mit einem kleineren Nenner als dem 

Bes Näherungswerthes fommt dem wahren Werthe eines Ketten- 
68 fo nahe ala ein folcher Räherungdwerth jelbit; 

. ober die Räherungdwerthe drüden den wahren Werth eined 

"eh genauer aus als jeder andere Bruch, der einen 
eren Renner hätte. 


r Bew. Gejept, e8 gäbe einen Bruch) a der einen kleineren 
Fr ald der Näherungdwerth gi; Hätte und dem wahren Wertbe 
W doch näher Täge, fo müßte, da W zwifchen w'Y liegt, 
nuch 3 zwiſchen ihnen liegen und zwar, weil näher an W, ſo 
Ruh näher an M liegen als NZ d. h. abgefehen vom Borzeichen 
Ber der abfoluten Größe nad) müßte 
| N M N M 
RTU<VW 
welhes dem 8.209 widerſpricht. Alſo kann, wofern N <N 
—7 dem wahren Werthe des Kettenbruchs nicht näher liegen. 
il der Naͤherungswerth Y w. z. b. w. 


$. 215. 

Zuſ. Auf dem vorigen Lehrfage beruht eine der vorzüglidh- 
fen Anwendungen der Kettenbrücdhe, nämlich einen gemeinen 
Btuch, der in den großen Zahlen feines Zähler und Nenners 

e überfihtlichen Wertbfhäbungen feiner Größe erlaubt, im 
‚feineren Zahlen fo genau ala möglih auszudrücken; fü 
nämlich, daß man feinen Brud mit Meineren Zahlen angeben - 
lonnte, der dieſen Werth genauer oder nur eben ſo genau angäbe. 
Man verwandle nämlich den gegebenen Bruch in einen 
Keltenbruch und berechne nach 8. 207 die auf einander folgenden 
Naͤherungswerthe, fo werden dies die gefuchten Brüche fein: 

Deifp. 1. 3,1415926 — dem Berhältniß des Halbfreifes zum Radius. 


1415926 | 10000000 | 7 
“19911482 
88518 | 1415926 | 15 
88518 ‘ 
530746 
442590 


88156 | 88518] 1 
862 | 88156 | 243. 
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3, 1416026 — 34 1 — - . 
Harz 
sL.. 
Kettenbr.⸗Nenner Böhler Rene des Räherungsm. I + 3 
a— 7 1 7 } 22 (Berh.b. Archimed 


b=1 15 | 106 Ihr... 44 Zu 
c=1 16 113 I... 444 (Verb. d. Adr. Rei 


Beifp. 2. Das Verhaͤltniß des ſynodiſchen Monats (der Zeit von eine 
Neumonde zum andern) — 29,530588 Tagen, zum tropifhen Sonnenjapte : 
365 Tagen 5 Etunden 48 Minuten 47,5711 Secunden — 368,242264 7 
in ben möglichft Lleinften Zahlen fo genau wie möglich anzugeben. 


Kettenbruchönenner | Zähler | Renner } deö Räherungsiv. 


1 11 136 


A 1 
12 1 12 785 
B 2 
22287* 35 
C 3 
1 8 37 77 
D s 
2 8 99 5» (die Dtatterie d. Griechen) 
E 
E’ 
F 
—— —_ lus 
1 19| 285 | n. (dev Meton'ſche Cyclus) 
6 834 
17 Kr 4131 on 


Deifp. 3 Das Berhältwiß des Weberfhuffes eines tropifchen Jahr? 
365 Tagen 5 Stunden 48 Min. 47,5711 Sec. über das bürgerliche Jahı m 
365 Tagen zu einen Tage, d. h. 20927,5711:86400 giebt die Näherung 
+ (inlianifhe Schaltmethode, auf 4 Jahre ein Schalttag); „; 5 (perfike 
oder dſchelaliſche Echaltmethode); ZA x. ... (Heid $. 85). 

Eine andere wichtige Ynwendung der Kettenbrüche zur Auß 
(fung, der Diophantifhen Gleichungen f. unten Abſchn. VIL 
Kap. 4 

8. 216. 
Anm. Die Beflimmung bes wahren Werths periodifher Decimals 


brüde führt auf quadratifhe Gleihungen, von denen unten Abiön- al 
als Beifpiele folgende gelöst werden follen: 














VII. Abſchnitt. 171 


Es iſt nemlich offenbar, daß auch noch der Theil des unendlichen Ketten⸗ 
bruchs, welcher vom Ende der erſten Periode an folgt, dem vollen Werthe des 
‚ganzen Bruchs gleich ift (8. 106), und daß demnach 






































— 
g ’„Öiyn * J 
k 34x? = 21x 
| x? 42x — 2, deren Aufl. unten Abſchn. XI. 
2%. x == 1 = 1 | j 
" = 
Fir IT j 
x? +ı = 1. 
"la a 
"000 +1 +3 
Far "+37: 
2 .. 
1241 =[. 





Die Uebungsbeifpiele, nur wenige an Zahl, find im biefem Ab» 
| fünitte den einzelnen 88. beigegeben; in reichliherer Menge und nad) zwed⸗ 
| mäßiger Wahl finden fich andere in den Sammlungen von Heis und M. Hirſch. 


r 


& | VI. Abfchnitt. | 
Die Algebra. Die Gleihungen des erſten Grades, 


| Einleitung. 
M 8. 217. 

Erkl. Nechenaufgaben find in den feltenften Fällen fo ein- 
ſacher Art, daß zu ihrer Auflöfung, wie bisher, entweder nur eine 
der bier Species, oder wenn mehrere, diefe doch in beftimmt vor- 
geihriebener oder augenblicklich offenbarer Folge an befannten 

Zehlen der Aufgabe zu vollziehen wären. Aufgaben folder ein- 

ſachen Art, wie Beifpiels halber die folgenden: 

.L Welches iſt der Preis von einer Elle, wenn n Ellen 
a Ihlr. foften? 0 
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2. Welche Zahl kommt heraus, wenn ich die Zahl 12 erft 
mit 3 multiplieire, zum Producte 4 addire, die Summe durch 5 
dividire und vom Quotienten endlid 6 fubtrahire? 
löfet man fo, daß man an den gegebenen Zahlen die beftimmt 
vorgefchriebenen oder mit einem Blid zu überfehenden Rechnungen 
der Reihe nad vollzieht, und nach Vollzug der lebten bei der ge- 
fuhten Zahl ald dem nie aus dem Auge verlorenen Ziele der 
Auflöfung anfommt. Man fohreitet in der Rechnung v 
Bekannten zu Unbelanntem vorwärts; man feht dad geſuchü 
Refultat der Aufgabe aus dem Gegebenen zufammen oder 
bauet es daraus auf; — man 1ö8t die Aufgabe progreffis 
oder fyunthetifh. — Im obigen Beifpiele drüdt offenbar dee 


Quotient ht den Preis einer Elle aus; und ATS —6 


giebt in ungeheimmter Ausführung der vorgefchriebenen Rechnungen 
an der gegebenen Zahl 12 und den daraus nad) einander hervor- 
tretenden Zahlen das fchliegliche Reſultat 2. 

In den meilten Yällen hingegen fordern die Aufgaben die 
Auffindung einer unbefannten Zahl dadurch, daß fie verftedter 
oder offenbarer das Refultat einer mehr oder weniger zuſammen⸗ 
gefepten Berfnüpfung der Unbefannten mit anderen 
befannten Zahlen (und mit fi felbft) angeben. So in 
der Aufgabe: „Wenn man eine gewiffe unbefannte Zahl mit 3 
multiplieirt, zum Producte 4 addirt, die Summe durch 5 dividirt 
und vom Quotienten 6 fubtrahirt: jo fommt 2 heraus; welches 
iſt die fraglihe Zahl? 

Aufgaben folder Art finden nun ein allgemeined Mittel der 
Auflöfung in der f. g. Analyfe oder in der analytifchen 
Auflöfungs-Methode, d. h. in einer Methode der Auflöfung, 
deren Wefen furz alfo zu bezeichnen ift: 

Die Analyfe nimmt die Aufgabe als gelöst, die zu fuchende 
Zahl als gefunden an, und bezeichnet demnach die Unbefannte 
nut einem eigenen Zahlzeichen, herkömmlich mit einem der legten 
Buchſtaben des Alphabetd, x, y, z. 

Sie volliieht nun an der Unbefannten x andeutungsweiſe 
alle die VBerfnüpfungen, welchen fie laut der Hufgabe unterworfen 
würde, und febt das Refultet diefer Verknüpfungen dem in der 
Aufgabe gleichfalls ausgefprochenen Nefultate diefer Berfnüpfung 
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gleich — fie ſtellt eine (Beflimmungd-) Sleihung auf. — 
Für’d obige Beifpiel feßt fie die unbelannte Zahl — x, 


und =t°_6=2. 


Endlih führt fie rückwärts von dem Refultate der letzten 
Berfnüpfung aus durch alle Zwifchenzuftände vorhergehender Ver⸗ 
taüpfungen hindurch zu dem Nefultate vor aller und jeder Ber- 
Müpfung der Unbelannten, d. h. bis zu ihr felbft hinauf — fie 
108t die Gleihung auf — und hat fomit die Aufgabe vermöge 


folher Analyfe durch eine Reihe von Zurädfchlüffen, fie hat die 
Rufgabe regreffio oder analytifch gelödt. Im vorigen Bei- 


'fpiele =12_ 6 —= 2 alfe: 


J 
Vor der Subtraction von 6 mußte der 

vorhergeh. Quotient fein 2 6 = 8 3x — =246=38. 
| Border Divifion durch 5 mußte die vor- 

bergehende Summe fein 5.3 = 40|3x+4 = 5.8 —= 40. 
Bor der Addition von 4 mußte das vor- 

hergehende Product fein 49 — 4 - 36 3x = 40—4 — 36. 
Bor der Multiplication mit 3 mußte die 

urfprüngliche Zahl fein 36:3 — 12 x —= 36:3 = 12. 


Den Beweis der Nichtigfeit giebt die Probe der Rechnung 
© 8.1244 


56 — 2, 


(Dal. das ganz gleiche Verfahren der geometr. Analyfe, Geom. 
IM. Abſchn. 2. Kap.) 


Ueberficgtlihe Zufammenftellung der Aufgabe nebft ihrer analytifhen Aufs 
löͤſung in einem zweiten Beifpiele der Art: 


Aufg. Was für eine Zahl iſt es, die folgenden Bedingungen genügt: 
Senn ınan zu der Unbelannten 2 addirt, die erhaltene Summe duch 3 divi⸗ 
dir, von diefem Quotienten 1 ſubtrahirt und letztere Differenz mit 6 multi» 
plicirt,-fo erhält man 18. j 
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Aufg- —9J Zuſammenftellung der einzelnen Gleichungen, wie 



















x von der lehten an vor einander hergeben : 
2 (7-')o= 1 
+ 12 3 
:3 
4 +2 ‚,_3_, 
—1 3 6 
6 ⸗ +? _ 341,1 — 
=— 18 3 
x 42 =4.3— 12 
vor [ivar x —= 12 —2 = 10. 
8. 218. 


Erll. Die Kunft und Wiſſenſchaft, Rechen» Aufgaben n 
der analytifchen Methode oder durch Gleichungen zu löfen, hei 
Algebra. 

Die analytifhe Auflöfung folder Aufgaben umfaßt zmeierle 
die Aufftellung und die Auflöfung der Gleichung. 


Anm. Der Name Algebra ift und von den Arabern überfommen, di 
diefen Namen, welcher „Herftellung“ bedeutet und von einer befondern Einri 
tung der Gleihung zum Zweck einer bequemen Auflöfung derfelben gebr 
ward, in unzertrennlicher Verbindung mit dem Worte Almukabalah, 8 
„Bergleihung“, welches ebenfo von einer anderweitigen befondern Umfo 
der Gleichung gebraucht wurde, zur Bezeichnung der Wiſſenſchaft oder vielm 
der Kunft anwandten, durch welde fie Aufgaben, namentlich über die Ratur 
der Zahlen, nad) analytifcher Methode, d. h. vermittelft der Gleihungen, loͤsten 

Das ältefte Werk, welches diefen Titel „Algebra und Almukabalah“ führt, 
ift dad von Mohamed ben Mufa Altharezmi aus dem Anfange 
9. Jahrhunderts. Bon den Arabern gieng der Rame mit der Wiffenfchaft fel 
im Anfange des 13. Sahrhundert® zu den Stalienern über und wurde mit Aus⸗ 
lafjung des Wortes „Almufabalah“ im Abendlande allgemein. 

Bon den anderen nah und nad) dafür aufgefommenen Namen, als Ars 
magna, Ars speculativa, befonder® im Gegenfahe der Ars minor, der gemeir 
nen Rechenkunſt, verdient hier nur der Name „Coß, Ars cossica" eine befons 
dere Erwähnung, weil er der Titel mehreter betreffenden Werke deutfcher Schri 
fteller des 16. Jahrhunderts (Chriftof Rudolff und Michael Stifelu. A) 
geworden ift. Wie nemlich die Araber obige Namen von gewiſſen DO peras 
tionen an der Öleihung entlehnt hatten, fo wurde nachmals von ben Abend 
ländern nah den Benennungen der Unbekannten (res i.e. aliquid) und 
ihred Quadrats (census) die ganze Wiſſenſchaft Ars rei et census genannt, 
von den Stalienern und nach ihrem überwiegenden GEinfluffe auch von amderen 
Abendtändern in ihrer Sprache Arte de la cosa oder cossa e censo und mi 
fpäterer Ruͤckuͤberſegung in® Lateiniſche Ars cossica, deutſch die G of. | 

Nach der gänzlihen Umgeflaltung der Algebra, wie namentlich aber ng | 
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8. 206. 

Folgeſ. Der Nenner jedes folgenden Näherungsmerths ift 
größer al® der -de8 vorigen und vom dritten an (mo das Bil- 
dungsgeſetz eintritt) ficher größer ald da8 Doppelte des Nenners 
des voroorigen Räherungsmerthd. Denn 

C — cB’ 4A‘ ($. :205) 
- B (=b.A +1) >A' 
C>cA’--A’>2A, da 1 der Fleinfte Werth 
eine? Nennerd c ift. | 

Und ebenfo ift ganz allgemein N‘ —= nM’+-L’ ($. 205) 

u M' (mL+K)>L 
N >naLl’+L'>2L. 
$. 207. 

Zweckmäßige Anordnung zur Berechnung der auf einander folgenden Nähe 

rungswerthe eines Kettenbruchs, 3. B. des Bruch 














I _ . 
9-41 _ 
+ 3+ 1 n 
. 4+ are r 
+7. 
7 
— Zähler ARenner | des Näherungämwerths 
A 1 
h | 3 ılu=-%-2 Pc arten 
3 : — 77 A' a’ B 1” 
. € 18 N mM +7) 
D 68 
E 421 
F 3015 
f | 71 3015 | 6961 |VI= FT 90 


Man multiplicire mit dem neu zugezogenen Nenner, 3. B. 7, den vorigen 
Zähler 421, addire zu dem Producte den vorvorigen Zähler 68, fo erhält man 
den Zähler 3015 des neuen Näherungswerths; ebenfo multiplicire man mit 7 
den vorigen Nenner 972, addire zu dem Producte den vorporigen Nenner 157, 
fo erhält man den Nenner 6961 des neuen Näherungswerths. 

Beifp. Der in einen Kettenbruch zu verwandelnde Bruch „4 giebt die 
Näherungswerthe +, 4, %, 5; der Bruch 21 (8. 203) die Naͤherungswerthe 7, 


4, 4 8 5 der Bruch 14 die Näherungswerthe 2, 3, 14. 
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a = 8 
a?—b?2 — (a-+b)(a—b). 

Jede (andere) Gleichung zwiſchen zwei Ausdrücken einer und 
derſelben Zahl, die in der Art verſchieden ſind, daß der eine nicht 
aus dem andern nach den allgemeinen Regeln des Rechnens her- 
geleitet werden kann, heißt eine Beſtimmungs- oder eine al- 
gebraiſche Gleihung, auch Gleichung ſchlichtweg, z. B. 


3x — 
2y3 — 16. 
8. 220. 


Folgeſ. Eine identifche Gleichung bleibt für jeden Werth 
einer darin vorfommenden allgemeinen Zahl oder mehrerer folcher 
Zahlen richtig; die Gleichungen 

a — 4 
a?—b?2 — (a-+b)(a—b 
gelten fo gut für Erb 

a—=6bundb —=3, als für a = 10 und b = 9; 
furz für jeden beliebigen Werth von a und b. 

In der algebraifhen Bleihung dagegen erfcheint verinöge des 
in ihr ausgedrückten Zuſammenhangs aller Zahlen jede einzelne 
abhängig von allen anderen und kann alfo eine derfelben al? Un- 
befannte aus den anderen, als Befannten, berechnet werden. 

Die obigen Gleihungen 

3x 


2y3 


I 


16 
find nur richtig ſir x = 3 ud y — 2. 

Eine algebraifhe Gleihung fann zur Zeit nur zur Beſtim⸗ 
mung einer der darin vorfommenden Zahlen, einer Unbekann⸗ 
ten, dienen; denn da diefe eine abhängig ift von allen anderen 
Zahlen der Gleihung, fo würde fie, wenn fi) unter diefen noch 
eine oder mehrere Unbelannte fänden, vermöge ihrer Abhängig- 
feit von diefen felbft unbefannt bleiben. “ 


$. 221. 

Erkl. Die Gleihungen werden nach den höchften Potenzen 
der darin vorkommenden Unbefannten in Gleihungen von 
verfhiedenen Graden eingetheilt und Gleihungen des erften, 
zweiten, dritten, vierten ꝛc. Grades genannt, wenn fie nad) vor- 
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gängiger Ordnung (f. 8.228 unten) die Unbefannte nicht in einer 
höheren als der erften, zweiten, dritten, vierten Potenz derfelben 
enthalten (und in dem Falle, wo fpäter einmal mehrere Unbe- 
fannte in einer Gleihung vorkommen, nicht mehr ald ein, zwei, 
drei, vier Factoren von Unbefannten in einem- Gliede derſelben 
vorkommen), z. B. 


ax — b , 
ax? -bx = c und ax? —=.c 
x! —=8 
x?-2x — 20. 


Nach der Anzahl der Unbekannten unterſcheidet man ferner 
noch die Gleichungen mit einer und mit mehreren Unbekannten 
(für welche Teßtere dann nad) 8. 220 jedenfall® mehr als eine 
Gleihung zum Zweck ihrer Beftimmung gegeben fein müßten). 

Die Bleihungen der vier erften Grade werden auch wohl 
noch durch die befonderen Namen einfache, quadratifche, Fubifche, 
biquadratifche Gleichungen unterfchieden, allgemein heißen alle 
Gleichungen vom dritten Grade an aufwärtd höhere Gleichungen. 


Die beiden Theile, welche nad $. 218 den Inhalt der analytifihen Auf- 
löfung der Aufgaben bilden, follen nun für den einfachften Fall der Art, d. 5. 
für Gleichungen vom erften Grade mit einer Unbekannten, in den beiden folgen: 
den Kapiteln einzeln und für ſich betrachtet werden. 

Die Aufftellung der Gleichung ift nicht immer fo nahe gelegt durch die 
Form der Aufgabe, wie in den beiden Beifpielen des $. 217; im Gegentheile 
erfordert diefelbe. in vielen Fällen einen befonderen Grad von Umfiht und Aufs 
merkſamkeit und Tann als eine Art von Erfindung durch Feinerlei allgemeine 
Vorſchrift gelehrt, fondern nur durch Uebung geläufig gemacht merden (im 
2. Kapitel follen die Auflöfungen einiger Aufgaben als Uebungsbeifpiele der 
Art dienen.) 

Aber die Auflöfung der Gleichungen ift ganz beftimmten Rechnungsregeln 
zu unterwerfen und darnach denn mechaniſch auszuführen, ohne daß man dabei, 
wie wir es oben thaten, mit feinen Gedanken auf die urfprüngliche Aufgabe 
felbft, aus der eine Gleichung entfprungen war, zurüdzugeben brauchte. 
Diefen zmweiten Theil der analytifchen Auflöfungsweife der Aufgabe mollen wir 
zuerft betrachten, im folgenden 1. Kap. 


Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 12 
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1. Kapitel. J 

Die Yuflöfung der Gleichungen des eriten Grades rn 
einer Unbelannten. 

8. 222. 
















Erf. Eine Gleihung auflöfen heißt den Werth de 
darin vorfummenden Unbekannten beftimmen ($. 220); oder an 
dem gegebenen Refultate beliebiger Berbindungen der Uni 
fannten mit anderen Zahlen und mit fich felbft die Unbekannk 
außer aller Verbindung mit anderen Zahlen finden. 
Das Reſultat der Auflöfung fpricht fih immer in der Form 
der fchließlichen Gleihung aus: x — a, mo auf der einen Sc 
des Sleichheitözeichen® der Gleichung nur x, auf der anderen & 
Ausdrud fteht, der nur aus befannten oder als befannt ve 
audzufegenden Zahlen zuſammengeſetzt ift und deſſen Reſullat m 
kurz mit a bezeichnet haben. 

Der Werth der Unbefannten, welcher einer Gleichung Genügg 
thut, heißt au die Wurzel der Gleihung. 

Folgeſ. Wird der für die Unbefannte gefundene Werth fa 
ihrer in die Gleichung, aus der er entnommen wurde, eingefehk 
fo wird diefe Gleichung eine identifche. 


| $. 223.* 
Anfg. Eine Gleihung mit einer Unbefannten aufzulöfe 
wenn die Unbekannte nur mit einer befannten Zahl, und mm 
durch eine Nechnungsart mit derfelben verbunden ift. 
Aufl. Die Unbekannte ift mit der befannten Zahl vem 
bunden: 
1. Durch Addition: 
xta=b xt4 = 12 
x=b-—a ($. 18); x— 12-4=8} 
denn x ift der zu fuchende Theil einer Summe b, deren andeng 
Theil a gegeben ift; ift alfo die Differenz in einer Subtracion, 
wo b der Minuendus und a der Subtrahendus ift. | 
2. durch Subtraction: | 
a) ald Minuendus | 
x—a — b X—4 


x=b-+a ($. 13); x 


I I 
pet 
DD 
4 
Wan 

N 

a 
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denn x ift als Minuendus die zu fuchende Summe, deren Theile 
A dem Subtrahendu8 a und der Differenz b gegeben find. 
u B) ald Subtrahendus 
ı-ı = b 27T —x — 13 

x—= a—b (8. 18); x 7—13 — 14 
denn x ift als Subtrahendud der eine zu fuchende Theil der 
gegebenen Summe (des Minuendus) a, deren anderer Theil die 
gegebene Differenz b ift. 
' 8. durch Multiplication: 

ax — b 4x = 48 


x * (8. 72); x = 48:4 = 12 


kenn x ift der eine zu ſuchende Kactor eines Products b, deffen 
änderer gegebener Factor a iſt; x ift mithin der Quotient einer 
Pivifion, deren Dividendus b, und Divifor a ift. 


4. durch Diviſion: 





a) als Dividendus 
X X 
N: 2a —b 3 4 
x a.b (&. 73); x—-34— 12 


denn x ift der zu fuchende Dividendus einer Divifion, wo Divi- 
for und Quotient gegeben find, d. h. das gefuchte Product, deffen 
‚ei Factoren gegeben find. 


Re B) ala Divifor 
x x 
=. 33); | 7-3 


denn x ift der zu fuchende Divifor einer Divifion, wo Dividendus 
a und Quotient b gegeben find, d. h. x ijt der eine gefuchte 
dactor eines Products a, deſſen anderer Factor b gegeben iſt, iſt 


Mo nad 8. 73 der Düotient . 


Anm. Es ift jedoch einfaher und für die Anwendung bequemer, die 
Auflöfung vorftehender einfacher Gleichungen, wie die aller daraus zufammen» 
gefthten auf einen einzigen allgemeinen Grundfag zurüdführen und fie dem⸗ 
gemäß in mehr gleichförmiger und mechanifcher Weife zu vollziehen. Der dazu 
mdreihende Srundfag ift fein anderer als der in$.3. III. aufgeführte, der fich 
mit Beziehung auf den vorliegenden Fall alfo ausſprechen läßt: 

12 * 
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8. 224. 

Grundſatz. (vgl. 3. IIL) Eine Gleichung bleibt unverändert 
rihtig, wenn man auf beiden Seiten derfelben Gleiches addirt 
oder fubtrahirt,;, wenn man beide Seiten der Gleichung mit 
Gleichem multiplicirt, oder durch Gleiches Dividirt. (Lebtered 
nennt man in abgefürzter Ausdrucksweiſe „die ganze Gleichung 
multipliciren oder dividiren“.) 

Anm. Es iſt eine unrichtige Anwendung des genannten Grundſatzes auf 
Ungleihungen ($. 2), oder auch eine unrichtige Anwendung des Grundfaßes 
V. 8.3 überhaupt, wenn man aus a —> b folgern zu können meint, a..—ım 
—>b.— m, d.).— am > —bm, um daraus allerlei Ungereimtheiten abzuleiten. 
Denn im Gegentheile, nad) 8. 110 Folgef. in Verbindung mit $. 119, 

folgt aus a > b 
—-n — —m 
umgekehrt: —am — bw 
wie das eine unmittelbare Vorſtellung der Sache, wonach —a <T — b (em 
muß, nahe legt und beftätigt. 


8. 225. 
Folgeſ. 1. Jedes Glied einer Gleihung fann mit entgegen- 
gefebten Zeichen auf die andere Seite gebradht (trandponirt) 


werden. Aus Folgt 
xıt2=b/ix=b—a 
x-a—=b/x—=b+a 
Denn addirt man auf beiden Seiten der Gleihung das 
Entgegengeſetzte eines (zu trandponirenden) Gliedes, alfo im erften 
Beifpiele —a, im zweiten Pa, oder was dasfelbe ift, fubtrahirt 
man auf beiden Seiten der Gleihung jene? Glied felbft, fo fällt 
ed nach $. 110 Folgef. oder 19. 2 auf der Seite weg, wo es 
vorher ftand, kommt aber auf die andere. Seite mit entgegen 
geſetztem Zeichen zu ftehen, ganz wie es der Folgeſ. 1 ausfpricht. 


$: 226. 
Folgeſ. 2. Ein Factor der einen Seite fann als Divifor 
der anderen gelegt werden, und umgekehrt. 


Aus folgt 
ax — bix — 
a 
X— ax — b. a 
a | 
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Denn dividirt man im erften Falle die ganze Gleihung durch den 
Bactor der einen Eeite, fo fällt er auf der Seite, wo er fand, 
ah 8. 73 weg, kommt aber auf die andere Seite ald Divifor 
zu fliehen. — Und multiplieirt man im zweiten Falle die ganze 
Bleihung mit dem Divifor der einen Seite, fo fällt er auf der 
Beite, wo er ftand, nad) $. 73 weg, kommt aber ald Factor auf 
die andere Geite zu flehen, ganz wie e8 der Folgef. 2 ausfpricht. 


8. 227. 

Anfg. Eine jede Gleichung des erften Grads mit einer Un- 
befannten aufzulöfen. 

Aufl. | 

1. (Regel -I; die Wegfhaffung der Brüde). 
Kommen unter den Gliedern der Gleihung Brüche vor, deren 
Zähler oder Nenner die Unbekannte x enthalten, fo multiplicirt 
man entweder nach einander. mit jedem Nenner, oder auf einmal 
mit dem Generalnenner diefer Brüche die ganze Gleichung. 

Indem man diefe Multiplication nad) 8.57 an jedem Gliede 
ker Gleichung. ausführt, werden nah 88. 169 u. 83 alle Nenner 
wegfallen, mit denen oder mit deren Generalnenner diefe Mul⸗ 
tiplication ausgeführt wird. 

2. (MRegelll; die Aufldfung der Klammern). Kommt 
die Unbefannte in einer Klammer vor, fo löfe man diefelbe nad 
4. 44 und 57 auf. 

3. (Regel II, das Trandponiren) Man bringe nah 
$. 225 alle Glieder mit x auf die eine, alle übrigen auf die 
andere Seite der Gleichung. 

4. (Regel IV; die Abfonderung dedgemeinfamen 
Factor x). Wenn nah Nr. 3 alle Glieder, die den Factor x 
enthalten, auf einer Seite der Gleichung allein ftehen, fo ziehe 
man alle diefe Glieder in ein einziged Glied zufammen, indem . 
man nach $. 59 diefen gemeinfamen Factor x abfondert. 

5. (Regel V; die Division durch den Bokfficienten 
von x) Wenn nah Nr. 4 alle x in einem einzigen Gliede, 
als einem Producte von x, auf einer Seite der Gleihung allein- 
ftehen, fo dividire man die ganze Gleichung durch den Coefficienten 
von x, fo wird nad $. 226 in diefem Quotienten der Werth 
für x gefunden und damit die Gleichung gelöst fein. 
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Beifpiele: 
11 — 2x 2x 2x—3 


I. 3(11— 2x) — 60+10x — 2x —3. 
I. 33—6x—60-410x — 2x—3. 





III. —6x+10x— 2x = 60—33 —3. 
IV. 2x — 24. 
V. x — 12. 
b—x d 
2) —— a4 —— = — 2x. 


I. nx—amn+-m(b—x) = d— 2mnx. 
OD. nxx—amn--bm— mx = d—2mnz. 


IM. nx - mx-+ 2mnx — d+amn—bm. 

IV. xn— m-+-2mn) — d-+amn— bm. 

__ d4amn—bm 

4 er 7 9 
8. 228. 


Erkl. Stehen in einer Gleihung alle Glieder derfelben auf 
einer Seite, auf der andern aber nur Null, 

3. B. flatt ax — b, ax—b = 0, 
fo heißt die Gleihung auf Null gebradt. 

Die algebraifhe Summe aller Glieder, in denen die Unbe⸗ 
fannte nach etwaiger Wegſchaffung derfelben aus dem Nenner 
nicht vorfommt, heißt das abfolute Glied der Gleichung. 

Eine Gleihung, worin die Unbefannte (fpäter auch die Un⸗ 
befannten) durchaus nicht als Nenner eined Bruchs, auch nur anf 
einer Seite der Gleichung, und nur in je einem Gliede derfelben 
vorkommt (vorfommen), heißt geordnet. 


“ Anm. Sn den feltenften Fällen werden alle fünf Regeln der Auflöfung 


‘ zur Anwendung fommen, mie denn felbft ſchon in den angewandten Beifpielen 


Regel II. durch augenblickliche Multiplication mit 3 oder n Hätte umgangen 
werden fönnen. Weil nun vor allem in der, Nuflöfung der Gleichungen 
Siherheit und Fertigkeit der Rechnung Roth thut und hier der vet 
.Ort iſt, alle Regeln der vier Specied wirkſam zu üben, fo laſſen wir hier ein 
Zahl von Uebungsbeifpielen folgen, dienad den Graden größerer Einfachheit und 
Reichtigkeit, d.h. nach der Zahl der anzumendenden Regeln geordnet find, und zwar 
in zwei nah einander folgenden Reihen, deren erfle nur Beifpiele in be⸗ 
flimmten Zahlen enthält, die zweite Beifpiele in allgemeinen und aus beiben 
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gemüchten Zahlen. Den jedesmal neu zufommenden Regeln find dann noch 
Beſondere Regeln einer vorfichtigen und zivedmäßigen Anwendung derſelben bei⸗ 
gegeben. 


8. 229. 
Uebungsbeiſpiele 


über die Auflöfung der Gleichungen des erſten Grades mit einer 
Unbefannten. 


A. In beftimmfen Zahlen. 
I. Zur Anwendung der Regeln V, IV, IU. 


1. dx +13 = 58 ................................. x = 10. 
2. 7x — 23 — AM ....0crroererenreen ernennen onen ne x 9. 
3. 55x — TV = 2aHtB .....0000enernnrrnrnnern nn nn x8. 
4. 7x3 * 35 — x ............................. x— 4. 
5. 3x—5+x 34 — 18x49 7Xä .............. .. x 4.. 
6. 2537 —3x—50+5x453 = 0 ............... x — —-10. 
7. 9&4200 — 144 190 ......................... on 

8 7x+102+5x = 2T + 7x — 33B3IX ............. x—$ 
9. 5x —29 — 3x 10 = 11x+4+10—3x— 9 ........ x= 11. 
10. 10x =B3.....00ccneeeeeenrenennrennr en een ne x 7. 
11. 17—3x = — .............. x=6 
1%. 1X — 29177453 — 0 .................. an x 


Anm. 1. Stehen auf beiden Seiten der Gleichung Blieder, welche durch» 
aus gleich find, wie in Nr. 9: —3x-+10, fo läßt man diefelben in unmits 
telbarer Anwendung von $. 224 auf beiden Seiten weg. MWeberhaupt ift 
ed räthlich, vor oder mit dem Transponiren zugleich geeignete Zufammenziehuns 
gen unter den Gliedern der Gleichung vorzunehmen. 


Anm. 2. Beim Trandponiren bringt man die Glieder mit x in der Regel 
auf die linfe Seite der Gleihung und weicht davon nur zumeilen, namentlich 
m Fällen ab, wo x auf der linfen Seite einen negativen Gotfficienten bekom⸗ 
men (negativ werden) würde, wie 5. B. in Nr. 7. In der Schluplinie ſchreibt 
man aber jededmal lieber x — a ald a — x, da ed ja auch ohne alle Ber- 
wittlung gefchehen ann, Gleichungen wie 10 — 5x auch ald 5x — 10 
ja denken und daraus ohne meitered x — 2 abzuleiten. Hat man auf beiden 
Seiten —, ald —x = — a, wie z. B. in Nr. 10, fo febt man dafür ohne 
weitered x a, d. h. man ändert auf beiden Seiten der Gleichung die Zeichen, " 
woron die Richtigkeit fotwohl aus dem Gefege des Transponirens ald auch aus 
der Multiplication der Weihung mit —1 abzuleiten ift. 
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Anm. 3. Bei Aufgaben wie Nr. 10 und 11 transponirt man in Op 
danken x auf die Seite, wo ed + wird, und denkt ſich alle anderen Glieder 
mit den Vorzeichen gefchrieben, Die fie auf der andern Seite haben. 


I. Sur Anwendung der Regeln V, IV, IIL, II. 





18. 53x — (8 — 25) = Out 2 ......................... 1. 
14. 25 x2(11) ............................. x —3. 
15. 3x — (z7) = 2(5— 8x) 7 . ................... x3. 
16. 5x+4+10(30 — x) = 360.......................... xl 
17, 5(x—3)—82 = 12— 3 (16 — 5) ................. x—17. 
18. 12x—3(5+32) = —1B ........................ x} 
19. 120—5(15—2x) — B(Axt9) ................... x—9. 
20. 27—2(14— 3x) +5x = 7x—3(x—3)+4........ x? 
21. — (20— 3x) 4 2(72x—5) +10 = 3(%x—9)—4... x -1. 
22. 304+7{10 — (12—5x)} = 185x—2(x—8) ........ x=0. 
23. 15—2{8+3(4—3x)} = 11x—265— 2%) ........ x, 
24. (x+2)(3—x) = (4—x)(5+x)—22..... ........ x— -4 
III. Zur Anwendung aller Regeln außer III, vorzugsweiſe aber der Regel J. 
26 In — 16 ................................. — 16 
26. I3x+4x +50 = X............................ x —= IM. 
ö x x 
27. 5713-5 =-1 ...... ....... x = 18. 
x x X 
28. ;tr7+r7 >=! PD ereenereenenran ernennen nen. x=ll 
29. Ix—5+4r = 45 — 36 ........................ xl 
» 2x 2x " 
80. ;tr%#-7 + 2x = 30 — X ................. x= 10. 
31. 4x —Ix +4 ix = Ir 1TE ................. x=—h. 
32. 3x66 — — >—104 ............... .x36. 
ss. He VE xl 
34 14 = 2-1 ............................ x 11. 
1 7 19 
35 53 ix 30x re rennen x = 


Anm. A. 8 erleichtert die Auflöfung der Gleihung, vor der BWegfihaf 
fung der Brüche, d. h. voor der Multiplication der Gleihung die Glieder der 
jelben durch Zransponiren oder auch durch Aufheben (Anm. 1) gegen einande 
jo viel wie möglich zufammenzugiehen, weil die Multiplication alddann nur an 
iwenigeren, oftmald dazu noch an kleineren Zahlen zu vollziehen ift. Die Er 
leihterung zeigt fi in allen vorftehenden Beifpielen, außer in Nr. 26. 

Anm. 5. Bei der Wegfhaffung der Brühe ift es in den allermeiſten 
Fällen am beften, fih um die Brüche der Glieder, inndenen x nicht vorfomml, 
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icht zu befümmern, ſondern fie in der Gleichung bid and Ende zu behalten 
sl. Rr. 33 und 34. 


Anm. 6. Auch woman die Nenner nal einanderdurdh Multiplication 
it jedem einzelnen Nenner wegfchafft, wird man nicht auf größere Zahlen ale 
# der einmaligen Multiplication mit dem kleinſten Generalnenner kommen, 
un man bei jenen Multiplicationen nur zweckmäßig hebt, vgl. Rr. 85 und 


kdere. 


J. Zur Anwendung aller Regeln, namentlich aber der Regeln I und II in 


36. 
3. 
38. 
9. 
40. 
4. 


42. 


55, 


























⸗ in Verbindung mit einander. 
4+x 
tx = , —e Tre Teen. x = 17 
13 — x 
16x 7 ................. ..x:—= 
95 ax — 318 — dx ................... x — 7. 
25 —- 1 - A ................... x= 14. 
40 —5x _ 52 9x _g 

3 = 7 R —64 x — 
13x — 24 —6x+-17 
— — —— .................. x— 3. 
x-411 _ 664 — 23x 21 

8 = 29 Dornen nn 00. x = 1. 

3-+-2x 7 — 9x 
5 — B — — 92 ....0.. vo .oo0o+. x = 3} 
3 — 2x 5— x 3 <= —4 
_— 3 = TI een = 
x—1i1 x—2 X—3 

> — — * 7 —2............. x —= 35 
. - — 31 . . . . . . . . . . . ... —38 
+3 1 7.................... 128 
2>-x 1(11 ) ................... x = 17. 
13 2 2—3 x — 3. 
3 3 7 — GB 0 0 — — — rt 5 a oe — ⸗ [} 
2x — 3 az — 14 . . ..... .. . ........ x—10 
E41 =1 .................... x2 
2.28 — 10 ................. x—9 
s(15 +2 — 80 ............. ......... x—3 
1 1—x " , , 
— — ................ .......... .x = + (die Quint). 
17:77 4 
1: 1—x . 
— — — ........................... x3 c(die Ten). 
a 3 
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56. x — 43 — a) = IGx .... x16. 

57. 43(6 - Ir) — G- H-4llix—23)=0. x 212. 

Anm. 7. Beſondere Aufmerkſamkeit verdient die Anwendung des Geſejel 
der Multiplication von Producten in Fallen, mie fie Beifp. Ar. 46 biö 68 
barbieten. 

Anm. 8. Giner befondern Borfiht bedarf es beim Wegfallen der 
foren in Gleichungen der vorftehenden Art. Da nemlih bis dahin der 
dendus (eine algebraifhe Summe) durch den Divifionsftrih ale ein einfahe 
oder unzertrennlicher Zablenausdrud bezeichnet war, fo muß nun beim 
fallen deöfelben ein anderes Zeichen, d. h. nach 8.14 eine Klammer an d 
Stelle gefeht werden, vergl. die angeführten Beifp., namentlih Rr. 49. 







B. In allgemeinen 3ahlen. 
I’. Zur Anwendung der Regeln V, IV, IL 











858. ta —=hb ........0..000reeenerennnnennnne x—-b—ı 
59 a--ı—b — O— x =c—ı-+b 
60. a— x —b......-.orereseneneeersernrnnn ne x—=a—)b 
64. a—-ı—b=C0 .........rccecerrnenenenrenen x — a—b-e 
c—b 
62. asıtb=0........220s0reersenneenernnn ne =— 
68. ax--b+x = c x e—b 
— Ve — 
64. su—b — x 4d ............... ............ x +: 
_ —b-d —(b+d) _b+i 
65 saııt-b = x—d oo or.0 = 7757 
66. at x — p-EX............ .......... 12 — 
67. ax — b — 4— br .................... x1 
68. ax — 1 a — x ..................... x = 1. 
699. a- X ax ....................... „x=- . 7 
70. ax+b = a+bx .................... x=|l. 
1. ax tl =atx ..................... sol 
72. Sax—b — Baıtc .................. x te 
73. 3a—2bx-tcd = at 3bx—dcd...... x Ei, 
2__63? 
74. a2 +bx = cxı +d?2— 5a? ............ x oe. 
IV. Zur Anwendung ber Regeln V, IV, III, II. 
75. a—(b--e)r =d—bx............. x= ei, 
76. Buben) denen dr 


77. 
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a — b ( — 0) = c(b—x)........... . 1— — 





b—o 
' 18. ak—b)— co = d(ie—n)+f......... 1 rt. 
k 
9. tea ta Nd . ........ Seren 1— +1. 
| - 80, 23 — n(a-+2). Eeeennennnennuenuennee x =. 
81. erde = sog .. — nl u a en 
R 
82. 2ax— Sa (x - 8b) 4 da (Ab — ix) = ghx.... x Ten (8.82). 
8. m(x-+-b) = px-tab........... x BI SD, 
83. px-Fq(@—x) ME ........... x rt 
8 (a—b)(c—x)-d(x—e)—f= d(g—x)-th 
! — brdgro)+f-(—be 
: 2d — (a — b) 
86. 28 = n{2x-+(a—1)d} ............. = 1 RU, 
87. 28 —=n{22+(n—1)x} ............. er 
, 8 a(2x—b—c)+ ef = eff-gsh—x)}... ern 
8. ONE —sBe nme —hehsne. — 5b?x-+-a — 3b 
1 
Br yr 
0. (a - x) —b)— c-+dx = (x—e)(f—x) + hx 
_  h—ef+o-+ab 
* 
91. — (a — x)? x ( — 26) = 383? — 4b? ......... x = 2(a-+b). 
2. 1782 — (3a+x)? = a2 — (a — x)2 ......... a 


. Zur Anwendung aller Regeln außer III, namentli zur Anwendung 


93. 


9, 


%. 


96. 


ae) 








der Regel I. 

bo. ..................... 1G-e) a 
—A (d—ce)b 
„te = d Pau ur Bar ar a 2 
bb _._ 08 

roht SH Int ... ........*.. x Ferm .B. 
ax 0x  f 4 — baf 
d 7” z X.. ernenee „ee. X g(ad— be — ba) . 

1 1 1 abc 
(+t+t xml ....riit “= bTactbe 
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IV. Zur 


106. 
107. 
108. 
109. 
110. 
111. 
112. 
118. 
114. 
115. 


116. 
117. 


118. 


Anwendung aller Regeln, namentlid) aber der Regeln L und IL 
Berbindung mit einander. 
x a a 
dx = » .— 0010010000000 000. x = d. 5 
ı _.a von 
s—_ı b —.—..-—............e....—.e — a+b . 
a a—x 2ab 
715 er = 27, arm. Ri 
a—b a ab i . 
II = ee =; (dritte harm. Proportionale 
a—ı _ c _ be—ad 
b—x — a ..... . en. 01 0061 161 0 0 0 Se ne 20° — c—d ©“ 
a — x a 
— = v . |... Were eene.e x=0 
n—ax nm—aı _—_ ban—br’ 
—..64 = on 
„atn ben x zn 
x x a—b 
a, _ 2eN 0.0... = 
x x 
m(a—x) 0 _ &(m-+-38) 
vBa x — — (N 0000000000002 — 8 0 0 — m—a 
x b, b—x a--c 
T * rt T » x = b..— 
(px Er ................ x ebd) 
. 6 a 
x ,.\ d e _ (bf-+-ce—cd)a 
(Z-r):+4=$ oo 000000... x = T. . 











Arithmetit. 
1 dx — ac(1 —3ab) | 
1-7 r3b = 0 ........... — 
x ec d_f b(c—+-d) 
n -— 7 Doreen x (af fe 
x ex _ __adlb-+-f) 
-I-7”> ................. x — 
a a 
tb — 6 „or, eeer.e..n x = o—_ db’ 
ı_ 1 _1 4.2 
T-7 4 x = — 
a d a—d 
- .. nenn. “te 
1 ab 1— ab 
z=bk+rdt- — ernennen er 
.- +77.” onen nee x acfh . 






































VIL Abſqhuiit. 189 




















| atb2-+-x2) _ ax _ b 
| 119. — — =&a+7 .............. x— 7 
a434 74 — 561 _#R_x, dx 
m Te rast 
k ac g3ob — 14a) 
gb —1)+12 
! Ta, da—x a 2b—x 8a — 3b 
ı 121. ara” = 155 73777 or. ne x = 7 
x 2.Ga-2) (3b — 2e) 
| 132 rar — 2+ . ........ - 1, 
| x — x __ 3a.(3a-+b) (3a 4e) 
N 123. 3a--b 8a — -z ........EO. x = — — 0 
x ba 2bx 
, 124. — 376 = a. x = be. 
Ä 4—x 48 2c—x Sad -+ 5b (20 — 9d) 
1. —— = +3 = in 
126 2a 4x 1 b— 3x _o 2(a? + sb — 4b?) 
"38 — 2b ga ts 777 — 1la—3b 
" a2 (a—b)? 3bx b2 _ #32? — 4ab-+ 8b?) 
Er er" Tu ze 9 TT TebRathi) 
ga — x __ 2(3b—x) _ 8s(a-+-3b) 
128. at an een.‘ x = 3at4b ° 
— — 2 2 
199. tz _ 2m ........ zo rtbrbi 
22-+-b a—b a-+-b 
a? (b—a)2 ax b°- 
10. 52x . . . .......................... 
.. x: b(—a!+63°b — 3a®b? 6b!) 
— 68? (41262) 
2. Kapitel. 


hebungen in der Aufſtellung der Gleichung fü einige 
Mufter-Aufgaben. 


8. 230. 

Vorbemerk. Es tft fhon oben bemerkt worden, daß die Aufftellung 
ber Beftimmungsgleihung einer Aufgabe immer dad Werk eigener Ueberlegung 
md Erfindung des Rechnenden ift und nicht durch medfanifche Borfchriften tie 
Re Auflöfung der Gleichung gelehrt, fondern nur durch Uebung gelernt und 
Fläufig gemacht werden Tann. Die ganze Arbeit ift nach $. 217 nichts an- 
deres als die Ueberſetzung der Angaben der Aufgabe aus der Sprache des ge⸗ 
Minen Lebens in die der Mathematik, und wird auf's zweckmaͤßigſte vorbereitet 
wi. wirkſam gefördert durch ein vorlaͤufiges Auffchreiben der Aufgabe ſelbſt, in⸗ 
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deß mit Weglaſſung alles Unweſentlichen, fo daß dadurch fämmtliche Beſtin 
mungen derſelben kurz und überſichtlich vor Augen geſtellt werden. Durch je 
uUeberſetzung geht dann der gegebene Ausdruck der Aufgabe in einen Ausdr 
derfelben dur eine Gleich ung über, in der die Bedingungen ausgeſprocthe 
liegen, welche die Unbelannte gemäß der geftellten Aufgabe erfüllen m 
und denen gemäß fie dann dur die Auflöfung der Gleichung eingeridk 
wird. Richtiges Verſtändniß der Aufgabe und damit. eine vollfiändige Kennt 
aller darin enthaltenen Angaben ift darum die erfte unerläßliche Bedingum 
eined Ausdrucks derfelben durch eine Gleichung. 

Die mehr oder weniger einfache Geſtalt derfelben ift in vielen Fällen & 
dingt dur die Wahl der Unbelannten, die man in die aufzuftellende Gleihun 
einführt. . 

Ald eine befonderd häufig anzumendende Megel der Art, wodurch Gie 
Hungen mit zwei Unbelannten in Gleichungen mit einer Unbelannten übergeben 
merfe man dieſes: 

„wo von zwei unbelannten Zahlen die Summe s, oder die Differenz 
oder der Quotient q oder (mad hier, wo quadratifche Gleihungen ausgeichloß 
find, im allgemeinen nicht vortommen wird) dad Product p gegeben ift, we 
man nur eine Unbelannte x einzuführen haben, für die andere y aber gemi 
der Gleichungen: 






























ıty=5 
x—y=d 
I 
a1 
x.y=p 


feben können s— x, oder x—d, oder qx, oder 2, welches gleichfam eine anlk 


cipirte Anwendung deö fpäter, Kap. 3, zu erflärenden Subftitutiond«Berfahren® 
ift (vgl. Beifp. 3, 7. Anm. 2). 

Es empfiehlt fich, die analytiſche Methode oder die Auflöfung der Aufgabe 
dur Gleichungen zuerft an Beifpielen zu üben, für welche man nicht ve 
früherem Rechnen ber beftimmte Methoden der Auflöfung im Gedächtniffe hakg 
und ebenfo, diefe neuen Aufgaben nicht zugleich ohne Gleihungen oder na 
alter Weife eines fonthetifhen Verfahrens zu löfen. So nützlich und geifh 
dend dies letztere fonft auch ift, und fo fehr es einer ernftlichen Pflege fpäte 
bin bedarf: fo ftört e8 an diefer Stelle doch das volle Eingehen in das Neu, 
was hier zu lernen und mit aller Kraft zu üben und zu befeftigen iſt. Wen 
nun gleihwohl die folgenden Uebungsbeifpiele größtentheild gerade von jent 
alt gewohnten Aufgaben her entnommen find, fo follten fie eben dazu beſtimm 
fein, dieſe neue Schmiprigfeit zu überwinden, weil man ſich ja doc, auf ik 
Dauer folcher Aufgaben nicht erwehren kann; fie follen darum mehr als Mufey 
Auflöfungen der Art bei den unten folgenden Aufgaben verglichen, als %g 
Reihe nach für fih durchgenommen werden. 4 


1. Was für eine Zahl ift es, die folgende Bedingungen erfüllt: Wu 
man fie mit 5 multiplicitt, zu dem Producte 6 addirt, die Summe duch 
| 

| 
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B dividirt, von dem Quotienten endlich 9 fubtrahiet, fo erhält man dad Dop⸗ 
ppite der fraglichen Zahl. 

" Aufftelung der Gleichung: 

Benn man 

unbefannte Zahl ............... Sessseneensnerene x 

5 multiplicirt .................................. 5x 

Produete 6 addirt.............................. 5546 










bieſe Summe durch 2 dividirt........................ * 

r dem Quotienten 9 fubtrahitt ..................... ati_s 

ſo ift diefe Differenz gleich dem Doppelten der unbet. Zahl ar = % 
(vergl. oben $. 217). . = 12 


2. (Newton arithm. univ. p. 66). Ein Saufmann fcheidet von feinem 
Bermögen jährlich 1000 zur Beftreitung feines Haushalts aus, den Reſt 
ehrt er ebenfo jährlih um ein Drittel desfelben. Dadurch ift fein Ver⸗ 
gen am Ende des dritten Jahrs nochmal fo groß geworden, ale es anfangs 
a. Wie groß war ed anfangs? 
Aufftellung der Gleichung: 
Ein Kaufmann 


hat anfangs ein Dermögen, in Thalern ausgedrüdt, ............. x 
Khält davon, nach Ausfcheidung des erfiiährigen Verbrauchs, in der 

Handlung ..................................... onen x —- 1000 
welches, um 3 vermehrt, am Ende ded I. Jahr 
, geworden iſt ............... .......... —x 1000) = 4x = 
"Davon bleiben, nad) Ausfcheidung des Ders 

brauche für's IL. Jahr, ........... . a2 _100 = m 
led, um J vermehrt, am (Ende bes II. 
ahrs geworden iſt ................ 4 (421000 = ——— 
HMavon bleiben, nach Ausſcheidung des 

Verbrauchs für's III. Jahr,..... —— 1000 = wm 


velches, um $ vermehrt, am (Ende deö wo 
II. Jahrs geworden ifl........... 2 — 37000 __ 64x —u8 


‚und gleich ift dem Doppelten des urfprüngs 
lichen Bermögend . 22 .. 2200000000 —25x 
x — 14800. 


3. (Die Arhimedes’fhe Aufgabe) Eine aus Gold und Silber 
bnachte Krone des Königs Hiero von Syracus wog 20, . unter Waſſer 
gewogen nur 1844 ®. Wenn nun im Woaſſer jedes Pfund Gold „A, N, jedes 
Bund Silber Ar ® leichter wiegt (von feinem Gewichte verliert), wie viel Gold, 


Wie viel Silber war in der Krone? 
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Die Krone hatte Gold, in Pfunden ausgedrüdt, ....... x 

und verlor deshalb im Waller an Gewicht ............ x. 

Die Krone hatte Silber, in Pfunden audgedrüdt, ...... 20 —x. 

und verlor deshalb im Wafler an Gewicht ............ (20 —x).45 

Die Krone verlor demnach im Ganzen ............... 5 20 F x 

und Biefr Gewihtäveruſt Betrug 20-1875 = 144 8.. ‚+2 —2 
S x „ (& Gold) 

20—x = 5 (® Silber). 


4. Ein Bater ift 45, fein Sohn 15 Jahr alt. Nach wie viel Jahren 
wird der Bater doppelt fo alt ald der Sohn fein? 


‚Aufl. . 
Nah Jahren ..... ......................... ..... x 
hat der Vater ein Alter, in Jahren ausgedrückt, ...... 45-4-x 
der Sohn ” [a * Pe * Er Er Er Er Er Er 15+x 
und das Alter des Vaters in — dem Doppelten des 
Alters des Sohnes ........................... 45+x = 2155) 


x— 15 
d. h. nach 15 Jahren iſt der Vater doppelt” fo alt ald der Sohn. 


Aufgaben der f. g. gefelfchaftstechnung. 


u. Die Verhältnißzahlen bilden eine ununterbrocdhene Neibe. 


5. Eine Summe s fol inn Belle A, B,C,... N getheilt werden, fo 
daß diefe Theile die Berhaltniſſe a:b:c...:n haben bogt. Abſchn. VIII). 





Aufl. 1. 
Die Zahl, welche den Theil A ausdrüdt, ſei ..... — x 
alfo ” ⸗  » "m " B " on eip— MH 
a a 
und die Zahl, welche den Theil C ausdrüdt ......... — —.o — = 
und ⸗⸗ ” ” ” N oo 000... = x n = nx 
& & 
bx , cx nx 
47467 — 8 
& 
“= Fb Fer+... mA 
b___b »B 
a arbtct... tn" 
cx c — C 
a at+b+c+...+n Be 
an ern .. F 
a atb+c+...+n 8 *N. 
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Aufl. 2. Die Zahl, welche angiebt, wievielmal A den Berhältniftheil a 
mihält, alfo B den Berhältnißtheil b, C den Theil e, ... N den Theil 
n, fix, . 
. jo daß demnah A = ax 


B= hx 

C= cx 

N = nx 
ax+-bx+cıt+...+nx =s 


8 
* = SFbfret... In 





— 8 — 4 

RS arbFer... Fan” 
8 

IE 2 2 0 ee ud 

cx = C 


8 
atb+ct... In” 
8 
—atb+er... En’ 
Mehrere Beiſp. diefer Art in beflimmten Zahlen f. unten in den Uebungé⸗ 
aufgaben $. 232. 


"DT 


n=N. 


ß. Die Berhältnißzahlen bilden eine unterbrochene Reihe. 


6. Eine Summe s fol unter 5 Berfonen fo veriheilt werden, daß die 
Antheile Die im folgenden Schema überfichtlich zufammengeftellten Verhaͤltniſſe 
fogl. Abfchn. VIII) zu einander haben: 

- Ala 

B|b|»‘ 

C e|e 

D d |d‘ 

| E ® 

5 es follen fi verhalten die Antheile von 
A:B=a:b 
B:C = b’:e- 
C:D= e’':d 
D:E = d:e 

Aufl. 1. Die Zahl, welde die Größe des TIheild A ausdrüdt, ſei — x, 

ſo iſt die Zahl für die Größe des Theils B— (x:a)b — © 


bx ,„.\_ __ bex 
und „ ” ” ” ” ” ” = (:n)e= 7 
. bex , bedx 
” ” ” e⸗ e⸗ ” ” = ab’ c )a — ab’c‘ 
| bedx, „‚\_ __ bedex 
” ” ” ” ” ” ” ⸗⸗ E= :d — abet 


Helmes, Elementar-Mathematik. 


L 


13 
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b bedx bedex 
und demnach x+= = + * + ab’o — ua bo * 


(ab’o’d’+ —* bheed 4 hedd bede) x ⸗ abſeds 
8 In!d! _ Ind _ 
== od tbbedt becd bed’ =q.abied=i, 
wenn wir den abgefonderten Quotienten mit q bezeichnen; 
2: = q.bb’c’d’ = B 


be, 

ab’ 
— = q.bedd =D 
x =gbeie =E 

Aufl. 2. Man verwandle die unterbrochene Reihe ber Berhältnißzahlen ix 
eine ununterbrochene, dadurch daß man das Product ber beiden Zahlen, ;.8. 
b und b’, ..., welche zur Berhältnißbeftimmung desſelben Theils, Hier B, ..., 
gegen zwei andere Theile, A und C, dienen, als neue Berhältnißzahl einführt 
und die dadurh nad) $. 91 nöthig werdenden Wultiplicationen der andern 
Berhättnißzahlen ausführt, in folgender Weiſe: 

Ala F b’ 

B|bib " 

C | b e 
Die Multiplication von b mit b zieht nach ſich die Multiplication von a mitW, 
und die von e mit b, und die neuen Berhältnißzahlen bilden für A, B, C cite 
ununterbrodene Reihe, welche die Bedingung der gegebenen Berhältnifle von B 
gegen A und gegen C erfüllt. 

Um die Verhältnißzahl von C für eine bequeme Beftimmung der Berhäll« 
nißzahl von D einzurichten, multipliciren wir die biäherige mit c’ und darum 
aud) die bisherigen Berhältnißzahlen von A und B mit c’, um ihr bereitö ein 
gerichtetes Verhältnig nicht zu ftören; die Verhältnißzahl von D ift dann shut 
weiteres durch ein Sovielfaches von d beftimmt, ale C ein foldyes Bielfahrd 
von ce’ hat, und die darnach eingerichteten neuen Berhältnißzahlen 


| b’ | c' 

B|b | b’ sc‘ 

c bie >:c‘ 

Dib c d 
bilden für A, B, C, D eine ununterbrochene Reihe, welche die Bedingung de 
gegebenen Berhältniffe für alle vier Theile erfüllt. 

Ebenfo ändert die Multiplication aller vorfiehenden Verhältnißzahlen mi 

d’ die Richtigkeit derfelben nicht, richtet aber die Verhaͤltnißzahl von D für eim 
bequeme Beſtimmung ber Verhaͤltnißzahl von E ein, wonach dann bie neun 
Verhaͤltnißzahlen 





—q4. beed· =C 
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Eib 


Alalvlola abed 
B Bihler 07 Ge 
ciplelela— bed‘ 
D'plelale nen 
| leläte — beie 


eine ununterbrodhene Reihe bilden, welche die Bedingung ber gegebenen Ber» 
hältniffe für alle 5 Theile erfüllt. 
Der Mechanismus des Berfahrens ift einfach. Die vorzunehmenden Multis 
plicationen mit den neu zuzuziehenden Berhältnißzahlen können oftmals auch 
durch Multiplicationen blos mit den Factoren berfelben erfeßt werden, die nod 
nicht in den bisherigen Berhältnißzahlen vortommen. Uebrigend kann lebtere 
BWereinfachung der DBerbältnißzahlen auch durch nachtraͤgliches Heben erreicht 
werden. 
» Hat man fo eine ununterbrochene Reihe der Verhaͤltnißzahlen hergeſtellt, 
"Aa tritt nun weiter das Berfahren von a ein, als: 
Die Zahl, welche den Theil A ausdrüdt, fei = ab’co’d'x 
alſo ” ” v⸗ ” 0) B ” — bb’c’d'x 
ꝛc. ... 
Beifp. dieſer Art in beſtimmten Zahlen f. $. 232 Nr. 21, 22. 


Aufgaben der Alligations= oder Vermiſchungsrechnung. 


1. Man hat zwei verſchiedene Sorten, A und B, einer Ware, von 
der uften die Menge a (10 T), von der zweiten die Menge b (6 &). Die 
nſte Sorte hat den Preis p (1 @ koftet 12 gr), die zweite den Preis q (1 & 
‚ft 4 gr). Welchen Mittels oder Durchſchnitispreis hat die Ware? (Bie 
: viel Grofchen koſtet 1 & des Gemenges ?) 
Aufl. x — Zahl der Grofchen, die 1 ® des Gemenges koſtet. 
Werth der erften Sorte, in Groſchen ausgedruͤckt — p.a 
” “ zweiten ” uv = q.b 


Werth der beiden Sorten zufammengenommen — pa gb 
„des Gemenges andererſeits....... = x(a+-b) 
— — — — ——— —— ———— — — 


= Pet 


a-+-b 16 
Anm. 1. Im ber allgemeinen Gleichung 
pa+gb =x(a+b) 
liegt die Auflöfung dreier verfchiedener Aufgaben enthalten, je nachben nemlich 
eine der beiden Quantitäten a oder b 
DH vn” „» Qualitäten p » q 
Der endlich, voie in dem behandelten Falle, der Mittelpreis gefucht, alle übrigen 
‚ Srößen aber gegeben find (vgl. $. 231).- 
Scheinbar Hegt die Auflöfung von fünf verfhiedenen Aufgaben darin; 
aber die Größen a und b eiferfeitö, und p und q andererfeitd kommen auf 
13 * 
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ganz gleiche Weiſe in der Gleichung vor, und es begruͤndet keinen Unterſchied 
der Aufgabe 4 a oder b, ob p oder q die Unbekannte iſt. Führen wir, um 
die Sleihung nicht mehr fpeciell zur Berechnung des Mittelpreifes anzuwenden, 
für diefen die allgemeine Bezeihnung m ein, fo haben wir demnah in der 


Gleichung 
pa q4b = m(a-+-b) 
jenachdem m, p oder a als Unbekannte auftreten, die drei Auflöfungen: 


1. m Betab ie ob. Aufl. für =) 


a+-b 
op retb—ab 4 a merb)—gab 
a p 


Anm. 2. Die Aufg. 3 kitt fehr oft in der Geftalt auf, daß flatt b die 
. Summe s der beiden Mengen a und b gegeben ift, wie wenn es in der obigen 
Aufgabe heißt: Man will aus zwei verfchiedenen Sorten einer Ware, von denen 
1 9 der befferen 12 gr (= p), 1 % der ſchlechteren 4 gr (— q) koſtet, 16 ® 
(= s = a-+b) fo mifhen, daß man 1 @ des Gemiſchs ohne Nupen und 
Schaden zu 9 gr (= m) verfaufen könne. Wie viel ift von jeder Sorte zunehmen? 
Aufl. Man nimmt von der befferen Sorte die Zahl Pfunde .. x 
alfo von der fhhlechteren (Borbem.) ..... 22er nene. s—x 
Werth der Ware vermöge ber befleren Sorte ... p.x 
" „u " ſchlechteren Sorte. q(s— x) 


Geſammtwerth der Ware - 22200 c een ne px-+-q(s— x) 
" ”» „ bermöge des Durchſchnittapreiſes.. m.s. 
px-+q(8s— x) = m. 
x (m — g)s = 10. 
p-4 
Aufgaben Über die gleichförmige Bewegung. 

8—9. Zwei Körper«A und B haben die Entfernung d (1000 Fuß) vor 
einander. Sie bewegen fi gleichförmig mit den Schnelligfeiten c und c’ (5 Fuß 
und 3 Fuß in einer Sec). Wann werden fie zufammentreffen, und zwar 

8. J. fi begegnen ? 

9. 1. fi einholen ? . 
jenachdem nemlid ihre Bewegungen in entgegengefebter Richtung (gegen einan- 
der) oder in gleicher (hinter einander) gefchehen. 

Aufl. Die Zahl der Sec. bis zum Zufammentreffen = x 

alfo der Weg des A, in Fuß ausgeduidt = cx 





und ” " [7 B, " 2 " = ex 
Es muß fein: 
8. für L, d. 5. für Begegnung, d. Summe ber Wege: cx+-c’x —d 
d 1000 
9. für IL, d. 5. für Ginholen, d. Differenz der Wege: ex — c'x —d 
d 1000 





VII. Abfchnitt. 197 


10—11. Die vorigen Aufgaben unter ber Bedingung, daß der eine Koͤr⸗ 
nt, z. B. A, feine Bewegung um n = 40 Sec. früher oder ſpäter anfängt, 
als der andere B; } D. früher. 

Ye nachdem man die Zeit vom Abgange des früher oder des fpäter Ab⸗ 
gehenden als Unbekannte einführt, ergeben fich die beiden nicht weſentlich ver« 
Khiedenen Auflöfungen a und B. 


Aufl. a. 
Zahl d. Ser. bie zum Iufammentr. vom Abgange d. früher Abg. A 
MO» vw nm " „fpäter „ —— 
alſo der Weg des früher Abgegangenen A = cx 
und »  » .» fpäter " B=e'(x—ı) 
63 muß fein 


%e. für L, d. 5. für Begegnung, d. Summe d. Wege ex+c &—n)=d 
x —— = — I. = 140 (Sc. n. Abg. d. frühern A) 
x—n = 100 (Sec. n. Abg. d. fpätern B). 


11. für IL, d. h. für@inholen, d. Differenz d. Wegeex— co (x— n) —=d 
d—c'n 1000 — 120 


= => 440 (Sec. n. Abg. d. frühern A) 
x—n = 400 (Sec. n. Abg. d. fpätern B). 
Aufl. B. 
Zahl d. Sec. bi zum Zufammentr. vom Abgange d. fpäter Abg. B= x 
alſo "rn nm ” ” „ „no früher „A= x+n 
alfo der Weg des B= c’x 
und = ” „A= c(x-n). 
Es muß fein 


1. für J, d. h. für Begegnung, d. Summe db. Wege o(x+n)+co'x=d 
ı- u - = 100 (Set. n. Abg. d. fpätern B) 
xt n = 100-440 —= 140 (Sec. n. bg. d. frühern A). 


WM. für IL, d. 5. für Ginholen, d. Differenz d. Wege o(xtn)-o'x==d 
x Im _ — 400 (Sec. n. Abg. d. fpätern B) 


x--n = 400440 = 440 (Sec. n. Abg- d. frühern A). 


12-15. In obigen vier Aufgaben feien die Schnelligkeiten c und c’ durch 
die Befimmungen gegeben, daß A in t (= 2) Sec. eine Wegesſtrecke von 
s(=10) Fuß, B in t’ (8) Sec. eine Strede von s’ (= 9) Fuß zurüdiegt. 


Aufl. von 8 u. 9, unferm 12 u. 18. 
12. für L,d. h. Begegnung et x—d 


d.t.t‘ 
x — —= 125 (©ec. n. d. gem. Abg. beider). 
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13. für IL, d. h. Ginholen 2x, x —d 





d.t.t' . 
= an 500 (Sec. n. d. gem. Abg. beider). 
Aufl von 10 u. 11, unferm 14 u. 15. 
Aufl. a- 


14. für L, d. 5. Begegnung 224% x«—n)=d 


— —E— — 140 (Ger. n. d. Abg. d. frühern a) 


x—n = 140 —40 = 100 (&e. n. d. Abg. d. fpäten B). 





15. für IL, d. h. Einholen 22 —2(x—n) —d 


. x t (de — sn) —= 440 (Se. n. d. Abg. d. frühen A) 


st’ — s't 
x—n = 440—40 — 400 (Sec. n. d. Abg. d. fpätern B). 
Aufl. P- 8 8 
14°. für L, d. 5. Begegnung Tatn+7* = d 
x —— — 100 (Ex. n. d. Abg. d. ſpätern B) 


x+n = 140 (Sec. n. d. Abg. d. frühen A) 
15°. für IL, d. 5. Einholen (+2) — 


—ı—d 
_ t(dt—en) ziern B 
= mn * 400 (Sec. n. d. Abg. d. fpätern B) 


vw 
x-+n = 440 (Ger. n. d. Abg. d. frübern A). 


Anm. Zum Behuf der Anwendung der Auflöfungen der vorigen Auß 
gaben II. auf Bewegungen im Kreije, in gefehloffenen Bahnen überhaupt (Ein 
holen des kleinen Zeiger der Uhr durch den großen; Zeitbeftimmung deö ſynd⸗ 
diſchen Monats ꝛc.), folge zunächſt die 

Borbereitende Aufgabe 1. Welchen Winkel am Mittelpunfte oder 
welchen Theil der vollen Umdrehung p (vgl. Geom. Abſchn. I) beſchreibt de 
große und Mleine Zeiger der Uhr in einer Minute, im n Minuten; in ent’ 
Stunde, einer halben, einer Biertel-Stunde zc.? 

Aufl. Der große Zeiger befchreibt in einer Stunde eine volle Umbre 
bung p*), demnach bei feiner gleichförmigen Bewegung 


in einer Minute... ds 
n n 
” 60 


„einer Stunde... —= 1 ber vollen Umdrehung p 


» halben Stunde 4 
„ n Biertelftunde. 4 


*) Es vereinfacht die Auflöfung, p — 1 zu ſetzen. 
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‚nad der kleine Zeiger, der 12 mal fo langſam geht, und Die volle Umdrehung 

uf in 12 Stunden vollendet, befchreibt demnach 

in einer Stunde 

er Minute v4 
. 2 


F\ der vollen Umdrehung p. 


720 
16. Wie viel Minuten nah 3 Uhr wird der große Zeiger über dem 
fleinen ftehen ? 
Aufl Borfprung des einen Beigers (unfer obige d) = 4} p. 
Der große Zeiger beſchreibt in einer Min. A, p 
»„ Meine „ . m. hs Pp- 
Behl der Minuten, in welchen der große Zeiger den Meinen einholt = x 


alfo der Weg des A = 85 .x 


— 8 
MD» B 75* 
P,.__P Pp 
60 190. 
. 12x —x = 180 
x —= 16,4 (Min.). 


17. Die Zeiger der Uhr ftehen zu einer Beit, 3. B. um 19 Uhr, über 
einander. Nach wie viel Minuten werden fie wieder über einander ftehen, zum 
‚eflen Male, zum zweiten, dritten, ..., nten Male? 

Aufl. Wenn die Zeiger wieder über einander fteben, fo bat der große 
Zigr eine volle Umbrefing mehr gemacht. 

In einer Minute befchreibt der große Zeiger Au p 
w „ Meine » „4a Pp- 
dahl der Minuten, in neigen der große Zeiger den Meinen einholt = x 


alfo der Weg des A — x 


p 
120° 


” ” n ” B= 


P,__2 
0 mp 


18x x = 720 
x = 70:11 = 65,% (Min.) 


Wieder nach eben fo viel Minuten fteht der große Zeiger zum zweiten Male 
Ber dem Meinen, und ebenfo zum nten Male nad) n.65,%, Minuten, d. h. 
nach Stunden +5,%.n Min. 3. B. zum 1iten Male nad 12 Stunden. 
Rennt man allgemein x die Zahl der Minuten, nach welchen der große 
Zeiger zum nten Male wieder über dem Meinen fteht, fo hat bon man vorn⸗ 
hirein 
F 750X =n.Pp 
12x— x B. 720 
n.720 
11 





x = 


— 2.65% = n6tdn +n.58, Min. 


200 Arithmetit. 


VBorbereitende Aufgabe 2. Din Winkelabſtand der beiden Beige 
der Uhr (oder den Borfprung des einen vor dem andern) für jede gegebene Jet 
zu berechnen, z. B. für 7 Min. nad halb zehn. 

Aufl. Zur Zeit der legt vorhergehenden vollen Stunde, zu 
9 Uhr, war diefer Winkelabftand —= z p, wobei wir diefen Winkelabftand i 
ald Borfprung des Meinen Zeiger vor dem großen anfehen können, woofern 
wir, wie hier geichehen, dieſen Abftand zahlen vom großen Zeiger nad) bem 
Heinen in der Richtung der gemeinfamen Bewegung beider. 

Bon 9 Uhr bis 7 Min. nad halb zehn, d. h. in 37 Minuten legt der 
große Zeiger zurük 34 p, der eine Zeiger A, p- Demnach ift der gang 
Abſtand = Apt ir p— tip = Hip- 

Darnach ift nun leicht die Aufgabe zu löfen, „die Zeit zu berechnen, 
welcher die beiden Zeiger der Uhr über einander ſtehen werden, wenn man bo 
einem beliebigen Zeitpunkt ausgeht.” 


18. Es ift 3 Minuten über 3 neun. Nah wie viel Minuten wird be 
große Zeiger über dem einen ftehen ? 

Aufl. Winkelabſt. (Borfpr.) d. Heinen Zeiger um 8 Uhr = sp =}p 

Größe der Wintelbefchr. deö großen Zeigerd in 48 Min. = 45 p = Hp 
48p 
2.60 
Alfo Borfpr. d. fl. 3. um 3 Min. nah 3 neun = Ip +, p—Ip = 
d. h. der gr. 3. ift p voran oder in der gemeinfamen Richtung der Bero i 
beider Zeiger der Mi. 3. voran 44 p. 


x = Zahl d. Min., in melden d. gr. 9. Ah Borfpr. d. Heinen einhel 


[24 [4 ” ” tleinen ” " ” = 


alfo der Weg d. gr. 3. = x 
_» 
⸗ ff. ” — 755* 
pP p — 
(5): = HP 
x —= 614 (Min.). 


Anm. Nicht berſchieden von dieſen Aufgaben über die Zeiger der Uhr find 
die, wo der Umlauf in gefchlofienen Bahnen ftatt in 60 und 720 Minuten in 
jeder anderen angegebenen Zeit t und T vollendet wird, wodurch denn die Br 
rechnung ber ſ. g. periodifhen und ſynodiſchen Umlaufözeiten zweier Gimmeib 
förper, 3. B. der Sonne und des Mondes, durch einander möglich wird (ſ. 5-28 
Nr. 82). 





19—22. Berehnung I. des Verkaufs⸗, II. des Eintaufspreifet 
einer Ware, v und e, 


aus gegebenen Einfaufds, refp. Berkaufspreifen derfelben, famınt gegebenen 
Procenten 1) des Gewinns, p, 2) des Berlufts, p’; 

zugleich als Beifpiele zur Unterſcheidung der dreierlei Procente, von Hun⸗ 
dert, (Aufg. 19 u. 20), auf Hundert (Aufg. 21), in Hundert (Aufg- 22). 


VII. Wehmitt. 301 
Aufl. | 
19. vote? 
nm ır= 5 10 p) = e—:;- P' 
21. Tre Tor? 17 
V 


22. = m ꝓyloo ⸗ 470 — -P 


7 jededmaligen Procente des Gewinns oder des Berlufts lafien fi 


am bequemfien nad $.231 durch Auflöfung der Gleichungen für p und p 
mmen und geben darnach die Gleihungen: 


19 u. 21 übereinflimmend p = —— 
20 u. 28 „ pi MEN), 


© 
Beifp. in beftimmten Zahlen |. unten $. 232 Nr. 47—50. 
| 9. Den Zufammenhang der vier Größen: Kapital C, Zinsfuß als 
Mut p, Zeit T und-Zinfen Z durd eine Gleichung darzuftellen. „ 
Aufl. Dad Kapital 100 (Thaler, Louisd’or, Grofchen) bringt in der 
—R (einem Jahre, einem Monate . . .) die Zinſen p, alſo das Kapital 
C in diefer Zeiteinheit die Zinfen 7; 5 'P und in T Zeiteinheiten (8 Jahren, 


$ Monaten... .), d. h. in der Beit T die Zinfen 155. p-T; alſo hat man 


C 
2 = 100° :-P» T 
velches die gefuchte Gleichung ift, und aus der fi dann die drei anderen 


Unflöfungen (8. 231) ergeben: 


Z 
j cC= 10 
zZ 
| P = 5,7:10 
100 2 
Ir — — 
| I= C.p 


Anm. THeoretifh einfacher ift die Darftellung des Zufammenhangs obi- 
‚ger Örößen, wenn man den Zinsfuß flatt durch Procente durch die Zinfen 

1, d.+b. durch die Zinfen von der SKapitaleinheit (1 Thlr., 1 Ld'or, 
1 Orofhen) in der Zeiteinheit (1 Jahr, 1 Mon., 1 Tag, ...) ausdrüdt und 
+ 3. mit z bezeichnet. Man findet augenblicklich: 


2 = C.z.T 
und daraus ($. 281) 
" Z 
= 7 
2 ® 
= Tr 







Z 
r-z 
Ge iſt dann p = 10 nd s— IL. 


100 
24. Bufammenftellung ber Hauptgleihungen, weldhe den Zufanımen 
ausdrüden unter den Größen: 


- 


ShuldsKapitat, wirflihe Shuld. -. .. . 
Zahl der Jahre (Zeit), nad welchen fie zu zahlen if \ 
Barwerth jener Shuld - - - - 222200. 
Abzug oder Rabatt, c—b, = . ......:.. r 
Procente des Abzugs oder Nabatld . ». -. - --. pP 
a. auf 100 , 
B. in 100 


ausdrüden, als Beiſp. gelegentlicher Uebungen: 
o. Für p= Proc. auf 100. 


1. r mr? pt 2. b io0fpt 100 
3 . (100 +pt). pe, 
. - p p7 F 
8 et, 
p b 
B. Für p = Proc. in 100 
c . 6° 
b . r 100 
8 wo 7,10 
p e 


Beifpiele mit negativen Kefultaten der Auflöfung nebſt Deut: 
| diefer Kefultate ($. 111). 


25. Ein Bater beftimmt in feinem Zeftamente, daß der älteſte und reid 
feiner beiden Söhne 4 der ganzen Erbſchaft, der andere die Hälfte derſelb 
übernehmen folle und daß den Reft von 200 4 die Arnıen befommen. 
groß war das hinterlaffene Vermögen ? 

Das Dermögen, in Thaler audgedrüdt, = x. 


$x-+4x- 200 = x 

x = —1200,.$ = der Erbſchaft 
4x = — 800 „ — Untheil d. A x 
4x = — 600 „ — Antheil d. B, 


d. h. der Bater hinterließ 1200.B Schulden, von denen demnad der 
Sohn zwei Drittel — 800, der zweite Sohn die Hälfte = 600, beide 
fammen demnah 1400 „Beübernehmen, wo denn ben Armen die 200 ..P 
fielen, die nad) Bezahlung ber 1200.P Schulden noch übrig waren. 
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26. Em Bater ift 45, fein Sohn 15 Jahre alt. Wann wird der Bater 
viermal fo alt als fein Sohn fein? (vgl. oben Nr. 4). 
45 x = 4 (15-+x) 
x=—b 
d. 5. vor 5 Jahren war der Bater viermal fo alt als fein Sohn. 

Denn zu dem beiderfeitigen Alter muß gemäß der Anflöfung nit eime 
Zahl Jahre hinzu addirt, fondern ed muß eine foldhe davon abgezogen werden, 
d. h. ja eben vor folder Zeit war die fragliche Bedingung erfüllt (vgl. $.111). 

27. A bat vor B einen Borfprung von d Raumeinheiten (Meilen) und 
legt in der Zeiteinheit (in 1 Tage) c Raumeinheiten zurüd, B aber in derfelben 
Zeit C Raumeinheiten. Wann wird B den A wieder eingeholt haben? 

Aufl. Zahl der Tage, nad) welchen B den A wieder einholt, — x 





Weg des A = cx 
” ” B= (x 

Ccx—cx=d 
_- d 

—  0—6 
fürd— 24 Meilen, C=-5Nc—=7mM. 
24 24 
x Zu 7% (Tage) 


d. h. vor 12 Tagen trafen A und B in ihren Bewegungen an bdemfelben 
Orte zufammen. 

Denn 5—7 = —2 zeigt, daß B jeden Tag fpäter 2 Meilen mehr hinter 
A zurüdbleibt, oder jeden Tag früher 2 Meilen weniger hinter A zurüd ift, daß 
er mithin 12 Tage früher, d. h. vor 12 Tagen gerade, 24 Meilen weniger hinter 
A zurüd war, ald er es jebt, d. h. daß er damals gerade mit ihm zufammentraf. 

Anm. Da die allgemeine Gleichung über die Anfangszeit der beiderfeitigen 
Bewegungen Teinerlei Ausfage oder Beftimmung enthält, fo hindert und nichts, 
das Geſetz derfelben, nach welchem B jeden Tag früher 2 Meilen weniger zurüd 
ift, auf beliebige Zeiten vorwärts und rüdmartd audzudehnen ; und demge⸗ 
mäß werden wir die obige Auflöfung vielmehr erwarten als dadurd über: 
raſcht fein. 

' gürlc=e 
finden wir bei jedem beliebigen Borfprung d des A 

— 7 — 00 ($. 104) 
d. 5. B holt den A nicht ein, tie lange die Bewegung auch dauern mag. 
Und fürwahr zeigt C—c = 0, daß beide Bewegungen gleich ſchnell find, oder 
daß das tägliche Einholen Null if. Died Null mag nun aber no fo oft 
wiederholt werden, fo wird daraus nie der endliche Borfprung d ausgeglichen 
oder eingeholt werden können. 

Wäre C um no fo wenig größer ald c, C—e = 2, fo würde fih 
immer ein x groß genug angeben lafien, fo daß x.d = d wäre, fowie umge 
kehrt, wäre © um noch fo wenig Fleiner ad 0, C—co= —d, fih immer 
em — x von hinreichend großem Zahlenwerihe angeben Tieße, fo daß — x.— 5 
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= d wäre, d. h. eine Zeit angeben ließe, vor welcher A und B an demiell 
Orte zufammen träfen. 
Demnach ergiebt fi) aus 


x 4 
C—o 
bei ftetigem Wahlen deö co 
ea. füroe <C 
x == einer pofitiven Zahl, die flefig wächſt mit wachſendem o; 
ß. fürc= C 
x = 00, 
7. füre>C 
x nad) dem Ueberfpringen von + 00 zu — 00 == einer negativen Zahl, 8 


als ſolche von — oo ab ftetig abnimmt mit wachſendem c, in Wahrig 
alfo ale algebraiſche Zahl wächst oder größer wird ($. 110 Folgef.). 

Die in Frage gebradhte zukünftige Zeit erfeheint darnach negativ I 
eine größere (algebr.) Zahl ausgedrüdt, wenn fie eine Pleinerevergang 
Zeit angiebt, wie dafür ein Anhalt in der Borftellung gefunden werden m 
daß die in Wahrheit ohne ftetige Folge aus einander liegenden „Ende und 
fang der Zeit“ durd den Eprung von 4 00 zu — 00 mit einander verbl 
den und zufammengebracht werden, d. b. daß alle Momente der Yeit wit 
einem durd) das Zufammenfallen von + oo gefihloffenen Zuge flatt in er 
geraden Linie liegen (vgl. $. 126). 

Ein anfhauliches, in feinem Ausdrude zugleich einfacheres Beil — \ 
ähnlichen Folge von Werthen, mie wir fie bier für x fanden, giebt die verl 
derlihe Entfernung des Durdfchnittäpunttes B zweier Linien AB und CB W 
dem feften Punkte A in der einen derfelben, wenn fid) die andere um den feit 
Punkt C außerhalb derfelben in der Ebene ABC dreht, bis fie parallel AB wir 
und darauf diefe Drehung in gleihem Sinne noch weiter fortfegt (vgl. 208 
gonom. I. Abſchn.). Auch da wird die Stetigkeit der Folge durch den Epruml 
bon + 00 auf — 00 unterbrochen. 


8. 231. 

Schluß: Bemerfung. j 

Als ein eigenthümlicher Vorzug der Auflöfung der Aufgaben dur 
Gleihungen, welche als folche den Zufammenhang oder die gegenicii 
Abhängigkeit einer ganzen Gruppe von Größen, die bei einer Aufgabe . 
Betraht fommen, ausdrüden, verdient bemerkt zu werden, daß man mit & 
einzigen Gleichung unter diefen Größen zugleich die Auflöfung von fo viel de 
fhiedenen Aufgaben bat, als diefelbe verfchiedene Größen überhaupt enthält 
Bei der Auffuhung einer folhen Gleihung unter den Größen einer TE 
gabe faßt man in der Regel die eine derfelben ald abhängig von allen anden 
ind Auge, betrachtet fie als die eigentliche Inbelannte der Aufgabe und Rap 
dad Refultat gewiſſer Berbindungen diefer Unbekannten mit den anderen Griff 
den Bedingungen der Aufgabe gemäß darzuftellen. Hat man fo eine Gleihum 
unter den Größen der Aufgabe aufgefteflt, fo ift ed nun ganz einerlei, ob d 
ald Unbekannte vorgeftellte Größe wirklich die Unbekannte ift, oder ob eine cr 
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dere der in die Gleichung verflochtenen Größen dafür gelten fol. Denn in 
legterem Falle hat man die einmal gefundene Gleichung nur für die wirkliche 
Unbefannte aufzulöfen, und man hat dasfelbe erreicht, ald wenn man bei der 
Aufftellung der Gleichung durch fie als den eigentlichen Zielpunft der anzuftel- 
lenden Meberlegungen beftimmt geweſen wäre. Als Beifpiele der Art haben wir 
ſchon oben Nr. 7 die verfehiedenen Aufgaben der Alligationsrehnung angeführt. 
Hätte man fo 3. B. in der obigen Aufgabe Nr. 7 die Quantität der geringeren 
Sorte zu beftimmen gebabt, fo hätte man gleichwohl am beften durch die auf 
den Mittelpreis ald Unbekannte gerichtete Ueberlegung die Gleichung 

m(a+b) = ap-+-bgq 
abgeleitet und daraus dann 

b —e 
m—q 

beſtimmt, ohne daß man eine neue, urfprüngliche Ueberlegung für die Auflöfung 
diefer befondern Aufgabe aus der allgemeinen nöthig gehabt Hätte. Andere 
Beifpiele der Art bieten die obigen Aufgaben der Procent-, Zins⸗ und Rabatt- 
rechnung, und im Folgenden merden wir an unzähligen Stellen von diefem 
Borzuge der analytifhen Auflöfung der Aufgaben nüpliche Anwendung maden. 

Daß in der einen Auflöfungsformel einer Aufgabe in allgemeinen Zahlen 
die Auflöfiing aller möglihen Aufgaben derfelben Art in befonderen (beflimm- 
ten) Zahlen enthalten ift und dur bloße Subftitution der befonderen Werthe 
erhalten werden kann (vgl. unten 8 234 Anm.), ift nicht als Vorzug der anas 
fptifchen Auflöfung, fondern des Gebrauchs der allgemeinen Zahlzeichen anzu: 
fehen, die diefen Vorzug zeigen, ob die Formel erſt durch eine Gleichung ent- 
wickelt, oder auch fonftwie abgeleitet ift. 


$. 232. 


Uebungsbeiſpiele, 


zugleich über die Aufſtellung und Auflöſung der Gleichung 
des erſten Grades mit einer Unbekannten. 


1. Es ſoll eine Zahl geſucht werden, die ſo beſchaffen iſt, daß, wenn man 
fie mit 3 multiplicirt, darauf von dem fo gebildeten Producte 5 ſubtrahirt, 25 
herausfommt. x —= 10. 

2. Welches ift die Zahl, die folgenden Bedingungen entfpridt: wenn 
man fie mit 7 multiplicirt, von dem Producte. 4 fubtrahirt, die Differenz durch 
5 dividirt, zu dem Quotienten 9 addirt, fo ift diefe Summe gleid 11? Antw. 2. 

3. Welche Zahl iſt es, deren 5faches um 3 vermehrt dem Sfahen der 
Zahl glei ift? Antw. 1. 

4 Welche Zahl ift es deren dritter und fiebenter Theil zuſammengenom 
men 20 geben? Antw. 42. 
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5. Bon welcher Zahl iſt ber dritte Theil um 4 guößer ala der fi 
Theil? Antw. 21. 

6. Wenn man eine unbefannte Zahl mit 8 muftiplicirt, zu dem Bro 
4 addirt, die Summe mit 2 multiplicirt, vom Broduete 20 fubtrabirt und 
ti dieſe Differenz durch 4 dividirt, fo kommt eine Zahl Heraus, die 
größer ift als die unbelannte. Welches ift die unbefannte Zahl?! Antw. 

7. Benn man die um 3 verminderte Unbekannte durch A Dividirt, 
Quotienten 17 addirt, fo kommt eine Zahl heraus, die um 3 Kleiner IP 
das Sfache der Unbekannten. Welches ift die Unbelannte? Antw. 7 

8. Die Zahl 28 fol in zwei Theile zerlegt werden, von denen ber 4 
um 4 größer ift als der andere. Welches find die beiden Theile? Anti 
und 12. 

9. Der Unterfchied zweier Zahlen if d, ihre Summe gleich s. ZW 
find Die beiden Zahlen? Antto. Die größere it ——, bie kleinere — 


10. Unter 3 Perſonen ſollen 9900 4 fo vertheilt werden, daß B 
einmal fo viel ald A, und C dreimal fo viel ald B befommt. Wie viel 
fommt ein Jeder? Antw. A 1100 „PB, B 2200 .B, C 6600 $. 


11. Drei Perfonen haben ein Vermögen von 3600 P; A und B hal 
gleihviel und zufammengenommen 1200 4 mehr ald C. Wie viel hat 
Jeder? Antw. 1200 Thlr. 

12. In einer Gefelihaft von 18 Perfonen befinden ſich Zmal fe 
Frauen und Smal fo viel Kinder ald Männer. Wie viel Männer, Frauen 
Kinder find in der Gefellihafl? Antw. 3 M. 6 FH, IR. ae 

13. 200 Mann einer Befayung, theild Infanteriften, theils Cavalleriß 
erhalten einen monatlichen Sold von 1150 „PB, und zwar der Infanterift 5 
der Gavallerifi 8 H. Wie viel Mannſchaft ift von jeder Gattung vorhandt 
Antw. 150 Inf. und 50 Cap. 

14. In einer Gefellfhaft waren Zumal fo viel Männer ald Frauen. 
6 Männer mit ihren Frauen fortgegangen waren, blieben 5mal fo viel Mäm 
ald. Frauen zurüd. Wie viel Männer und wie viel Frauen waren urfpningf 
in der Geſellſchaft? Antw. 16 M. und 8 F. 

15. Welche Zahl muß man zum Zähler und Nenner des Bruchd Zi 
diren, damit er gleich 4 wird? Antw. 2. 

16. Melde Zahl muß man vom Zähler ded Bruchs „, fubtrahiren % 
zugleich zum Nenner desfelben addiren, damit er gleich 4 wird? Antw. > 


17. Welche Zahl muß man vom Zähler und Nenner des Bruchs 7 — 


trabiren, damit er glei — 7 wird? Antw. Ze, 
18. Ein Vater, der 5 Sabre älter als fein Sohn ift, wird nad 5 I 
doppelt fo alt als diefer fein. Wie alt ift Bater und Sohn? Antw. 0 
20 Fahre. 
19. Ein Vater ift jeht 45 Jahr, fein einer Sohn 10, der andere 5 
alt. Nach wie viel Jahren wird der Bater 2mal,. nad wie viel Jahren 6 
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fo alt fein als feine beiden Söhne zufammengenommen? Antw. Zmal fo alt 
noch 5 Jahren, 5mal fo alt war er vor 34 Jahren. 


20. Bor mie viel Jahren war ber Pater Amal fo alt als feine beiden 
Söhne zufammengenommen? Antw. vor 24 Jahren. 


21. Eine Summe von 1330 4 ſoll unter 4 Perfonen fo vertheilt wer⸗ 
den, daß fih der Antheil des A zu dem des B wie 1 zu 2, ber des B zu dem 
des C wie 3 zu 4, endlich der des C zu dem des D mie 5 zu 6 verhält. Wie 
viel kommt auf jeden Theil? Antw. A— 150.8; B == 800.,$;, CO == 400 ,B; 
D = 480 $. u 

22. Eine Summe von 1550 4 foll unter 4 Perfonen fo vertheilt wer⸗ 
den, daß fich der Antbeil des A zu dem des B wie 2 zu 8, Der des B zu dem 
des C wie 4 zu 5 verhält und D fo viel befommt ald B und O zufammen- 
genommen. Wie viel befommt Jeder? Antw. A 200.B; B 800 ; C 375 ; 
D 675 . 

28. In einer Maffe von 12 Centner Schießpulver ift ebenfoniel Schwefel 
als Kohle enthalten; der Gehalt an Salpeter ift aber um 3 Ctr. größer ale 
der vierfache Kohlengehalt. Wie viel enthält die Pulvermaffe von jedem Bes 
ftandtheile? Antw. 14 Etr. Kohle; 14 Etr. Schwefel; 9 Sir. Salpeter. 

24. Eine Summe s ift der Art in zwei Theile zu zerlegen, daß das mfache 
des einen und das nfadhe des andern Theils uſammengenommen a betragen. 


Welches find die beiden Theile? Antw. —e⸗ = und —. 

Zwiſchen welchen Grenzen ift = enthalten, wofern negative Theile aus⸗ 
gefhloffen find und m >n if? 

Mem muß a glei fein, wenn m = n ift, und welche Refultate giebt für 
diefen Fall die Auflöfungsformel? welche, wenn diefe Bedingungen für a nicht 
erfüllt find ? . 

25. Gin Bedienter erhält ald jährlihen Lohn 35 ,.P und eine Livree. Nie 
er nach 7 Monaten den Dienft verließ, erhielt er außer der Livree noch 14 .B 
5 gr. Wie body war die Livrée gerechnet? Antw. 15 “P. 

26. Ein Spieler verliert in 3 Tagen feine ganze Barfchaft bis auf 50.B; 
nemlih am erfien Tage £ feines Geldes, am zweiten Tage $ des Reſtes, am 
dritten Tage 3 des abermaligen Reſtes. Wie viel hatte er anfänglih? Antw. 
1000 . 

27. In einer zweiziffrigen Zahl ift die zweite Ziffer nochmal fo groß als 
die erfte. Stellt man die Ziffern der Zahl um, fo daß die Zehner und Einer 
ihren Pla vertaufchen, fo wird die Zahl um 27 größer. Welches ift die Zahl? 
Antw. 36. | 

28. Ginem Boten, ber vor 6 Tagen von einem Orte abgieng und jeben 
Tag 4 Meilen zurüdlegt, wird von demfelben Orte aus ein anderer Bote nad 
geſchickt, der täglich 7 Meilen macht. Wann wird lepterer den erfieren einholen ? 
Antw. am Ende des 8. Tages. 


29. Wann wird der erfte Bote von dem zweiten eingeholt werden, wenn 
er n Tage früher abgegangen ift und alle t Tage s Meilen zurüdlegt, während 
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der zweite alle t Tage 5’ Meilen zurücklegt. Antw. in Ras ze Tagen | 
dem Abgange des zweiten Boten oder in —— Tagen nach em Ab 
des erften Boten. 

30. Bon den entgegengefehten, 43 Meilen von einander entfernten € 
punkten einer Eiſenbahn gehen zu gleicher Zeit ein Perfonen- und ein Oi 
zug ab. Der erfte legt in je 2 Stunden 9 Meilen, der leptere in je 3 CM 
den 8 Meilen zurüd. Wann umd wo begegnen fich die beiden Züge? 
6 Stunden nad der Abfahrt; 27 Meilen von dem einen, 16 Meilen von 
andern Endpunkte der Bahn. 

31. Wie viel Minuten nad 9 Uhr, nach Yu Uhr, nah 9 Uhr 45 Ri 
ten wird der große Zeiger der Uhr über dem kleinen flehen? 

32. Der Mond vollendet feinen Umlauf am Himmel in t — 27 Te 
(Zeit des periodifchen Monats in runder Zahl); die Sonne denfelben Uni 
in T — 365 Tagen (Zeit ded Jahres in runder Zahl). In welcher Zeit m 
der Mond jenen Umlauf einmal mehr gemacht haben ald die Sonne (Zelt 
ſvypodiſchen Monats, von einem Reus oder Vollmond bis zum andern)? 


(-—7)x — 1, x — 293% Tage 


Anm. Durd je zwei ber drei Groͤßen T, t, x iſt dig dritte beftimmt u 
zwar durch die Auflöfungen . 
7, xT m_ xt 
T—t’ x+t’ xt‘ 

Man bilde die beiden anderen Aufgaben aus den obigen Zahlen. 

33. Durd melde Zahl muß man 230 dividiren, damit 13 zum Quo 
ten und 9 zum Reft fommt? Antw. 17. 

34. In welche zwei Theile muß man 54 zerlegen, damit der größere X 
durch den kleineren dividirt 3 zum Quotienten und 2 zum Refte giebt. Ani 
41 und 13. 

35. Es follen drei Zahlen von ſolcher Beihaffenheit gefunden mer 
dag die erfte durch die zweite dividirt 5 zum Quotienten und 4 zum Ret; 
zweite durch bie dritte dividirt zum Quotienten und 1 zum Reft; ihre Sum 
aber 48 giebt. Welche Zahlen find dies? Antw. 39, 7, 2. 

86. Eine Zahl a in foldhe zwei Theile zu theiten, daß der eine durch 
andern dividirt die Zahl a wiedergiebt. Antw. Fra T und +1" 

. Anwendung auf die Zahlen 2 und 4. 

37. Der Unterfchied der Quadrate zweier auf einander folgenden Za 
der natürlichen Zahlenreihe beträgt 25. Welche Zahlen find es? Ant. 
und 18. 

88. Der Unterfihieb der Quadrate zweier auf einander folgenden ? 
der natürlichen Zahlenreipe beträgt n. Welche Zahlen find «3? 


— und at! 





















x = 
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389. Der Unterſchied der Quadrate zweier um 3 von einander abftehenden 
Zahlen der natürlichen Zahlenreihe beträgt 87. Welche Zahlen find es? 
Antw. 13 und 16. . 

40. Der Unterfhied der Quadrate zweier um d von einander abftehenden 
Zahlen der natürlichen Zahlenreihe beträgt n. Welche Zahlen find e8? Antw. 
n—d2 nd? 


rer? 


41. Um in die Seite eines Quarres 3 Mann mehr ftellen zu fönnen, hat 
man im Ganzen 147 Mann mehr nöthig. Wie viel Mann enthält das Quarre? 
Antw. 529 Mann. 


42. Wenn jede 19 & Gold in Waſſer getaucht 1 & ihres Gewichts ver- 
fieren (und alfo nur 18 ®& wiegen) und ebenfo jede 10 & Silber (und alfo 
nur 9 ® wiegen): wie viel Bold und mie viel Silber muß in einem nur aus 
Gold und Silber beftehenden Gefäße fein,‘ welches 12 T ſchwer war und in 
Waſſer getaucht 2 @ feined Gewichts verlor (und alfo nur nod) 114 ® wog)? 
Antw. 4 ® Gold, 24 ® Silber. 

43. Ein Körper von n ®& verlor in Waſſer getaucht v & von feinem Ge- 
wichte. Er ift zufammengefeßt aus zwei Körpern, von denen a ® des erfteren 
in Baffer getauht a @ und b ® des zweiten ebenfo BR ® von ihrem Gerichte 
verlieren. Wie viel & von jedem diefer beiden Körper waren in der Zuſammen⸗ 


feßung des erfigenannten enthalten? Antw. a. (by — a b(an—av) 


"ab— ab — aß 
vom zweiten. 

44. Man hat zwei verfchiedene Legirungen von Gold und Silber. Sn 
der einen haben diefe Metalle das DVerhältniß 1:2, in der anderen das von 
2:3. Man will aus beiden 11 Loth einer Xegirung bilden, in welcher die 
genannten Metalle das Verhältniß von 9:35 haben. Wie viel muß man von 
beiden Legirungen nehmen? — 24 u. 8} Loth. 

45. Zu einer Mafie von 3®, in welcher Gold und Silber in dem Ver⸗ 
Hältniffe 1:2 gemifcht find, ſetzt man 7& einer anderen Legirung aus Gold 
und Silber und erhält dadurd eine Maffe, in.tmelder das Verhältniß von 
Sold zu Silber = 2:3 iſt. In welchem Berhältniffe fanden fich diefe Metalle 
in der zugefebten Maſſe? Antw. 3:4. 

46. Der Inhaber eines Salzbaded erhält feine Soole aus zwei Salz 
quellen, von denen die eine 12«, die andere 2Oprocentig iſt. Er will ein Bad 
von 16 Eimern bereiten, was 18procentig ifl. Wie viel hat er aus jeder 
Quelle zu nehmen? Antw. Aus der erften 4, aus der zweiten 12 Eimer. 

47. Die Elle einer Ware ift zu 24 „PB eingefauft. Wie theuer muß man 
fie verfaufen, um 10 pCt. zu gewinnen? Antw. zu 22 .P 

48. Man hat an einer Ware, die man dad ®& zu 10gr verkauft, 25 pCt. 
gewonnen. Wie theuer hat man den Gentner eingefauft? Antw. 26.P 20gr. 


49. Wie theuer hat man den Eentner eingekauft, . wenn man bei dem 

Berkaufspreife von 10 gr für das Pfund 25 pCt. verlor? Antw. zu 44.P 134 gr. 
50. Man hat den Gentner einer Ware zu 20 * eingefauft und das ® 
Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 14 








vom erften; 
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zu 9 gr wieder verlauft. Wie viel pat. bat man gewonnen oder verlor 
Antw. 50p6t. gewonnen. 

51. Jemand bat augenblidlih 100 PB nöthig, kann aber € ein Dar 
nur unter der Bedingung erhalten, Daß er 10pGt. Zinfen für dadfeibe | 
und fi) diefelben gleich im voraus abziehen laßt, auch nach Jahrecgfriſt 
geliehene Gapital zurũckzahlt. Wie viel muß er anleiben, d. 5. am Mi 
des Jahres für die erhaltenen 100 „PB zurüdzahlen? Antw. 1114 .$. | 
viel Brocent müßte er demnach bei gewöhnlicher Zinsrechnung bezahlen? Ani 
114 pCt. 

53. An weldem Punkte einer d — 1400 langen Schußlinie wi 
gleicher Zeit der Schall des abgefhoffenen Gewehres und der reflectirte Si 
von dem Anprallen der Kugel an die Scheibe ankommen, wenn die Schneilige 
der Kugel = c = 1500, die ded Schalles — 5 — 1050 ift? Antw. 
88144 Fuß Entfernung vom Schießſtande (= — +!2E), 

53. Zwei Secunden nad) dem Abſchießen eined Gewehres hört man ı 
Schießſtande den Schall von der getroffenen Scheibe. Wie lang war die Si 
._. x x 
linie? Antw. 1235,29 Fuß (te — 2). 

54. Sn der Grabfchrift, die ein griechifcher Dichter auf Diophantus ma 
um darin die Kunft des Dahingeſchiedenen zu feiern, fordert er zur Deftimmi 
ber Lebensdauer desjelben durch folgende Angaben auf: Diophant ver 
4 feines Lebens ald Knabe, „I, als Yüngling; darauf noh „A und 5 
bis ihm ein Sohn geboren ward, der halb fo alt geworden ift als fein Ba 
Diefer überlebte den Tod des Sohnes noch 9 Jahre. Wie alt wurde Diopha 
Antw. 84 Jahre. 

55. Zwei Gewichte von p und p' @ hängen an den Enden eintd 
langen Stange. An welcher Stelle muß die Stange zur Bildung des Gin 
gewichts unterflügt werden, mofern die Producte aus den Gewichten und m 
Entfernungen ihren Aufhangepunti⸗ bon jener Stelle gleich find? Antw. 


der Entfernung Sg .d und IT Kar .d. 


































3. Rapitel. 
Auflöfung der Gleichungen vom erften Grade mit zu 
und mehreren Unbefannten. 


Borbemert. Aufgaben enthalten oftmald mehr als eine Unbekan 
und diefe Unbefannten ftehen dann in einem mehr oder weniger verwideg 
Zufammenhange unter einander. Die einfachften Zufammenhänge der Art un 
zwei Unbetannten haben wir ſchon oben $. 230 kennen gelernt und daſell 
für folde Fälle die Mittel erfehen, von vorn herein die Beſtimmungsgleichtt 
fo zu bilden, daß fie nur eine Unbekannte enthielt, wo dann in der Aufloſu— 
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für diefe eine Unbekannte die Auflöfung der ganzen Uufgabe enthalten war. Wo 
diefer Zufammenhang aber nicht fo einfacher Art ift, wird man der Darftellung 
desfelben durch neue Gleichungen nicht ausweichen fönnen, und es erwaͤchst 
daraus für uns die Aufgabe, aus zwei oder mehreren Gleichungen mit zwei 
oder mehreren Unbefannten eine neue Gleichung abzuleiten, die nur eine dieſer 
Unbefannten enthält, weil nur eine ſolche Gleihung ($. 220) auf die Beſtim⸗ 
mung diefer Unbekannten führen kann. 

Wir werden unten fehen, daß man zur Nuflöfung diefer Aufgabe fo viele 
unabhängige Gleihungen nöthig Hat, als Unbekannte überhaupt zu beflimmen 
find. Für zwei Gleihungen mit zwei Unbelannten wollen wir dasfelbe 
zunächſt indbefondere erfehen und damit zugleich dad Berfahren der Auf- 
löfung kennen lernen, welches fih unverändert auf jede beliebige An— 
zahl von Sleihungen mit eben fo viel Unbekannten anwendet. Diefe Anwend⸗ 
barkeit wollen wir denn zunächſt noch für drei. Gleichungen mit drei Unbes 
fannten nachweiſen, und hiernach die Allgemeinheit derfelben ableiten. 

Wir geben diefen Gleichungen mit zwei, mit drei Unbekannten die allge 
meinfte Form, welche fie ald Sleihungen vom erften Grade nach 8.221 haben 
fönnen, nehmen fie jedoch fchon nach $. 228 geordnet an, und wählen für die 
Koäfficienten ihrer Unbekannten in den verfchiedenen Gleichungen aus Gründen 
der Weberfichtlichfeit und namentlich im Hinblid .auf 8.236 die ſich entfprechen« 
den Bezeichnungen-a, a’, a“ (fpr. a eine, a zwei); b, b’, b’’ 2. und bezeichnen 
die ſchließliche Gleichung mit einer Unbekannten, deren Entwiclung 
die Aufgabe dieſes Kapitels ift, allgemein mit (2). 


A. Sleichungen mit zwei Unbekannten. 


. $. 233. 
Anfg. Aus zwei Gleichungen mit zwei Unbefannten von 
der allgemeinften Form 
ax+-by =n (A) 
ax-+by = n (B) 
eine diefer Unbefannten wegzufchaffen (zu eliminiren) und da» 


durh eine Gleihung mit nur einer Unbekannten von der Form 


ax — y (Z) 
abzuleiten. | 

Aufl. Wir unterfcheiden nah dem verfchiedenen Verfahren, 
die eine Unbekannte wegzufchaffen oder zu eliminiren, drei ver- 
f&hiedene Eliminationd-Methoden, die wir ald eben fo 
viele Auflöfungsarten unferer Aufgabe einzeln für fich betrachten. 


1) Die Subititution3-Methode. 


| Man löfe die eine der beiden gegebenen Gleihungen für eine 
14* 
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der beiden Unbefannten nah ap. 1 auf, z. B. die Gleichung ( 
für y: 


y= T— (nad A); 


fee den fo für diefe Unbefannte y gefundenen, in x audgedrü 
ten Werth, für y in die andere Gleihung (B) ein (Jubftitui 
den Werth für y): 


ax-+b. —— GC). (n. A u. B); 


fo ift dadurd die fubftituirte Unbekannte y eliminirt und 
Gleichung (Z) mit nur einer Unbekannten hervorgegangen. 

" Wenden wir dasfelbe (Subftitutiond-) Berfahren zur Eli 
nation von x oder zur Ableitung einer Gleihung mit y an, 
erhalten wir: 








x -7Y md 
I by — n (2), (n. A u. B). 


Anm. Bei Anwendung der Subflitutiond, Methode würde man eine 
tifhe und damit unbraudhbare Gleichung erhalten, wenn man den al ci 
Gleichung entwidelten Werth einer Unbelannten in derfelben Gleichung 
die Unbekannte fubftituirte ($. 222), Wenn man bier durch die Einfachheit ! 
Aufgabe gegen einen folchen Fehler gefhügt ift, fo liegt die Gefahr, ihn 
Ummegen unvermerft zu begehen, näher für fpätere zufammengefeßte Aufg 
mit mehr ald 2 Unbelannten. 


2) Die Sleihfegungd- (Combinatione-) Methode 
Man löſe beide Gleihungen für eine und diefelbe Unbekan 
auf, 3. 2. für y: 





y="7— mad A); 


y- — (nach B); 


ſetze dieſe beiden Werthe, die nur auf eine verſchiedene Weiſe du 

die andere Unbekannte, x, ausgedrückt ſind, einander gleich: 
= — —— (Z), (n. A u. B) 

fo ift dadurd die nad peiden Bleisungen gleichgefegte Unbelan 

y, wie oben, eliminirt und eine Gleihung (Z) mit nur einer 


befannten, x, hervorgegangen. 
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Wenderi wir dasfelbe (Combinationd-) Verfahren zur Elimi- 
nation von x, oder zur Ableitung einer Gleichung mit y an, fo 
erhalten wir: 





x ey (nah A); 
— "DV (nad) B); 
eV — NZ g, (n.Au.B). 


3) Die Additiond- oder Subtractiond-Methode. 

Man made die beiden Coefficienten einer und derfelben (zu 
eliminirenden) Unbekannten, wofern fie nicht etwa von vorn herein 
gleich find, durch geeignete Multiplicationen einander gleich, am 
allgemeinften durch Multiplication jeder Gleihung mit dem Coef— 
fiienten der zu eliminirenden Unbefannten der andern Gleichung, 
3. B. für die Elimination von y dur Multiplication der Gleichung 
(A) mit b’, der Gleihung (B) mit b: 

ab’x-+-bb’y = b’n (n. A); 

abx--bb’y — bn’ (n. B); 
und addire oder fubtrahire alddann die fo eingerichteten oder 
von vorn herein fo befchaffenen Gleihungen; je nachdem die beiden 
Slieder mit den gleichen Eokfficienten entgegengefeßte oder 
gleiche Vorzeichen haben: 

ab’x-+-bb’y — b’n (1. A); 

a’bx--bb‘’y — bn‘ (n. B); 

(ab’— a’b)x = b’n—bnr’ (Z), (n. A u.B) 
fo wird dadurch, im vorliegenden Falle alfo durch Subtraction, 
eine Gleihung (Z) mit nur einer Unbekannten hervorgehen. 

Wenden wir dasfelbe Berfahren zur Elimination von x, oder 
zur Ableitung einer Gleihung mit y an, fo erhalten wir: 
aus durh X 
mit 
ax +bx—=n a’ aax--aby=an (n. A); 
ax+-by=n| a jaax-taby=an (n. B); 
durch Subtr. (“b—ab)y=an—an‘ (Z), (n. A. u. B). 
Anm. 1. Haben die Kotfficienten der zu eliminirenden Unbelannten gemein« 
fame Factoren (f. Beifp. 3 8. 235), fo läßt man bei den angegebenen Muls 
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tiplicationen dieſelben ganz weg; kurz, man ſucht durch dieſe Multiplicationen ie} 
beiden Gleichungen ein ſolches Vielfache der zu eliminirenden Unbelannten x 
erhalten, wie es der kleinſte Generalnenner ihrer Gotfficienter angiebt. 
Das Bielfache der Eokfficienten felbft, weil es in beiden Gleichungen ik 
felbe ift und dur Addition oder Subtraction wegfällt, braucht nicht erft I 
rechnet zu werden, fondern ift in beiden Gleichungen nur ald diefelbe Zul 
als dasfelbe Product zu bezeichnen, wofür wir im Folgenden öfter® ein gemein 
ſames Zeichen gebrauchen wollen. 
Anm. 2. Cine wohl unter dem Namen der Bezout’fihen oder 
franzöfifchen aufgeführte vierte Methode der Elimination ift durchaus m 
weſentlich verfchieden von der dritten, indem man dort die Gleichheit W 
Eoefficienten der zu eliminirenden Größe, ftatt durch geeignete Multiplictie 
beider Gleihungen, durch die Multiplication nur einer einzigen Gleichm 
befhafft und demnady im obigen. Beifpiele zum Behuf der Climination mg 
y, fltt' B mit b und A mit b’ zu multipliciten , nur die Gi 
hung B mit * oder die Gleichung 4 mit multiplicirt. So brauchh 
dieſe Modification der dritten Climinations » Methode bei allgemeinen Entwidt 
lungen auch ift, fo ift fie hier für und ohne Werth und fteht dem DVerfahrm 
wie ed in 3. angewandt ift, nad). 
. 8§. 234. 
Zuf. Die im vorigen 8. durch irgend welche der angewand 
. ten Gliminationd - Methoden abgeleitete Gleichung (Z) ift dam 
weiter nach 8. 227 zu behandeln, um den Werth der darin ver 
tommenden Unbefannten zu beflimmen. Den Werth der ande 
Unbekannten findet man dann entweder durch Einfegung des Mi 
die eine Unbekannte gefundenen Werths in eine der beiden geof 
benen oder der daraus abgeleiteten Eliminationdgleichungen (nad A 
nach B), wodurd nur die andere Unbekannte in derfelben zurüdt 
bleibt; oder auch urfprünglid durch wiederholte Anmendung dei 
ſelben Verfahrens auch für diefe zweite Unbefannte, durch Eh 
nation der erften. 
Folgeſ. Aus zwei von einander unabhängigen Gleichunge 
mit zwei Unbekannten läßt fich jede diefer Unbelannten berechnen 


8. 235. 
"Bollftändige Berechnung je eine® Beifpield (in beftimmte 
Zahlen) durch eine der drei Eliminationd-Methoden: 


1) Durch die Subftitutione-Methode. 


2x-+3y = 13 (A)|ly = ai (n. A) 


5x-17y — 31 (B) 
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dx + 7. — 31 (2) 
15x+91—14ıx = 9% 
| x—= 93—IN = 2. 
diefen Werth; in (n. A) fubflituirt, erhält man: 





13 —4 9 
der y urſprünglich berechnet: 1323 
| 2x+3y = 13 (A)|x = — I (n. A) 


| 5. ZN 2 — 31 (Z) 
| 
| 





65— 15y-+14y = 62 
y=3 


__ 13 —3y _ 4 __ 
und x = —;-” M"A)=z7—2 


2) Durch die Gleichſetzungs⸗ (Combinationd-) Methode. 


Ä 3x+5y = 40 (Ally = Se (n. A) 


1x — 52 
9 (n. B) 








1ıx—9y = 532 (By = 





360 — 27x —= 35x — 260 
620 = 62x 
Ind darnach y — —— (n. A) = 2. 
; Oder y urfprünglich berechnet: | 
40 — 5y 
3x-+-5y = 40 (A)|x = 5. A) 


«+Yy- 82 B|x- Fr (n. B) 
1 — 
0 —5y — 2) 
280 35y — 156-4277 


124 — 62y 
y- 14:42 — 2 
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und darnach x = => (n. A) = 10 





3) Durd die Additiond- oder Subtractiond- Methode. 
4x-+5y — 32 (A) 
6x—7y = —10 (B) 
.D) 28x-4+7.5y — 224 (n. A) 
.5) 30x—5.7y = —50 (n. B) 
58x — 174 (Z) 
x — 114:58 = 3. 
Diefen Werth in die Gleichung (A) fubftituirt, erhält man: 





12-45y — 32 
y= 20:5 = 4. 
Oder y urfprünglich berechnet: 
4x-+5y = 32 (A) 
6x—7y = —10 B) 
EAN 
295 = 116 (Z) ° 


Diefen Werth in die Gleihung A fubftituirt, erhält man: 


rm — 32 
— 12:4 — 3. 
Anm. 1. Löfen wir die allgemeinen Gleichungen des 8. 233 

ax by =n 

a’x-+-b'y= n 

nad dem vorhergehenden Berfahren auf, fo finden mir 
__ b’an—bn’ 
aba 
_ an—an’ 
er 


und in diefen allgemeinen Formeln ift denn zugleich die Auflöfung jeder zwei 
Bleihungen mit zwei: Unbelfannten enthalten, indem wir an die Stelle von a 
und a‘, b und b‘, n und n’ nur die befonderen Werthe zu jeben haben; melde 
in den gleihfalld geordneten Gleichungen die Coefficienten von x, y und dad‘ 
abjolute Glied bilden. 
So geben diefe Formeln für die drei Gleichungen des $. 235 ohne wei⸗ 
tered die dort gefundenen Werthe der Unbelannten, wenn wir darin 
für das Beifp. I, für das Beifp. IL, für das Beifp. IL 


a — 2 — 3 = 4 
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a — 5 * 7 = 6 
b= 7 = —9 = —7 
n = 13 = 40 = 82 
n’ = 81 —= 52 = —10 
ſchen, nemlich 
b’n —bn’ 
x an 2 — 10 = 3 
an—.an’ 
am? = 2 = 4 


"Anm. 2. Kommen in den gegebenen Gleichungen nur die teciprofen 
Berthe der Unbelannten oder beliebige Vielfache jener Werthe vor, fo ift es 
einfacher und in allen Fällen räthlih, jene reciprofen Werthe felbft als die 
eigentlichen Unbelannten anzufehen und aus ihnen nadıträglich die urfprüng- 
ihen Unbekannten zu berechnen; 3. B. aus 


durch die Subftitution: * =x, * — y’ die beiden neuen Gleichungen 


ax’ by =n 
a'x’4-b’y’ = n’ 
zu bilden, diefelben für x’ und y’ aufjulöfen und nadträglid x — ı und 


. 3 5 3 
Beiſp ıty = 7 
6 2 8 
wyn 
Man bilde: 8x'45y’ — } 
6x’ — 2y' = „%- 
Ran findet x’ — „u; y’ — u; woraus dann x —= 12 und y— 10 folgt. 


8. 236. * 

Erkl. Bleiben zwei (oder mehrere) Gfeihungen ganz unver 
ändert, wenn darin zwei Unbefannte, x und y, gegen einander 
 vertaufeht werden, fei es, daß in den Gleichungen fonft überall 
nichts geändert wird, fei e8, daß darin zugleich mit jenen 
Undefannten ein oder mehrere Paare zweier anderen Zahlen, 
»2. a und b, a’ und b‘, a” und b“, ..., gegen einander vers 
auſcht werden: fo heißen die Gleichungen ſymmetriſch für x 
und y, im erftern Falle abfolut ſymmetriſch, im zweiten 
Falle fymmetrifh in Beziehung auf (oder nad) a und b. 
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Z. B. die obigen Gleichungen | 
ax by =n 
ax+by=n 
welche diefelben bleiben, wenn man x und y, aber zugleich mit 
ihnen auch a und b gegen einander vertaufcht, find ſymmetriſh 
für x und y nad a und b; die Gleichungen 
oo x4y=s 
x.y= 
find abfolut ſymmetriſch für x und y. 

Folgeſ. Hat man aus Gleihungen, die für x und y ſym⸗ 
metrifh nah a und b find, den Werth für eine Unbefannte, 3.3 
für x, gefunden, fo findet man daraus den Werth für y, indem 
man in dem Auddrude für x nur a und b gegeneinander ver 
taufht. Denn nimmt man in den urfprünglichen Gleichungen 
diefelbe Vertaufhung vor (wodurd fie gemäß der Erflärung ur 
verändert bleiben), fo ift die frühere Auflöfungsformel (die für x) 
nun die für y geworden. So würde fi aus dem oben $. 235 
Anm. 1 für x gefundenen Werthe 

_ ba—bn‘ 
— ab—_ab 
durch bloße Vertaufhung von a und b der Werth für y ergeben, 


als: 
a’ın—an — aın-ean’ 
YTpe—ba ab—ab‘ 
wie oben. 
An abfolut fommetrifchen Gleichungen werden demnach die 
Auflöfungsformeln für beide Unbekannte diefelben fein. (Eine 
nähere Betrachtung dieſes ausgezeichneten Falles f. unten bei den 


quadratifehen Gleichungen). 


8. 237. 
Aufg. Aus drei Gleichungen mit drei Unbefannten von ber | 
allgemeinften Form | 
ax -bytcz =n ( | 
ax tbytcz=n M 
a’x+-by+c’z = n"“ (UN | 
eine dieſer Unbefannten, 3. B. = wegzuſchaffen (zu eliminirem 


B. Hfeichungen mit drei und mehreren Unbekannten. 
| 
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und dadurch zwei Gleichungen mit nur zwei linbefannten von 
der Form 
ax+fy = v (A) 
ax-+By=v (B) 
‚abzuleiten. 


Aufl. Man wende eine der drei in 8.233 gelehrten Elimi- 
nationd-Methoden zur Elimination derfelben Unbefannten, z. 2. 
z, au zwei verfhiedenen Paaren der drei Gleichungen 
on; jedes Paar wird eine Gleihung mit zwei Unbelannten geben. 
" Ausführung des angegebenen Berfahren® durch jede ber drei 
iminationd- Methoden. 


1) Die Subftitutiond - Methode. 


Man fuche den Werth der zu eliminirenden-Unbelannten z 
aus einer der drei Gleichungen, 3. B. aus (I) 
u —E — m. D 
und ſubſtituire dieſen Werth in beide andere Gleichungen; ſo 
erhalt man die Gleichungen 

ax 4 b’y ro Baby = rn (A, n.1Iu.D 


c 


xt biyter PIEIV — n“ (B), (n. Iu. I 
d. h. zwei Gleichungen mit zwei Unbefannten, die Gleichungen (A) 
und (B), 

Hätte man z noch in der Gleihung (I) fubftituirt, woraugd e8 entnommen 
tar, fo hatte man eine identifhe Gleichung erhalten ($. 222). 


2) Die Gleichfebungd- (Combinationd-) Methode. 


Man fuhe den Werth derfelben Unbefannten, 3. B. z, aus 
allen drei Gleihungen und fege je zwei diefer Werthe in zwei 
Paaren einander gleich: 


_b—ax—by (m. D n—ax—by n’—ax—by (A) 
c’ j 


c c 
— ax— n. J u. II 
ax-by (n.ID | ( ) 
c n—ax—by __n"—a”x— by (B) 
| = n gg‘ — IM) G ce” 4 


(n. Iu. IID 
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d. h. zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, die Gleichungen (A) 
und (B). 

Hätte man noch (n. II) — (n. IIT) gefeht, To hätte man noch eine brite 
aber nicht eine neue unabhängige Gleichung zwifchen x und y gefunden, tmelde 
an die Stelle von (A) oder (B) geſetzt werden könnte. 


3) Die Additiongd- und Subtractiond - Diethode. 


Man eliminire (nad 8. 233.3) diefelbe Unbelannte z aus 
- I und II und aud I und UI, und man erhält: | 


acx+be’y-+ce’z —= c’n (n. I) durch Multiplication von I mit e 
acx--b’ey+ccez = en (n.]l) . w „U.el 
(ac’— ac)x + (be — b’eo)yy = e’n—.cn’ (A) Ä 
ac’x-+-be”y--cc”z=c”n (n.I) durd Multiplication von I mite* 
a’cx+b"cy+cc”’z=cn“(n.Il) „ . .IU.c 
(ac —a”c)x + (be’ —b’c)y = c”’n— cn“ (B) 


d. h. zwei Gleichungen mit zwei Unbefannten, die Gleichung (A) 
und (B). 

Hätte man z no aus II und III eliminirt, fo würde man eine dritte, 
aber nicht eine neue unabhängige Gleichung zwifchen x und y gefunden haben, 
welche an die Stelle von (A) oder (B) gefebt werden könnte. 


8. 238. 
Zuf. Die im vorigen $. abgeleiteten Gleichungen (A) und 
(B) find dann weiter nah $. 233 zu behandeln, um den Werl) 
der darin vorlommenden Unbefannten zu berechnen. 
Folgeſ. Sind drei unabhängige Gleichungen mit drei Unde 
fannten gegeben, fo fann man daraus jede diefer Unbekannten 
berechnen (vgl: $. 234). | 


8. 239. 
VBollftändige Berechnung eines Beifpield nach jeder der drei 
Eliminationd- Methoden. 


Borbemert. So wie man zur Bildung der Gleihungen (A) und (B) der 
fhiedene Eliminationdg- Methoden anwenden konnte, fo wird man nun auf Bi 
der weitern Auflöfung der Gleihungen (A) und (B) nad) Willkür die eine odtt 
die andere diefer Methoden anmenden und demnach diefelben in beliebiger Ber 
bindung unter einander zur Auflöfung der vorliegenden Aufgabe benupen können. 
Man wird fi bei der Wahl derfelben durd die Rüdficht auf die bequemſte 
Ausführung beflimmen laffen. Um jedoch zuvörberft jede einzelne Methode für 





VIEL Abſchnitt. 221 


"Aare wollen wir zur Auflöfung des folgenden Beifpield nad) einander 
de der drei Methoden für fih und ohne alle Bermifchung mit den beiden ans 
wen Methoden von Anfang bie zu Ende zur Beſtimmung einer Unbekannten 
mivenden und demnach x allein durch Subflitution, y allein durch Gleichſetzung, 
s allein durch Addition oder Subtraction beftimmen. 


x-y+z—=-1 0) 
— 33x42, 482 =2 (U 
1x—4y—6z = — 19 (I). 


t) Berechnung von x durh Anwendung der Subftitutiond- 
Methode allein. 


a. Elimination von z ($. 237. 1). 
11— 
= Het (n. I) 
— 3x4 2y 43.29 — 25 (A), (n.Iu. M 


Ix—4y 6. tr = —19(B),(n. Lu.) 


Drdnen der Gleichungen A und B: 

— 15x 10y-+88— 16x-+-24y = 125 
—31x-434y = 37 (A) 
35x—20y—66-4+12x— 18y = — 95 

| 41x —38y —= — 29 (B) 
b. Elimination von y aus den Gleichungen (A) und (B) 
($. 233. 1). 





yo — (n. A) 
41x —19. 143 — _29 (Z), (n. Au. B) 
17199x — 703 — 89x — —493 
210x = 210 
x=]; 
und daraus 
y 8 mA) 2 
und daraus wieder nad (n. er 
_ 11-246 _ 


5 
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2) Berechnung von y dur Anwendung der Gleichſetungs 
Methode allein. 
.a. Elimination von z ($. 237. 2). 
1-43 mn 


25-+-3x — 2y 
— — — 


2. 


n. D) 
E29 —4 (n. I) 


11—2x+3y _25--3x —2y 
— = = —77—- (A) on. Iu 


11-2x43y _ 14-4 
I = II Br (n.Iu. I 


Ordnen der Gleichungen A und B: 
88 —16x+24y = 125+15x— 105 
— 3ix-+-34y —= 37 (A) 


66— 122-187 = 95-4 35x —20y 
—47x+-38y = 29 (B). 


b. Elimination von x aus den Gleichungen (A) und (B) 
($. 233. 2). 





x 34y 31 3 (n. A) 
38y=29 
= - yM B) 
34y—37 _ 387 —29 
"a "—y® 
1598y — 1739 — 11787 — 899 
420y —= 840 
y=2 
und daraus nad) (n. A) 
oa 68— 37 _ 1 
| 31 
und daraus wieder nad (n. I) 
1— 12246 3 


— 
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3) Berechnung von z dur Anwendung der Additiond- -oder 
Subtractiond - Methode allein. 


a. Elimination von x ($. 237. 3). 
a) aus I und II: 
6x — I9y+15z = 33 (n. I, die mit 3 multipf.) 
. —6x-—+4y+162 = 50 (n.lI,» » 2 » ) 
—5y+31z — 83 (A); | 
P) aus I und II: 
14x — 21y-+35z 77T (n. L die mit 7 multipl.) 
14x&—d& 1182 = —-3(n.Il,. .»2 .) 
— 13y 4472 = 115 (B). 
b. Elimination von y aus (A) und (B) ($. 233. 3). 
—5.13y--403z — 1079 (n. A, die mit 13 multipl.) . 
—5.13y4+235z = 575 (n.B,. »5 .) 


1682 — 504 
2 — 3 

und daraus nach (n. A 

Y == 
und daraus nad (D 

2x —6--15 = 11 
xl 
8. 240. 


Zuſ. Kommen nicht in allen drei Gleichungen oder ſelbſt in 
feiner derfelben alle drei Unbefannten vor, fo erfährt dadurch das 
allgemeine Berfahren der Auflöfung feine Abänderung, wohl aber 
dei zweckmäßiger Einrichtung desfelben eine Bereinfahung oder 
Abkürzung, indem man eine foldye Gleichung, in welcher nur zwei 
Unbekannte vorkommen, ohne weitere? ald eine der beiden Glei⸗ 
dungen (A) und (B) anfehen und benugen fann und demnach die 
Elimination der Unbefannten, welche in einer foldhen Gleichung 
nit vorfommt, nur einmal, ftatt fonft zweimal, zu vollziehen hat. 
Kämen aber vollends in zwei Gleichungen nur diefelben zwei 
Unbefannten vor, fo wären fie beide ohne weitere ald die Glei« 
ungen (A) und (B) anzufehen, und die Aufgabe wäre von vorn 
herein auf $. 233 zurüdgeführt. Letered wäre auch dann der 
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Fall, wenn die eine der drei Gleichungen nur eine Unbelannie 
enthielte und man den für fie nah $. 227 gefundenen Werth ir 
die andere Gleihung fubftituirte. 
Beifpr 2x—3y—z—=21 0) 
4y+5z = 6 (II). 


1) Berechnung von x durh Subftitution. 

Man fehe die Gleihung II als Gleihung (A) an, und el 
minire demnad) 

a. zauß I und II. 

z = 2x—3y—21l (n.D)D 
in III fubftituirt fommt: 
4y+5(2x—3y—21) = 6(B) 
10x—11y = 111(B) 
b. Elimination von y aus (A), d.h. II, u. (B). 












_ I (n. A oder I) 
in (B) fubjtituirt fommt: 
10x. 11.02 — 11112) 
40x — 332x374 — 444 
Ix = 10 
x— 10 


und daraus leicht y und z, wie oben. 


2) Berechnung von y durh Gleichſetzung. 
Man fehe die Gleichung II oder III ald die Gleichung ( 
an und eliminire demnach entweder z oder x, aus den beiden « 
deren Gleichungen. 
a. Slimination von z aus I und ILL 
‚z = 2x—3y—21 (n.D 


_ 6 * (n. I) 


2 





2x—3y—21 = -g (B) 


10x— 15y—105 = 6—4y 


b. Elimination von x aus (A), d. 4. H.. u. (B). 
MH Am 


x = 


_ 11+1y „BD 


—.w 


10 
414 11r1ı 
SI = 0 


340-140, — 333-4 33y 
y=—1 
= —1 
md daraus leicht x und z wie oben. 
„9 Berechnung von z durd) Aodition oder Subtraction. 
& Man benuße die Gleihung IH als (A) und eliminire demnach 
u x aus IJ und IL 
68 —Iy — 32 — 63 (n. I, die multiplicirt ift mit 3) 
6x — 8y —68(,1U ” "„ w 2) 
y+3z = 5(B) dur Subtr. d. ob. GI. v. d. unt.) 
b. Elimination von y aus (A = III) und (B). 
4y-. 52 =.6 (A) 
4y--12z = 20 {n. B, die multipläcirt ift mit 4 


. 7 = 14 (Z) (durch Subtr. d. ob. Gl. v. d. unt.) 
Zz = 

wa daraus leicht x und y, wie oben. 

| $. 241. 


Anm. 1. Wie fich fo nach $. 240 ganz allgemein eine Bereinfahung des 
—X gelehrten Verfahrens der Auflöſung dreier Gleichungen mit drei Unbe⸗ 
Monnten ergiebt, wenn nicht jede der drei Gleichungen alle drei linbefannte 

ngleih entHält, fo finden in befonderen Fällen noch befondere Abs 
Wrzungen flatt, Die es unmöglich aber auch überflüffig if, einzeln zu betrachten, 
"on denen wir jedoch beifpieldhalber die folgende Auflöfung herausheben wollen. 
Auftöfung der Gleichungen: 
xs+ty=38. 
. zr2:m=4 
-, yts,=5 | 
Durch Addition der drei Gleichungen erhält man 


s 2x-+2y-+ 22 12 
ty tz = 6 
und durch Subtraction der einzelnen Gleichungen von dieſet, und zwar 
Helmes, Clementar⸗Mathematit. L 15 
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durch Bubtraction Ar eirſten: wu=iß.: oo 
” ” 2— zweiten: J — 2 
v 2 ” dritten: ı x=|1. 


Aber auch ſelbſt bei vollftändigen Gleichungen kürzt fi das Verfahren 
der Auflöfung in vielen Fallen dadurch ab, daB durch Anwendung des Elimi⸗ 
nationsverfahrens auf eine Unbekannte zugleich eine andere eliminirt wird, wie 
in dem folgenden Beiſpiele: 

x+yt+z 20 ch 
x+y—-z= 12 (U) 
x—ytz= 8 (IM u 

(TI) fubtrahirt von (I) giebt: 2 = 8; z =4 * 

UM) „ „er yelliyo6 
Beide Werthe in (I) fubftituirt, oder ebenſo leicht 41) und (ALL) abairf,. Zommi 
x — 10. 

"6 ymmetrif he Gleichungen geſtatten nad) 8. 236 ganz allgemein die 
Abturzung, daß man nur eine ber Unbelannten zu berechnen braucht, mi! Daraus 
den Werth der anderen Unbekannten dur bloße Bertanfhung der Zahlen. ab» 
zuleiten, in Beziehung ‚auf welche die. Öleihungen fommehifh find. So findet 
man aus den Sleihungen Nr. 73 des $-. 249, die offenbar fürx,y, z ſpmme⸗ 
in ſind nah a,b, ec, 

Auslx — Rab —bXe) Hab" be")4-n"(be'— bie) 
a (b’c” — bc’) + a’ (bo — be) pa” (be’ .b’e) 

durch Vertauſchung von a und b 
_ ala" — are! )+n' (de — ac”) An" (aofi a'c) 
(tm 4. * . .b(a’ »(a’c” — ac’) Hd’ (ad ae”) + V” (ac' 4 a’c) 
und ebenfo durch Vertauſchung von, a und c, den Ausdrud für z (f. unten 
ntir3j, welcher ganz Ebenfo abgeleitet werben könnte aus dem Ausdrud für y 

dur Vertauchung von b und c. 

Bon der Auflöfung von Gleiguagen, worin: die-Unbelanntes Au 
in den Nennern der Glieder vorlommen, gelten unverändert die $. 235 
Anm. 2 erklärten Vereinfachungen Bi u Demnah wird man ftatt 


an, 


— Ze en: 
8 : 8 ' ed 
. -+7+, =% J 
112_$ = — 10 


un x'y z 
zunächſt feßen: 

2x By iz — 11 
— 3x’4+2y'+8z7' = 25 

7x’ -4y —- 10 
und nachdem man daraus 
el ya 38 
gefunden hat, aus dieſen · Werthen ableiten 

J x13 3 —— 


(os 
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Anm. 3, Be: in den. allgemeinen Auflöſungsformeinfuün x, y, 2 bes 
porigen, $. zugleich. Die Yuflöfung jeder drei. Gleichungen mit drei Unbekannten 
enthalten ift, und demnad die Werthe für x, y und z in den Gleihungen des 
$. 239 ohne weiteres daraus abgeleitet werden könnten (vgl. oben 8. 235): fo 
enthalten biefe Formeln nicht weniger die Auflöfungen Telbft folder Glei⸗ 
chungen, in- deren einer oder der andern bie eine oder die andere Unbefannte 
ganz, fehlt, wie 3. 9. der. Gleichungen des $. 240, für welche ja nur det be⸗ 
fondere Fall einteitt, daß einige der Lokfficienten oder auch -der- abjohıten 
Glieder den Werth Ruf annehmen, wie im angeführten Beifpiele nur — 0 
a“ — 0 zu feßen if. Eine leichte Rechnung, nad) Art der be 8. 235 ange: 
ſtellt, wird das Sefagte erläutern und beftätigen. 


8. ‚242. 

Dorbem.. Mie ſich das Verfahren des 8. 237, aus drei Gleichungen w mit 
drei Unbekannten zwei Gleichungen mit zwei. Unbekannten abzuleiten, durchans 
nicht unterfhheidet von dem Berfahren des $. 233, aus zmei Öleihungen mit 
zwei Unbefannten eine Gleihung mit einer Unbefannten abzuleiten, fo dient 
es in derſelben Unveraͤnderlichkeit nun ganz allgemein zur Auflöſung der 

Aufg. Aus m Gleichungen mit n Unbekannten J h 
Gleichungen mit (n—.1) Unbekannten abzuleiten. Er 

Aufl. (Zunächſt nur durch die Süubftitutions- Methode.) 
Man ſuche aud einer der n Gleichungen, 3. B. aus der 
erften, den. Werth einer Unbekannten, z. B. z, und fubftifuire 
diefen Werth für.z in. allen Gleichungen, worin z vorkommt, fo 
iſt dadurch z-eliminirt,. und von den n Gleichungen: find nur no 
(n — 1) Gleichungen geblieben, nämlich alle, außer der einen, aus 
der man den Subflitutionswerth entnommen hat. (Leßtere würde 
durch die Subftitution eine identiſche Gleichung geben ($. 222). 

Gleicherweiſe ließe ſich die Aufgabe durch Anwendung der 
- Beiden ' anderen . Eiuminationa- Methoden Ken. — Es iſt darum 
uberflüfjig,. die Auflöfung ‚von mehr als. drei. Bleichungen mit 
eben fo viel Unbefannten noch befonders zu betrachten, da fih in 
ihrer Auflöfung nur unverändert wiederholen :würde, was mir 
ebenso fchon bei der Auflöfung dreier Gleichungen mit drei Um 
befannten ala Wiederholung der Auflöfung zweier Gieidungen m mit 
zwei Unbekannten fennen gelernt haben. 


8.: 243. 

Folgeſ. Aus n unabhängigen Gleihumgen mit n- Unbe- 
fannten laͤßt fich jede ‚diefer Unbekannten berechnen. Denn im 
weiteren Verfolg des im vorigen Paragraph gewonnenen Refultats 

15* 


Bu ı# ' Bi 


folgt, daß mit jeder neuen eliminirten Unbekannten eine nam 
noch vorhandenen Gleichungen verſchwindet, bis zuletzt mit ci 
Unbefannten nur noch eine Gleihung übrig bleibt, die M 
nad $. 227 zur Berechnung diefer Unbekannten dient. Da 
bezeichnete Verfahren gleicherweife auf die Eliminatien jeder | 
befannten ohne Unterfchied, d. h. alfo auf die Bildung ti 
Endgleichung mit jeder beliebigen der vorkommenden Unbefanil 
anzumenden ift, fo ift damit die Richtigkeit der Behauptung « 
gemein bewiefen. In wirfliher Anwendung wird man je 
meiſtens leichter ald durch Wiederholung des urfprünglichen % 
fahren® eine folgende Unbefannte durch Benutzung der ben 
gefundenen Werthe der vorhergehenden berechnen, wie dad u 
in den 88. 235 u. 239 gezeigt worden. 

Anm. Welche Methode der Elimination man in jedem einzelnen 
am bequemften anmende, hängt von der jededmaligen Beichaffenheit bey 
treffenden Gleihungen ab. In den meiften Fällen fiefert die Anmwendungk 
Additionds oder Subtractiond- Methode auf dem kürzeften Wege die einfach 
Refultate, weil ihre Gleichungen jedesmal gleich geordnet ($. 328) aufm 
Bor allem aber ift der Mare Blick in die fucceffiven Eliminationen 
erhalten, wodurch man vor Bewegungen im Kreife und daraus folg 
identifhen Gleichungen bewahrt wird, wie man folde in jedem alle cc 
wenn man auf Ummegen und unvermerft den aus einer Gleichung enit 
menen Werth in diefelbe zurüd fubftituirk; oder wenn man zwei Ausde 
einer Unbekannten einander gleich fegt, die eben fo unvermerkt aus eine 
berfelben Gleichung entnommen find, oder Gleichungen addirt oder fuhtrahirk, 
nur veränderte Formen einer und derſelben Gleichung find. 


8. 244. j 

Buf. Hat man mehr unabhängige Glekhungen ald man 
befannte hat, fo wird man den Werth jeder Unbekannten 
$. 243. durch Benupung verfchiedener Gleichungen auf ver 
dene Weife berechnen können und denfelben, weil die Gleichun 
unabhängig und verfihieden von einander find, demnach verſch 
den finden. | 
Aufgaben, die auf mehr Gleichungen führen, ala Unbeton 
darin vorkommen, heißen überbeftimmt. 


s. 245. 
Zuſ. 2. Hat man weniger unabhängige Gleichungen, © 
man -Unbefaunte hat, nur nm Bleihungen und (n—-r) Unbelam 
"fo wird man, da bei Anwendung des Eliminations⸗Verfahn 
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(6: 248) aus n Gleichungen nur n Unbefannte zu berechnen find, 
r Unbefannte willfürlih beſtimmen fönnen, und dadurd dann 
auch den Werth der übrigen Iinbefannten, die von ihnen abhängig 
find (8. 220), willfürlich verfchieden finden. 

Aufgaben, Die auf weniger Gleichungen führen, als Unbe⸗ 
fannte darin vorfommen, heißen unbeflimmt. | 


| 8. 246. * 

Lehr. Sind über m zufammenhängende Größen, vermöge 

der Natur ihres Zuſammenhangs, m (m <n) unabhängige Glei—⸗ 

ungen gegeben (z. B. über die fünf zufammenhängenden 

Größen der arithmetifchen oder geometrifchen Progrefjion zwei 

unabhängige Sleihungen), fo find immer n—m (in unferm Bei- 

fpiele 3) derfelben willfürlih zu beftimmen, oder der Zuſammen⸗ 

bang diejer Größen ift der Art, daß erft durch n—m (3) der- 
felben die übrigen m (2) beftimmt find. ' 

Bew. Aus den gegebenen m Gleichungen können nad 

$. 243 nur m Unbefannte berechnet werden; die übrigen n—m 

Größen müffen mithin als befannt oder ala gegeben anzufehen 

fein, wenn eine Unbekannte durch diefelben beftimmt werden foll. 


Ä 8. 247.* 
Zuſ. Die Gleihungen, welde den Zufammenhang von 
Größen ausdrüden, von denen je n’ die übrigen beflimmen, ent 
halten je (n’+-1) Größen (fo die Gleihungen der Progrefjion 
je 4). Denn für eine darin vorfommende Größe ald Unbekannte 
aufgelöst, muß jede folhe Gleichung diefe Unbefannte ald ab- 
bängig von n’ anderen Größen darftellen, woraud denn offenbar 
(n’—1) als die Anzahl aller in der Gleichung vorkommenden 
Größen überhaupt folgt: 


| S. 248.* 

Erf. Die über den Zufammenhang von n Größen ur« 
fprünglich und unabhängig aufzuftellenden m Gleichungen beißen 
die Grund- oder Fundamental⸗Gleichungen des frag- 
lihen Größen-Jufammenhang3. 

Die daraus abzuleitenden andermweitigen Gleichungen unter 
je na —m-+1)= (v4 1) Größen, nemlih n mn‘ gegebenen 
und ..einer gu fuchenden, bilden mit den Fundamentalgleichungen 
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zuſammen die ſo zu nennenden Stammgleichungen des 
lichen Größenzuſammenhangs. 

Folgeſ. In jeder Stammgleichung liegt die Auflöſung 
(n—m)+1 ((1) Aufgaben enthalten, da nach eina 
jede darin verfommende Größe als linbelannte angeſehen wer 
fann. 

Beiſp. Ueber die 5 Größen der arithmetifchen Progre 
a, d, n, t, s (f. Abſchn. XIII) haben wir die beiden urfprü 
lichen, von einander unabhängigen Yundamentalgleichungen 

L. t= a-t(n—I)d 


IL. 645 


Daraus laſſen ſich zwei der fünf Größen berechnen, wenn 
drei übrigen gegeben ſind. 

Die Gleichungen (Stammgleichungen) der arithmetiſchen 
greſſion beſtehen demnach unter je vier der fünf Größen, 
jede derſelben enthält die Auflöſung von vier Aufgaben, jena 
die eine oder die andere der vier Größen einer Gleichung als 
Unbekannte angeſehen wird. | 

Es ift darnach ſowohl die Zahl der möglichen Stam 
gleihungen durch 6 (5) = 5 (f. unten Abſchn. XV) ala au 
Zahl der möglihen Aufgaben durd 4.6 (5) = 20 beftim 
(Bgl. unten Abfchn. XIII, wo diefelbe Zahl noch von einem 
dern Gejichtöpunfte aus erhalten ift.) 


8. 249. 
Uebungsbeiſpiele 


über die Gleichungen des erſten Grades mit zwei, drei u 
mehreren. Unbefannten. 
A. Aufgeftellle Yleichungen. 
1. 2x-4-y — 21 x= 10 2. 3x— I ml x 
3x —2y 28 y=|1. 6x-+-8y — 50 = 


8. x-.-3y — 46 x == 10 4. Tx—1ly = 48 xl 
Ix-—4y == 22 y=12.. — 18x +-135y = — 4 9* 
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IX y=-0 xı=-3 6 Ik-y=lB3 1-4 
„—3x--8y = 23 yı4t 112x—3y — 35 y—=3 
ieı+-lMly=124 ı>=5 8. ıty =—sı ı—} 
'"—6x-+-13y = 22 y-4 241 6x = —2 y= —7. 
I—iymM . vh 10. 14x--3y =:44 x 4} 
 aä&ä+y =23 = — 4x4 9y = 2 4. 
h ik} 21y = 8 = 2 ıHy=90 1-44 
: 3437 =0 yon. sy=17° Sr 
= 14x-H2}y = = 34 x. 9 14. —2ı-+y =35 ı= 41 
| ıhk-2y=8 _ y- —9ı+3y = 108 y= 36. 
3: _ 14, 3 
gi yıı x = 16. ir, 4 x—4 
313 50 y- 4,2 _ y=3. 
ı'y m = 
vgl. Nr. 2 y vgl. Nr. 10. 
3 1 . j 
ty = 
+2 7-4 
j 7 vgl. Nr. 8 
! 
2 
. 1141 2x—3 
*A *1 18274 7 1 188 
er 2—3 =} y=1b. 548 3 vb. 
7-3 6y—3 
| 7+,=10 “ y=10. 
u 4-ı-2 
Al. —* — 14- 75x 4y — 2 
αα 7=- 
| | öx+6y— 17 
Ba el Zu Ser ee Se 
+47 16 - ZIEH = 14. 
25—2y—ı 
64— 9y — 3x — —7 
W3y— 3x — 9 9 . 
y—3x Fr 


4 arte _ a—6y+17 
5 








_ t1x--5y—3} - 
m 


IR 
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8. xty=s z=4t4) 8 uty=p 
ı—-y=d y=4 (s—d). 











x—diy= 
b'n — br’ 

27. aı-by=n = b_ab 28. ax+by=p 
j —W _ an’—an 24— 
“rby=n 1- m x—dy=g 
ty _ — 4,1 _ 

29 sn =s+td 30 ty = 
— _ u ı_1_ 

= d y=s—d 2" —d 
a b ab’—a’b 

1 Zr Fin 
a db ı „__ab'—a’b 
ty Inn 

vgl. Nr. 27 


























82. u. 38. ıt y=a si 34. =. 
_-b ı= ah ‘—_ — 
| Y b+t y+ 
ss +13 =a 3. —— 
77175* ** ' am 
xty=aH+b y-=b _b,® 
ı+y — a 4 b 
ta _ _ palb’— a) +aq—bp 
87. — — nn 
yta p—q 
x-+tb —q _ a—b—ap-+big 
y+b‘ T P—4 
xt | 
88. b = 
ar ,_ _etate, 
b b(p—g 
x—- y— .etıt9 
Da b(p—Q 
+ 
’TT 
Ä 20 — n(n — 1) d 
30. n(x-+-y) = 2 x ⸗ u 
x-y=(—nd y-= 2 -nm—ı)d 
Zn 
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_&-+B? 
Bu’ 
__&—b? 
u 
+ x-y”+z=-7 ze5 u. 83x yts=10 s—l 
| xt+2y»— = —12 y=6 5x+7y—2z =13.y=93 
ı 9x—y —2z — 25 2 7. —Iıy- =—5 328. 
i 2x— 3y-+-4z = 29 x2 
 ı+y zb = —39 y=5 
._xı—2y—ı = —38 z = 10. 
ha-7—: =1 <=» 
. 8x —5y+ 2z = 26 y—?2 
B. x—2y—8z = — 8 x 1 
asty+ts=-l7 y-14 
I; 10a +5y —7z = 31 = 2. 
‚, x+-4y+-5=50 x= 
X—y —z=—8 y= 
©  x6y—4z = 7 2 — 5. 
9% ty 43 = —-156 x = —8 
4«--3y—6z = 30 y-4 
. k—-6y4-Ir2 = —%93 s=—b. 
WW x+y +z = 30 x 
ktytz =8 y-—7 
27x +9y-+3z = 64 z — 36. 
2 3 5 
ne | + z u ı= 
| 5, 2 7 
9 = 
2_1_2 _» 
xy 8 vgl. Nr. 48 
9 83x - 3y -2 — 25 — 4 535. 3x5x4-2y —æ 6 12 x — 4 
bx 6y — 92 = 20 = x—ytı=0 y=6 
10x — 99 =13 z=2 (+2 = 236 z=2. 
4 xy te =3 ı=f 
6x-H-6y — 2z = 44 y= + 
y—ı=?2 ı=JH . 


Sad Aeichmeiit. 
58. 3 - 2y — =4 xı—=3 56 x+y+s= 
—bıkt+y—z=1 y-? 38x —8y = —i3 
"4x—5y=2 1 4x —3z = 13 
597. x— 3y p43 —2 ı=4 58. 253 —- ss = 2% 
5sx-+2y = 832 y=6 ' x+&—4 
87 — 65 8 1 — 2 25y —33 =} 

59. 25 3y— 2: 4 x — 2 

8x :4y:5=3:8:15 y-4 
x 

0. 6x —2y — — —-2 x—1 

3x :d4y : 23 — 3: 6:8 y-2 
;_==8. 

61. ıty = 2 x=10 , 62. 5x+42y = 11 
x+tı2ı=2%6 y-12 6—ı =1 
y+tz= 28 z = 16 7y—3z = 6 

68. 8x+2y = 12 x—2 64. > +2 = 11 
ix—y—i y-3 s ’ 
3y —bs — 4 z=1 ——— il 

x 2 
s 
ı 3 =—=6 - 
74 vgl Mr. 
„® 

65. 3x—4y-+22 = 54 x—1 
axy—t,=3 y-=?2 
bx — y — a = 3 z—=38. 

x— y+z 2x-+3y—B8z 42 - 2x 

66. ung +} $ xml 
8x-Ay—dz x — 22 x—y— 3 
2x —y 3x—z 2y-z—3 | 

3 0770777 Hı 3x —Iy ı=3 
2 6 3 
4 2 7 
3 ty Te = 
3 1 5 z=4. 
a yt, 4 
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ax by + =n 

ax by —+cz =n 

a'x-+-b’'y + cz — n“. | 
— n (b’c” — bc‘) tn‘ (b’’c — be‘‘) + n” (be’—b’c) ı . 
ab’ — be‘) +8’ (b’0— be”) + 8“ (be’— b’o) , 
n (a“e — a’c") +n' (ac — ac) + n" (a’c— ac‘) 
— der Nenner wie bei x 


der Renner wie bei x 
x ty tan \ 
ax +by + cz 
a'x+-b’y 


na 
B 


n’ 
__. 2° (be’— b’e) — b’ (c'n— en‘) 
= Pr (be’ _ b’c) — bh“ (ac’ _ ac) 
n“ (ac — a’c) — a” (e'n— en‘) 
IT De lao — are) — a" (beide) 
2— n” (ab’— a’b) — n (ab — a”b) —ı (ap—-a““) 
— a" (be — b’c)— b” (ac’— a'e) j 
- b’e’n — b’en“ — be”n’ 
rbyte=n * ehe —anhe 
(ac — a'c)n’ + a’cn” — a’c”n 
ab’c" — abe” — a”'b’c 
(ab’ — ab) n” + a”bn’— an 
ab’c"’ — abe — ab’c j 


ax-+-b'y = ı y- 


a'x + zZ — n“ = 


x:y:z=a:b:e 


xt ytz =5 x — Hi 
bs | 


y- a-—tb-tre 
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Arttäehet. 
| a-+b—e : s 
xts=b md ebenſo y · 6 
+. 260 —E 8. 
oder auch 2x 25y -2 a+b-+c 
a+b-+ec 
ytı=e 
b”e’n + ben‘ — » c’n‘' 
rn pe 
J— , — — sch" — ac"n'--a’c’n 
ax zn J- abe 
{7} Hz mit _ a’bn“ + ab‘'n‘ — a’b’n 
b y+eo z=n a = - ab’e’ +- abe ° f 
1 1 2 
ıty — x a+b— ec 
1 1 2 
zty-b ‚Sr 
1 1 2 
tr -e* u b+e—a 
vgl. Rr. 77. 
ax+z i+b 
— = 1 
2ax — 3b 1 _ 
2y — 3z y 
52 — 4b — db = 
Baix av a i 
x y_ 
yeraurger =e+b xeP_e 
— ı _!_ — e2_g? 
b—c +75 ao y ce a 
y z \ a = a?—b2. 
ac +75 =b+e 
3x +4y— 55 — bu = 16 x—1 
5x—dy- 7Tz— V1 8 y =? 
7x +6y—2z4+5u = 14 ı=0 
2x —4y+5stu = —?7 u — 1. 
— 4 _ ab'—ab 
ER Te 
ab’ —a’b 
(—z)y=b | y- 











x x — a — a ibt — bt) 
. sb’ — ab 
f np ‚ _ a (bt—bi) 
. ery=b Ap 
‚ NB. Man dividire die erſte Durch die dritte, Die zweite durch die vierte 
fleichung x. ... | 
M. xy 4 x=1 
(1—2)y = 9 | y=3 
, xr — 2 z —=4 
k 8—2)y = 18 x — 2. 
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 xtz+$utrr— y=b 
ztytu+rr—s =o 
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» Sept man x+-y+z-+u+rr = o, fo hat man 
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525 a+b-+c+d-te 
"s+tb+e+dte 
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b+c+dte u : 
3 
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x = g—=ß8 = 
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y-o—b= c. 


B. Aufzuftellende gleichungen. 


86. Jemand hat zweierlei Ware; 2 der erſten Sorte und 3 der zweiten 
toften zufammengenommen 2.P 5gr, und 5% der erften fammt 4 der zweiten 
boften 3.P 20gr. Wie viel koſtet das @ jeder Sorte? Antw. 1Ogr u. 1ögr. 

87. In zwei Haufen find 400 Kugeln aufgefchichte. Damit in jedem 
gleichviel zu liegen fommen, muß man 20 von dem einen in den anderen 
legen. Wie viel Kugeln enthielt jeder der Haufen? Antw. 220 u. 180. 


88. Wenn man den Zähler eine® Bruchs um 1 vermehrt, fo wird er 
gleih 4; wenn man aber den Nenner um 1 vermehrt, fo wird er glei 4. 
Welches ift der Bruh? Antw. $. 

89. „Ich habe,“ fagte der Sohn eined Haufed, „fo viel Brüder als 
Schweſtern.“ — „Und ich,“ erwiderte eine der Schweftern, „habe dreimal fo viel 
Brüder ald Schweſtern.“ Wie viel Söhne und Töchter. zählte das Haus? 
Antw. 3 Söhne, 2 Töchter. 
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90. In der Richtung, des Windes legte der Shall in einer Geunig 
1060 Fuß, gegen die Richtung des Windes 1040 Fuß zurüd. Wie groß 
die Geſchwindigkeit des Schalles und die des Windes? Anti. 1050 u. 10f 

9. Ein Dampfihiff legte in der Stunde ſtromaufwärts einen Weg we 
14 Melle, ftromabtwärts einen Weg von 2} Meile zurück. Welchen Weg wir 
dies Schiff in einer Stunde zurüdlegen, durch die Kraft der Maſchine ai 
* (bei ftillftehendem Waſſer), welchen Weg durch die Kraft ded Stromes oil 
(bei ſtillſtehender Mafhine)? Antw. 2 Meilen und 4 Meike. 

92. Eine telegraphifche Nachricht, die von Göttingen um 10 Uhr abgim 
fam in Berlin um 10 Uhr 30 Minuten an. Bei gleicher Schnelligfeit 9 
Beförderung fam eine Nachricht, die von Berlin um 11 Uhr abging, in Götii 
gen um 11 Uhr 2 Minuten an. Wieviel ift die Berliner Uhr der Görtingg 
voran, und mie viel Zeit braucht die telegraphiſche Mittheilung - von eine 
Orte zum andern? Antw. Die Berliner Uhr if 14 Minuten weiter «ld di 
Söttinger; — Zeit der Mittheilung 16 Minuten. 

93. Der Unterfchied des längften Tages und der türzeften Nacht Beträg 
für Hildesheim 9 Stunden 24 Minuten. Wie lang find beide? Antw. 16 & 
42 M. und 7 St. 18 M. 

94. A® einer Ware fammt 7 & einer anderen koſten zujammen 64.24 
Wenn nun 2% der erften Ware fo viel wertb find ald 3 der anderen; mail 
foftet 18 jeder Ware? Antw. ZB und +$. 


9%. Die Befagung einer Stadt beſteht aus Infanterie und Cavallerie 
und erhält einen monatlichen Geld von 1800 , und zwar der Infanteriß, 
5.8, der Cavallerift 8.P. Als nun wegen Theuerung jeder Infanteriſt 14 
jeder Gavallerift 14. monatlihe Zulage erhielt, betrug der monatliche Mei 
aufwand 350.f. Wie viel Infanterie und wie viel Tavallerie lag in der Be 
fagung. Antw. 200 Inf. und 100 Cavall. 


%. Wenn man zum Zahler und Nenner eined Bruchd 3 addirt, fo es 
hält er den Werth 3; addirt man ebenfo 5, fo erhält er den Werth $. Welke 
ift der Zähler und der Nenner des Bruchss Art: Zähler 3, Renner 7. 

... 97. Wenn man ben Zähler eined Bruches um 1 vermehrt, den Renng 
um 1 vermindert, fo erhält er den Werth 2. Wenn man aber feinen al 
um 3 vermehrt, den Nenner um 3 vermindert, fo erhält er den Berih 8 
Melches iſt Zähler und Nenner des Bruchs? Antw. Zähler 3, Nenter 7. 


98. Wenn man den Zähler eines Bruchs um a, den Nenner um a’ yar 
mehrt, fo erhält er den Werth . Wenn man aber den Zähler um b, hd 
Renner um b’ vermehrt, fo erhält er ben Werth B. Welches iſt Zähler und 
Nenner des Bruchs? 






















Antw. Der Zähler des Bruchs iſt — AP ZIZeTR 
der Renner des Bruce it = en 


”. Wie geſtaltet ſich dig vorſtehende ‚allgemeine Gormel für die " 


gaben: 
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1) Wenn an bie Gillle‘ der. Vermehrungen bed Zaͤhlers und : Nemnens 
“ um bie Zahlen a, a‘, b, b’ die Verminderungen um dieſelben Buyer an 
werden? Antw. (elle a und-b ändern ihr. Zeichen) 
ala —b)+ab— a8 
a—ß 
b—a- aa’ — Pb‘ 
y- — Te 
2) Wenn Zähler und Nenner, in jedem Falle um gleichviel vernehrt 
ader vermindert wird? (Antw. a=a;b=b) . . 
Für den Fall der Vermehrung, +48, +, Für den Fall der Verminderung, —e, —, 
aß (L—a)— ab (1-8) , Bla 1)— ab B—ı) 
x = x = 
a—Bß a—ß 
_ a(l—a)—b(1—B) .  _ ala —1)—b(B— 1) 
7* — see | y- Tg 
3) Wenn der. Zähler'in jedem Fall um eben foviel vermehrt ober ver⸗ 
mindert, als der Nenner vermindert oder vermehrt wird Antw. a = —a'; 
b = —b) BE 
Fir den: Set der Vermehtung der Zähker, La, +b, 
— Put tp TE 


. j .- J —ß. 
ra alte) bit) 
"7 
gür den Fall der Berminderung der Zähler, —a, _h, 
— ßa (144) — og 


— X .. 

— a » r -a (i u 

25; 17 Y= ( + = +e) = —y: . 

100. Ein Bluder ſagt u feiner Schweſter: „Bor 7 Jahren. war id 10 

mal fo alt ald Du”, IK: ihm dieſe erwiederte: „aber nad) einem Sahre 

Bit Du nur noch mal: fo alt ats ich· Wie alt waren beide Veßchwiſter? 
Antw. 17 und 8 Jahre. 

' ol. Ein Dampfſchiff legte in t (— 6) Stunden momaufwaͤrts einen 
Weg von m (= 9) Meilen, ſtromabwärts einen Weg vonen (— 15) Meilen 
zurüd. Welchen Weg würde dies Schiff in einer Stunde zurücklegen durch die 
Kraft der Mafchine allein (bei ftillftehendem Waffe), welchen Meg durch die 
Kraft des Stromes ankin (bei ſtillſtehender meine)? 


Antw. an S 2) und en 
nn (vgl. oben Nr. 91). 
102. Ein Dampffhiff legte ſtromaufwaͤrts in it (= 6 Stunden) einen Weg 
von m (= 9 Meilen; firomabwärts in t‘ (= 10) Stunden, einen Weg von 
n’ e 25) Meilen zurück. Welchen Weg 2. (f. Aufg. 101). 
9— tn L =) 
.108. Der Unterfäjieb der Suadrate zweier Zahlen beträgt 156. Wenn 
man bie erſte um 4 vergrößert und die zweite um 2, fo waͤchſt diefer Unter 
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ne 
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ſchied mm 100 -tunb :beizägt Demnuafg 256). Welihes find Die beiden Zahlen 
sim. 16 und 10. 

104. Bon weldyen zwei Zahfen iſt die Differenz; a (— 5) mal ef 
Summe, und b (= 12) mal im Producte derfelben enthalten? 



























105. Die Befapung einer Feſtung kann fi mit ihrem Borrathe nur a 
eine beftimmte Zeit hindurch halten. Kämen noch 500 Mann zu, fo wird 
fie fi) 20 Tage weniger lange halten können, zögen aber 200 Dann ab, 
Könnten fie fich 15 Zage länger Halten. Wie viel Mann lagen in ber Fl 
und auf wie viel Tage reichte ihr Vorrath? Antw. 1000 Mann, 60 age. 


106. Jemand hat fein Kapital von 8000 .P zu gleihem Zinsfuß an $ 
verfchiedenen Stellen ausgeliehen. Wenn er nun von der einen in 5 IR 
fo viel Zinfen einnimmt als von der anderen in 3 Jahren: wie viel ha 
an jeder Stelle auögeliehen? Antw. 3000. .B und 5000 ,P. 


107. In einem Feſtungswerke hat man für jede darin befindliche M 
none 300 Kugeln, für jeden Wörfer 200 Kugeln, und fo im Gay 
4400 Stück Kugeln vorräthig. Als man bei einem Angriffe aus jeder Kar 
60 und aus jedem Mörfer 20 Kugeln abgefchoffen Hatte, war der Borrath I 
Kugeln dadurch um 840 Stück vermindert. Wie viel Kanonen und tie 4 
Mörfer waren in der Feſtung aufgeſtellt? Antw. 12 Kanonen und 4 Rig 
(Rummer.) 0 


108. Bon zwei eifernen Hohlkugeln ift bie größere Doppelt fo ſchwer &8 
die Meinere und faßt 4 @ Pulver mehr als diefe. Mit Pulver gefüllt ı 
fie 110 ®, die kleinere mit ihrer Pulverfüllung 56 T. Wieviel miegt jede 
leeren Kugeln und wieviel die Pulverfüllung von beiden? Antw. 100 Em 
10 8 Pulver und 50 8 mit 6® Pulver. (Rummer.) 


"109. Wenn man die, ‚größere zweier Zahlen. durch die tleinere dividitt 
erhält man den Quotienten q und den Reſter; wenn man aber die fiel 
durch die größere dividirt, fo erhält man den Quotienten q’ und den Ref 
Welches find die beiden Zahlen ? 

Antw. die größere = IE, dit Meinere = in. 

110. Zu einer Metallcompofition, worin ſich Kupfer und Zinn im & 
hältniß von 2 zu 3 befinden, hat man das afache der Maffe einer andern Com 
pofition gethban, worin fi) das Kupfer und Zinn im Verhältniß von 3 
befindet. Welches Verhältniß bilden num Kupfer und Zinn | in ber Gef mi 
maſſe? Antw. 8:17 (vgl. 8. 232 Ri. 44 u: 45). 


111. Zu einer Metallcompoſition, worin ſich Kupfer und , Zinn im | 
hältniß von 2:3 befand, feste man dad 8fache feiner Maffe und erhielt « 
durch eine Compoſition, in welcher ſich dad Kupfer zum Zinn im Berhahh 
von 1:2 befand. In welchem Berhältniß war Kupfer und Zinn im der jA 
febten Maffe verbunden ? Antw. 13:27. . 
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112. Dan bat drei verfchiedene Legirungen von Bold, Silber und Kupfer, 
in denen die genannten Metalle in dem Berhältniß 1:2:3, 2:3:4 und 3:4:5 
fiehen. Man will aus ihnen 21 Loth einer Legirung bilden, in welcher die 
genannten Metalle das Berhältniß 9:14:19 haben. Wieviel muß man von 
jeder Legirung nehmen? Antw. 6 Loth, 9 Loth und 6 Loth. 


113. Zu 24 Loth einer Legirung, in welcher Gold, . Silber und Kupfer 
das Berhältnig 1:2:3 Hatten, ſchmolz man 18 Loth einer andern Regirung aus 
denfelben Metallen und erhielt dadurch eine Mifchung, in welcher die genannten 
Metalle das Verhältniß 4:7:10 hatten. In welchem Verhältniß flanden die 
Metalle in der zugeſetzten Maffe? Antw. 2:3:4. (Die Auflöfung ift anzus 
fehen ald die Auflöfung zweier einzelnen Aufgaben mit je einer Unbekannten.) 

114. Semand bat fein Capital von 74004 bei gleihem Zinsſuß an drei 
verichiedenen Stellen ausgeliehen. Wenn er nun von den drei Stellen her in 
vefp. 4, 5 und 6 Jahren gleichviel Zinfen einnimmt, wieviel hat er an jeder 
einzelnen ausgeliehen? Antw. 3000..B, 2400 , 2000 . 

\ 4x —= by — 6z 
x-+y-+z = 7400. 

115. Ein Wafferbehälter kann durd) drei Röhren gefüllt werden. Fliegen 
die erfte und die zweite allein, fo gefchieht dies in 70 Minuten; fließen die 
erfte und die dritte, fo gefchieht e8 in 84 Minuten; fließen die zweite und die 
dritte, fo gefchieht ed in 140 Minuten. In melcher Zeit wird der Behälter 
durch jede einzelne gefüllt fein? in welcher durch alle drei zugleih? Antw. in 
105, 210, 420; 60 Min. (M. Hirfh.). 

116. Man Hat vier verfchiedene Metallcompofitionen, in denen vier vers 
ſchiedene Metalle die VBerbältniffe 1:2:3:4, 2:3:4:5, 3:4:5:6, 4:5:6:7 
bilden. Man will aus ihnen 150 ® einer Regirung bilden, in welcher die ges 
nannten Metalle die Verhältniffe 11:16:21:27 bilden. Wieviel muß man von 
jeder Legirung nehmen? Antw. 20 ®, 14 ®, 18 ®, 23 ® (vgl. 112). 


117. Zu 20 ® einer Legirung, worin vier verfchiedene Metalle in dem 
Berhältniß 1:2:3:4 ftehen, ſchmolz man 14 & einer andern Legirung aus 
denfelben Metallen und erhielt dadurch eine Mifchung , in welcher die genann- 
ten Metalle in den Berhältniffen 4:7:10:13 fanden. In welchen Berhälts 
niffen fanden fie in der zugeſchmolzenen Maffe? Antw. 2:3:4:5. (Die Auf 
löfung ift anzufehen ale die Auflöfung dreier einzelner Aufgaben mit je einer 
Unbelannten, vgl. 113.) 

118. Semand hat fein Capital von . 5700 8 an vier verfchiedenen Stellen 
unter ganz gleichen Bedingungen ausgeliehen. Er erhält von der erften Stelle 
in 3 Sahren foviel Zinfen ald von der zweiten in 4, von der dritten in 5, 
von der vierten in 6 Jahren. Wieviel: hat er an jeder Stelle ausgeliehen ? 
Antw. 2000.$, 1600 , 12008 und 10008 (vgl. 106 u. 114). 


119. Jemand hat fein Capital von 3250 an vier verfhiedenen Stellen 
zu gleichem Zinsfuß fiehen. Bon der erften Stelle erhält er in 3 Jahren ſo⸗ 
viel Zinfen ald von der zweiten in 4 Jahren; von der zweiten in 5 Jahren 
foviel als von der dritten in 6 Jahren; endlih von der dritten in 7 Jahren 

" Helmes, Slementar-Mathemattl. 1. 16 
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ſoviel als von der vierten in 5 Jahren. Wieviel hatte er am jeder der vi 
Stellen fiehen? Antw. 1000.P, 750.B, 625.P, 875 . . 

120. Man hat fünf verfchiedene Metallcompofitionen, in denen 5 verfäl 
dene Metalle in den Berhäftnifien 1:2:3:4:5, 2:3:4:5:6, 3:4:5:6: 
4:5:6:7:8, 5:6:7:8:9 gemifcht find. Man will aus ihnen 54 ® eine W 
girung bilden, in welcher die genannten Metalle in derfelben Ordnung die de 
hältniffe 14: 21:27:83:39 bilden. Wieviel muß man von jeder Regirg 
nehmen? Antw. 12 ®, 12 @, 1086 ®, 14 % (vgl. 116). . 

121. Zu 3 ® einer Regirung, worin 5 verfchiedene Metalle in den 9 
hältniffen 1:2:3:4:5 vorkommen, ſchmolz man 8,® einer andern Legir 
aus denfelben Metallen und erhielt dadurch eine Mifihung, in welcher die F 
nannten Metalle in den Perhältniffen 5:8:11:14:17 vorfamen. Welche Bug 
hältniffe bildeten diefelben in der zugefchmolzenen Maſſe? Antw. 2:3:4:57 
(Die Auflöfung ift anzufehen ald die Auflöfung von vier einzelnen Aufgab⸗ 
mit je einer Unbekannten, vgl. 117.) 

122. Ein Dampfſchiff hat in t (= 7) Stunden a (— 4) Meilen ſtroman 
wärt® und b (= 9) Meilen abwärts zurüdgelegt, und ein anderes Mal 
gleicher Kraft der Mafchine und des Stromes in t (— 8) Stunden a’ (=2)M 
len aufwärts und b’ (— 18) Meilen abwärts. Wie viel Meilen legt das 64 
in einer Stunde: 

1) in einem ruhigen Waſſer allein durch die Kraft feiner Maſchine, 

2) ohne Mafchine, blos dur den Strom getrieben; 
zurück? (Heis.) 

Anm x = Zahl der Meilen aufwärts in einer Stunde 
























yz% ” ” abwärts „ v ” 
a b 
Aus + y —=t 
. db 
ud —t — = t' 
* y 
ab’—a’b ab‘’— a’b 
l = —1; y = —— — 
folgt x bt — bt‘ 1;y at’ — a't | 
und daraus, wenn wit mit u die Antwort der Frage 1, mit v die der Trug 
2 bezeichnen, x=u—v 
y= u+v 
oderu— IE! _ 9, ‚== 









Eine minder bequeme Berechnung von x und y mittelft vorgängiger Berei 
nung der Zeiten z und z’ der Aufmärtsfahrt fiehe angedeutet in den aufgeſtch 
ten Öleihungen Nr. 84. 


123.. Fünf Zahlen follen aus folgenden Angaben beftimmt werben. CM 
trahirt man die erfte von der Summe der übrigen, fo erhält man 33; fuht 
hirt man die zweite von der Summe der übrigen, fo erhält man 29; ehe 
erhält man, wenn man die dritte, die vierte, die fünfte von der Summe 
übrigen fubtraßirt, 23, 15, 5. Antw. 1, 3, 6, 10, 18. 
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“ 4. Rapitel.* 
' Diophantifche*) oder unbeftimmte Aufgaben. 


oo. $. 250. 
Erkl. Diophantifche Aufgaben heißen folche, welche auf we⸗ 
iger Gleichungen führen, als fie Unbekannte enthalten, und darum 
pad S. 245 unbeftimmt find, bei denen aber diefe Unbeftimmtheit 
rc die Forderung, daß die Unbekannten nur pofitive ganze, 
der auch wohl nur ganze, oder felbft nur rationale (f. unten) 
Hahlen fein follen, in beftimmte Grenzen eingeſchloſſen wird. 
ı Im Folgenden follen immer nur pofitive ganze Zahlen 
Mür die Unbefannten zuläſſig fein. 
, Die Unterfcheidung folcher Gleichungen nah Graden und 
nah Zahl der Unbekannten ift ganz wie bei den Gleichungen be- 
Yan Aufgaben ($. 221); Gleichungen mit einer Unbekannten . 
Mind natürlich ausgeſchloſſen. 
Iſt die Zahl der Unbekannten nur um eind größer als die 
Zahl der Gleichungen, fo heißt die Aufgabe einfach, fonft mehr- 
fah unbeftimmt. Ä 
Im Folgenden follen die griechifchen Buchftaben a, B, 7, ... 
immer nur als Zeichen algebraifcher ganzer Zahlen ($. 109) 
gelten. Alle übrigen einfachen Zahlzeichen, a, b, c, ...n, wie 
auch die Unbekannte x, y, z, ..., follen in diefem Kapitel immer 
nur abfolute (pofitive) ganze Zahlen bedeuten, und negative 
Werthe derfelben immer ausdrüdlic durch das Zeichen „—“ vor 
denfelben, fowie Brüche immer nur durch die beftimmte Form des 
Bruchs angezeigt werden. Ä 


A. Auflöfung der undeflimmten Zleichungen des erften Srades mit 
zwei Anbekannten. 

. $. 251. 

Lehrſ. Die Gleichung 
"axtby = tc 

in ganzen Zahlen nur dann lösbar, wenn a und b relative 


' Diophantus, einer der größten Mathematiker des Alterthums, der 
um die Mitte des vierten Jahrhunderts n. Chr. lebte, ficher nicht vor 200 und 
nicht nach 395 (Reffelmann, d. Algebra d. Griechen, p. 251), hat ſich vor⸗ 
zugsweiſe mit der Löſung folder Aufgaben befchäftigt. ' 
| 16* 
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Primzahlen find, oder andern Falls auch c durch ihren gemein⸗ 
famen Kactor theilbar ift (fo daß doch in der neuen durch Hebung 
diefed gemeinfamen Factors hervorgegangenen Gleihung 

ax + b‘ — + ce 
a’ und b‘ relative Primzahlen find). 

Bew. Wenn a und b dur eine Zahl m theilbar find, 
mithin auch ax und by ($. 130), fo ift auch die Summe ode 
die Differenz diefer ganzen Zahlen, d. b. c (= ax+tby) md 
88. 130 u. 131 durch m theilbar, w. 3. b. w. 

Beifp. 6x+9y — 11 ift in ganzen Zahlen für x undy 
nicht lösbar. 

Anm. Borftehende Gleichung, die allgemeinfte (form der hier zu löfenden 
Aufgabe, ift gleichwohl unbefchadet diefer Allgemeinheit auf die Form 

ax+tby = c 
zu befchränfen. Denn da x und y nur pofitive ganze Zahlen fein follen, dei 
gleihen a, b, c nur abfolute Zahlen ($. 250), fo ift erftend eine Gleichung 


ax+by = — c 
unftatthaft; zweitens eine Gleichung 

ax— by = —c 
gleichbedeutend mit by—ax = c, 


welche als ſolche in der allgemeinen Yorım ax-+-by — c unter Bertaufhung 
von x und y enthalten ift. — 
8. 252.* 
Lehrſ. Die Werthe jeder Unbekannten in der Gleichung 
‚axtby = c 
bilden (arithimetifche) Reihen und zwar | 
in der Sleihung ax+-by = ec (I) 

Reihen von den Formen 

Ä x=p-Jnb 


y = g-na, 
in der Gleichung ax— by —=c (2) 
Reihen von den Formen 
x=p-nb 
y=q+tna 
wofern p und q ein Paar zuſammengehoriger Werthe für x undy 
find, d. b. wofern - 


aptbq = c 
if. | 
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Dem. für die Gleihung (1). Für ap-+bq=c (Annahme) 
ift auch noch ap nb)-+b(q—.na) 
—= ap--nab--bq—nab 
— ap-+bg = c, w. 3. b. w. 
Bem. für die Gleihung (2). Für ap— bq = c (Annahme) 
ift auch noch alp+nb)—b(q-+na) ° 
= ap+nab— bq—nab 
= ap — bq =c, w. 3. b. w. 
Beiſp. Sind erſtens in der Gleichung 
z=2 und y=38 zwei zuſammengehoͤrige Werthe von x und y, 
fo find au 
n=|0|1| 2 
x —= 2-+5n |2|7|12 
y=83—3n |8|5| 2 
jufommengehörige Werthe von x und y. 
Und find zweitend in der Gleichung 
x=3 und y=1 zwei zufammengehörige Werthe von x und y, 


fo find auch 





jufammengehörige Werthe von x und y. 


8. 253.* 


Folgeſ. Die Anzahl der Auflöfungen oder der Werthe für 
die Unbelannten ift in der Gleichung 


ax--by = c 
eine endliche oder beſchraͤnkte; in der Gleihung 
AX - by — 0— 


eine unendliche oder unbeſchränkte. Denn da für die erſte 
Gleichung | 
zu jedem x = p-+nb 
ein y — q—na 
gehört, fo wird bei hinreichend großem n y einmal negativ wer⸗ 
den und fomit die Zahl der Werthe für y durch die Beftimmung 
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q 
n<z 
befchränft fein. Für die Gleihung 
ax— by = c 
wird jedoch die Zahl der Werthe von x und y in den Formen 
x = p-+nb und y = q+na unendlid fein. 
Beifp. 1. 2x-+-3y = 17 
n = | 0 | 1 | 2 
x=143n | 1|4 | 7 
. — 5-2ın|5|3|1 
Für alle folgenden Werthe von n würde y negativ werben. 
Beifp. 2. 2x —3y — 1 
1*10 











Y == 
Die Anzahl der Werthe für x und y ift unbefchränft. 


8. 254. 

Anm. Der allgemeine Ausdrud für eine pofitive ganze Zahl 

x—=n.a-+tp, 
in welchem a und p beftimmte Zahlen find, n jede beliebige abfolute gang 
Zahl bedeutet, läßt fid) immer in den gleichbedeutenden Ausdruck 

x = n'a-p’ 
umändern, in welchem p’ um ein beliehiged Vielfaches von a, um ma gröftt 
oder klkiner ald p, n’ aber eine andere ganze Zahl ift, die um m Tleiner ode 
größer ald n ift. Denn man addirt auf ſolche Weife zu einem Gliede der 
Summe x, mad man«pom andern fubtrahirt, nemlih ma, und läßt dadurd 
diefe Summe felbft, x, unverändert. 

Beifp. x — 5n +13 = 5n’+B, won’ —=n-42, 

x — n—15 = 7n 46, wo — —3. 

Man kann dieſe Verwandlung des allgemeinen Ausdrucks für eine poſitive 
ganze Zahl dazu benupen, dem Ausdrude immer die Geftalt zu geben, daß er 
für n‘ — 0 feinen Mleinften Werth enthalt, demnad alle negativen Werthe fr 
n’ ausgeſchloſſen find. 

Beiſp. x= In +14 = 3n—+2, won—=n4t4, 

x =11n—7 =11n+44 won =n—1. 
Sf nun aber ein folder Ausdrud 
x=na-+tp 
y=nb+q 
fo verbunden, daß n im beiden dieſelbe ganze Zahl bezeichnet, fo wird nw 
tuͤrlich die Umänderung bes erſten Ausdrucks in 


mit einem andern 
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x—n'a+p 
eine dem entfpredhende Beränderung des andern in 
y=nb+aqa 


zur Folge haben, weil n‘ in beiden Ausdrücken gleich bleiben muß. 
Beifp. 1) x = 3n-+t14] _ (3n'-+2 
ginn . 
und darum in dem Ausdrude für x nun 4.3, in dem Ausdrude für y aber 
4.5 im zweiten Gliede fubtrahirt find; 
2) x = 28n—15| _ f28n’-+183 
y- 0} — er 49 
und darum in d. Ausdr. für x nun 1.28, in d. Ausdr. für y aber 1.19 im 
zweiten Gliede addirt find; 
3) x — 71n +16) _ [Tu +2 
y- 1940] — on 8 
und darum in d. Ausdr. für x nun 2.7, in d. Ausdr. für y aber 2.19 im 
zweiten ®liede fubtrahirt find; 
4), x=a—1 | _fa+1 
y_ ——— { 8—3n 
und darum im zweiten Gliede d. Ausdr. für x nun 1.2 abdirt, im zweiten 
Gliede d. Ausdr. für y aber 1.3 fubtrahirt find; 
5) x = 3n 15--3n‘ 
y= in} = { 1— 5n’ 
und darum im zweiten Gliede d. Ausdr. für x nun 5.3 addirt, im zweiten 
Gliede d. Ausdr. für y aber 5.6 ſubtrahirt ſind. 

Die Aenderung des einen Ausdrucks iſt durch Rückſichten wie die oben an⸗ 
gegebene beſtimmt, ſonſt willkürlich; die des andern iſt durch die erſte bedingt. 
Selbſtverſtaͤndlich wird man außerhalb des Zuſammenhangs der Entwicklung 
in dem ſchließlichen Ausdrucke wieder n ſtatt n’ fepen können. 


8. 255, 


won —=n+t4 


won—=n—l 


won—=n-+2 


‚won =ı—1 


won =n—5 


Aufg. Die Gleihung 
axtby = c 
in pofitiven ganzen Zahlen zu löſen. 
Erfte Methode der Auflöfung, die Methode der Reduction. 
(Dad Wefen der hier anzumendenden Auflöfungsmethode er- 
flären wir am leichteften durch erläuternde Anwendung berfelben 
auf ein beftimmted Beifpiel.) Die Gleihung 
5x—Ty = 13 
löst man nach der Reductiond- Methode alfo: 
Man 1öst die Gleichung zunächſt für die Unbefannte auf, 
welche den kleinſten Coöfficienten hat, hier für x, und zwar alfo, 
daß man bei diefer Auflöfung den Theil von x, der immer und 
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unbedingt eine ganze Zahl ift (einitweilen einerlei, ob eine pofiti 
oder negative), ausſcheidet und ihn trennt von dem Theile, 
nur unter weiter zu erfüllenden Bedingungen eine ganze 
werden fann, als: 1347 3.19 

— Sry — 24 „+3 a) 

Bon den beiden Theilen, worin darnach x zerlegt ift, ift 
eine, 2--y, unbedingt eine ganze Zahl; damit x felbft ei 
ganze Zahl ift, muß ed darum ($. 131) auch der andere 7 
* ſein; und man hat darum 

342 

> — a (2) 

5a—3 _ a—1 
2 2 


Bon den beiden Theilen, worin y zerlegt ift, ift 2a—1u 
bedingt eine sone | Zahl; damit y felbft eine ganze Zahl if, mu 








es darum us 





fein; und man bat darum wieder 


In; (3) 


A 





a—= 3-41 8) 
Iſt a in folder Weife beftimmt, fo ift demnach zunähk 


1 (SI. 3), und darnah auch y und 3 (Gl. 2), und 


darnach denn auch x (GI. 1) eine ganze Zahl. 
Die ganze Auflöfung geftaltet ſich demnach überfihtih 





alfo: 
5x — Ty = 13 


— IV 94,449 
d. h. 5 —=a (2) 


5a—3 a—1 


y=7y-=- 2a—1-+ — 2a—1-ß (2) 


| 
— | 
5. = 











a=2%+1 @) 
a—=B-t1 8) | 
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7 2a — 1-8 (2) = na demnach für B alle pofi- 


tiven Yahlen von O bid oo 
=?2+yr. 0) — 344 geſetzt werden können. 


Führt man demnach gemäß 8. 250 lieber n ſtatt Bein, ſo hat man 
5x—-7y — 13 n!O| 112134... 
x — In44 x/slılıs] 31... 
y=5n-+1l y|j1} 6|11]16\... 
b: Anzahl der Werthe für x und y ift unbefchränft. 
Zweites Beifpiel. Auflöfung der Gleihung 




















 11x+47y = 276 

y- 216 — 11x — 9x4. — 39—xta () 
i d. h. = —a 0 
=. — a4: — at (2) 

d. h. — =$ 6 
| u d. h. 5 = 4 
t=%ı (4 
P= dry (4) 


t=1- )=1—h 
= ey 
y=39—xta(d) = 4—1n 


11Yy<41, nur allepofitiven 
ganzen Zahlen von 1 6i8 3 
) gefebt werden koͤnnen. 
Nach 8. 254 fehen wir darum für diefe beiden Ausdrüde lieber 
die beiden anderen: 
x=7Y-6 mo für y’ alle pofitiven Zahlen von O bid 2 
j= rm fegen find. 
Führt man darum wieder lieber n ftatt y’ ein, fo hat man: 
ilx-+-7y = 276 n| 0| 1| 2 
6113 | 20 
30 | 19 | 8 


(3 jedoh für y, wegen 


x = In-+6 x 


y= 30—1lin y 
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Anm. 1. In den Refaltaten der Auftöfungen beider Aufgaben finden 
die Süße ber $$. 252 u. 253 betätigt. Erſtens bilden die Werthe der 
fannten arithmetifche Reihen, die in Aufgabe eins für x in Differenzen 
für y in Differenzen von 5 zugleih wachſen; in Aufgabe zwei für x in 
ferenzen von 7 wachen, für y aber in Differenzen von 11 abnehmen. 
tens läßt die erfle Aufgabe unendlich viele und die zweite nur eine beferä 
Zahl (3) von Auflöfungen zu. 

Anm. 2. 638 ift bei vorftehender Auflöfungsmethode zu bemerken, wi 
Laufe der Rechnung immer nur erſt die Bedingung ganzer Zahlen ind 
gefaßt wird, ohne Rüdfiht auf das Borzeihen, und mie es leicht ifl, bie ; 
Bedingung, die pofitiver ganzen Zahlen, an dem gefundenen Au 
nachträglich zu erfüllen. 

8. 256. * 
Zuf. Vorftehende Divifionen: des (größern) Eodfficienten 


einen Unbefannten durch den (fleinern) der andern, 7) 
zweiten Beifp., dann dieſes andern (fleinern) durch den Reſt 


vorigen Divifion (-):; wieder ded vorigen Diviford durd 


neuen Reſt (3) und fo fort des jedesmal vorhergehenden 
ford durch den neuen Reſt, führen endlich) einmal, da die urfprü 
lichen Cotfficienten in ax und by feinen gemeinfamen factor ba 
($. 251), auf den Neft 1 ($. 134), mwodurd die Erfüllung 
fucceffiven Forderungen, zum Zwed, daß x und y ganze Zahl 
werden, jedesmal abgeſchloſſen ift. 
$. 257. 

Zweite Methode der Auflöfung einer unbeitimmten Gleidu 
mit zwei Unbefannten, die Methode der Kettenbrüche. 

Anfg. Die Sleihung ax— by = +1 in ganzen pofitt 
Zahlen aufzulöfen. 

Aufl. Man verwandle den Quotienten T in einen 8 


tenbrud) und berechne den vorlegten Naͤherungswerth desſelb 
=. ($. 207), fo find wegen 





a p 1 
— — — = +.,— ($. 208 
2-4 6.28 
aqa—bp= +1 


q und p ein Baar zufammengehörige Werthe von x und y, 


fern das Vorzeichen von J dem Vorzeichen von +1 d 
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enen Gleichung entfpricgt, fonft aber die entgegengefegten 
rihe von q und p; und mit YZuziehung von $. 252 enthalten 
xz=g+tıb;, y=p-+ma 
fe Falle, und 
x=—q+nb; y=—p-+na 
eiten Falle die allgemeine Auflöfung der Aufgabe. 


Beiſp. 5xr—Ty=|. 





2 |; | 1 5 1 
I 18 TT II 
2]5|2 2+> 
4 
| 1122 
| Rettenbruchönenner Zähler Renner des Naͤherungswerths 
alı ı Il ı]J At 
} * 
9l2 2 sı B-_2_» 
4‘ 3 q 
Ä C 5 a 
— — — _— 
| c/2 5 1 -7 in 
! x=3+0n.7, y=2-+n.5 
n!O| 1| 2| 3 
| x/8]10[17|24 
y|2|) 7|]12|17 
ꝛc. ... 
Beifp. 2. 421x—92y = —1. 
Kettenbruchänenner | Zäbler Nenner des Naͤherungswerths 
a|2 1 2 | . . . 
b|3 3 7 . 
ce|4 13 30 . . . 
dı5| 68 | 157 | de3 vorlekten: „A, 
e|6 | 421 | 972 


IH + 
t=—1574n.972; y=—68.4n.421 wo für n alle Werthe 
von 1 bis oo, oder ($. 254) 

= 815-1-972n°; y=353--421n’ mg für n’ alle Werthe 
von O bid oo zu fegen find. 
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allgemein x = —1500-+12n; y = 900 - Tn ($. 252) 
oder x = 12n‘; y — 25— In ($. 254) 
| n| 0| 1] 2| 3 
x| 0112| 24/36 5 ö 
9 ıslııl a Bier Auflöfungen. 











Anın. Die Mannigfaltigfeit der Rüdfichten, die bei der (zuerft von Lg 

grange (} 1813) eingeführten) Auflöfung der unbeftimmten Gleichungen 
ax+-by = + © 

durch Kettenbrüche zu nehmen find, fowie das Mittelbare der ganzen Metkg 
laſſen diefelbe zurückſtehen hinter der eben fo einfachen als unmittelbar na 
liegenden (Euler’fhen) Methode der Reduction ($. 255). Auch find die 
legterer vorzunehmenden Rehnungen faum meitläufiger als die bei den Kt 
brüden und gewähren dagegen den anderen Vortheil, daß fie jedesmal gi 
den allgemeinen Ausdrud der Auflöfung geben und demnah des $. 3 
gar nicht bedürfen, während die Kettenbrüche zunächſt nur zwei zuſammg 
gehörige Werthe beflimmen, aus denen der allgemeine Ausdrud dann freil 
leicht nad) 8. 252 abzuleiten ift. 


Und gerade nur dur diefe Zerlegung der Auflöfung in zwei Theile wi 
alle etwaige Vereinfachung der Rechnung bei den Kettenbrüchen erreicht. Dei 
die Verwandlung des Quotienten der beiden Gokfficienten a und b in eim 
Kettenbruch ift gerade (nur) der eine Theil der bei der Reductions-⸗Melbeh 
unverändert eben fo vorfommenden Rechnungen; an die Stelle der fucce[iil 
Divifionen der neu eingeführten ganzen Zahlen a, B, y, -.. und ihrer AM 
durch jene Coäfficienten und ihre Refte tritt nun bier bie Berechnung M 
Näherungswerthe, die eben nicht viel leichter if. Gegen dieſe Grleihteru 
aber hat man den Bortheil der allgemeinen Formel der Unbefandif 
eingebüßt, und bedarf noch des $. 252 während gerade die Beftimmung 14 
zweier zufammengehöriger Werthe alle die Umficht und die vielen Rudi 
fordert, die wir in 88. 257—259 fennen gelernt haben. 


Zwar laßt fih die Beftimmung der Werthe für 
| ax+-by=-e 


ax’ 4-by’ = + 1 
für große c durd Einführung neuer Unbekannten anderweitig gegen oben m 
einfachen. ber diefe neue Bereinfahung führt auch wieder neue Ruͤcſicht 
mit fich, ift übrigens auch ebenfo zur DBereinfachung der Reductionsmethodt e 
zumenden (f. Beifp. 8. 260). Wir gehen darum nicht weiter auf dieſe nal 
Bereinfahungen als in einer Anwendung derfelben im folgenden $. ein, ıM 
werden bei den Beifpielen im folgenden vorwiegend nur die Rebutiol 
Methode zur Anwendung bringen. 


aus den Werthen von 
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B Auflöfung der unbeflimmten Sleichungen des erſten Krades mit 
drei und mehreren Anbekannten. 
8. 260. 
Anfg. Zwei Gleihungen mit drei Unbefannten in pofitiven 
ganzen Zahlen zu löfen. 
Aufl. Man leite aud den zwei Gleihungen mit drei Un- 
Befannten durch Elimination einer derfelben nach den befannten 
Methoden des 8. 233 eine Gleihung mit zwei Unbefannten 
ab; löſe lebtere nach dem Berfahren A auf, und beftimme dann 
ch den Werth der vorhin eliminirten Unbekannten, am leichteften 
uch Subftitution der bereitd berechneten Unbefannten in eine 
er die andere der urfprünglichen Gleichungen. 

Beiſ p. 1. Man foll die Zahl 360 in drei Theile zerlegen fo, 
haß man immer die conftante Differenz 12 findet, wenn man vonder 
mme des Dreifachen des erften Theild und des Bierfachen des 
zweiten Theils das Fünffache des dritten Theild abzieht. 









xtytz— 360 (IM) 
z = 360—x—-y m. II) 
f 3x-+4y — 5860 —x— y) = 12 
- 8x49y — 1812 — 9.201-+3*) 
8x4+9 (y—201) = 3 
h 8x -4-9y' —= 3, wenn man y — — 01 — Y ſetzt. 
ieſe Gleichung nach 8. 255 gelöst giebt: 

y'—= 3—8a 

x—= — ya = %—3 
y=y-1201 — 204—8a — 196— 8n | 
= 93 — 9n-6 s. 254 
ı= 360 x—y — 158—n 





j alſo 25 verfihiebene Auflöfungen. 
9 Diefe Vereinfachung der —— der Gleichung 


it allgemein zuläffig, wo ſich ce in Theile jerlegen läßt, deren einer den Factor 
oder b hat, und dient zur Umgehung großer Zahlen. 
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Beiſp. 2. Eine Zahl zu Anden, bie sugleich dur 19 unk 
28 theilbar if. 














z —= 19x —= 28y. 
Aus 19x — 28y folgt ($. 255) 


x m 28n " 
y-= 19n 
z — 532n 


Beifp. 3. Den allgemeinen Ausdrud aller- Zahlen zu 
finden, die durch 19 dividirt den Reſt 1, durch 283 Dividirt den 
Neft 9 geben. 

z = 1%-+1 = 28y-+9 
19%& +1 — 287-9 nad $. 255 gelöft giebt: 
x 28n +24 
y 19n +16 
z = 532n +451. 

Anm. In dem Beifp. 2 und 3 war die Elimination von = (durch di 
Gleichſetzungẽ⸗Methode) fo einfah, daß man ſich des Fortſchritts zu drei 
befannten faum früher ald beim Schluffe der Rechnung, in den Beſtimmungen 
von z, bewußt wird. 


$. 261. 

Zuſ. Durchaus nicht verfchieden von der Auflöfung zwei 
Gleichungen mit drei Unbefannten ($. 260) ift die Auflöfung bes 
liebig vieler Gleihungen „mit einer Unbelannten mehr als 
Zahl der Gleichungen beträgt. 

Man leite nah den gemöhnlichen Gliminationd- Methoden auf 
den n Gleihungen mit (mn +1) Unbefannten fchließlih ei 
Gleihung mit zwei Unbekannten ab ($. 243), löfe dieſelbe nad 
$. 255 und fteige durch allmälige Subjtitutionen der gefundenen 
Werthe in die vorhergehenden Gleihungen nah und nad zu 
Beitimmung aller Unbekannten auf. 

Beifp. mit vier Gleichungen und fünf Unbefannten, (if 
welchem jedoch von vornherein durch die Art der Aufgabe die 
Gleichungen nur zwifchen je zwei Unbefannten beftehen, fo daß hier 
nur das Subftitutions-Berfahren zu üben fein wi): 

Welche Zahl (oder welche Zahlen) ift (find) fo beſchafen, 

daß ihr 2faches durch 3 dividirt den Reſt 1; 
„Z3faches 5 
„Afaches 7 „u 85; . 
„Sfaches 2 „ „» Null giebt (geben)! 
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Aufl. Die gefuchte Zahl fei x, und tu v, w, wie aud 
alle m bezeichnen pofitive ganze Zahlen, O mit eingefchloffen. 
Man hat nah der Aufgabe die 4 Gleichungen 











1 — 0 
»-2_,m 
3 _ym . 
= = w (W) 
mit den 5 Unbefannten x, t, u, v, w. 


Aus (I) folgt, nah $. 255, x = 3n—1. Diefen Werth 
für x fubftituiren wir in die zweite Gleichung, wodurd 

aus (II) nad) $. 255 folgt: n = dm‘, und daraud x — 
M-1 — 15n — 1. 

Dieſen Werth für x ſubſtituiren wir in die dritte Gleichung, 
wodurch 

aus (III) nach $. 255 folgt: mn’ — Tn“, und daraus x — 
im—1 — 105n”— 1. 

Diefen Werth für x endlich in die vierte Gleichung ſubſti— 
fuirt, erhalten wir nad) $. 255 n“ — 2n“ 4-1 und daraus 

x — 105n“—1 — 210n“ + 104, 

welches der allgemeine Ausdrud aller der Zahlen ift, welche die 
in der Aufgabe gejtellten 4 Bedingungen erfüllen. 
»Die Werthe für t, u, v, w find ohne weiteres durh x in 
den Gleihungen I—IV gegeben, haben aber nach der Natur der 
Aufgabe fein weiteres Intereffe für une. 


6 Auflöfung mehrfach unbeſtimmter Hleichungen des erflen Hrades. 
$. 262. 

Aufg. Eine mehrfach unbeftimmte Gleihung ($. 250) in 
Abfoluten ganzen Zahlen zu löfen. 

Aufl. Man nehme von vornherein fo viele Unbekannte inner- 
halb der etwaigen Befchränfungen der Aufgabe willfürlih an, daß 
die Aufgabe dadurdh eine einfach unbeitimmte ($. 250) wird, 
d. h. nur eine Unbefannte mehr enthält, al® Gleichungen gegeben 
And; Töfe nun diefe einfach unbeftimmte Gleichung na 8. 261 


Helmes, Slementar-Mathematil. 1. 
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auf, und trage endlich in die erhaltene allgemeine Aufloͤſungsform 
alle zuläffigen Werthe der vorweg willkürlich beflimmten lin 
fannten ein. 

1. Beifp. Drei abfolute ganze Zahlen, mit Ausſchluß je 
doch von Null, fo zu beflimmen, daß die Summe aud dem Dop 
pelten der eriten, dem Dreifachen der zweiten und dem Vierfach 
der dritten 27 ift. 

“ 2x-+-3y-4z — 27. 
2— — 
für die kleinſten Werthe von x — 1 und y —1 
z—=4.22= 51 

alfo ala ganze Zahl z<6 (I). 

Demnach können für z nur die Werthe von 1 bis 5 wis 
fürlih angenommen werden. 


Allgemein ift nun: 


27 —3y —4z —1 
yet 
y—1 
wofern 5 ma 





y= 2a+1 (2), wo a Null oder eine pofitive ganze 

Zahl ift, 

x = 12 —22— 3a —= 2(6—z)— 3a (3). 
Da x immer eine pofitive ganze Zahl fein foll, fo muß 
a<4(6—z) (4) 

fein, und ift demnach, da a felbft eine pofitive ganze Zahl oder 
Null ift, für die verfchiedenen Annahmen von z alfo befchräntt: 
z—=| 1 I2 13] 4 |5 
a<36—2) = |0, 1,233|0,1,2|0,1|0,1]0 


Darnach ergeben fih alle möglichen Auflöfungen unferer 
Aufgabe alfo: 
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he =| 1 | 2 |3|4 52x 43y-442—27 










"a<34(6—z) =| 0,1,2,3|0,1,2]0,1/0,110 
x—=2(6—z)— 3a 10,7,4,1|8,5,2|6,3 4,112 
y-2a-+1 | 1,3,5,7/1,3,5]1,3|1,3| 1 











Anm. Diefelben Auflöfungen, nur unter anderen allgemeinen Formen, hätte 
man erhalten, wenn man nach den vorgängigen Beflimmungen für z, wie oben, 
die Gleihung nun aufgelöst hätte für y, und zwar alfo: 








— 27 — 2x — 4s == 9, az = 9 ——a 
3 3 
wofern 2x+z = 8a 
x—=a+ — = 448 
wofern a—z = 2ß 
a = 23-+2z 
x — 33452 
y=9—-2($-+2). 

Da x eine pofitive ganze Zahl fein foll, fo fann B nur fürz=4 und =5 
negativ, und zivar nur = — 1 genommen werden, und muß fonft immer pofitiv 
fin; und weil auch y eine pofitive Zahl fein fol, fo ift wegen 9 —2(B-+z) > 0 
ber größtmögliche Werth von B <I”" 

rs = 1 
= 3 


Darnach ergiebt fich folgendes Schema aller möglichen Werthe von =, 8, 
x und y: 


| 1 
9—_ 
B< * — 8 


x — 38-+z 2,5,8|3,6| 1,4| 
Y=9-2ß+42) =|7,53 116,8, 11 8,1 3, 11 ı 



















ganz übereinftimmend mit den oben gefundenen 12 Aufloͤſungswerthen. 


2. Beifp. Man will 5 verfchiedene Sorten einer Ware, 
von den Preifen a, b, c, d, e zu einer Mittelforte vom Preiſe 
m mifchen. In welchem Berhältniffe muß man von jeder Sorte 
nehmen, wofern a, b, c über, d, e unter dem Mittelpreife m 
liegen? 


» 


17° 


Nennen wir die verhältnigmäßigen Mengen der einzelnen 
Sorten der Reihe nah x, y, z, u, v, fo haben wir unter diefen 
5 Unbefannten die einzige Gleichung 

x.(m—a)+-y(m—b)+z(m—c) = ud—m)+v(e—n) 

welche den Berluft an den befferen Sorten dem Gewinn an den 
ſchlechteren gleich fegt, und aus welcher durch willfürliche Beftim- 
mung von dreien derfelben die beiden noch übrigen nach $. 255 
zu berechnen fein würden. Die Zahl folder Auflöfungen ift dar- 
nach unendlich groß. 

Eine große Anzahl derfelben ergiebt fih unmittelbar alfo: 

Setze x = d—m, dagegen u = m—a 

y=e—m „ v=m-—b 
z = d—m ein zweites u — m—c 


und nimm demnach die Mengen d—m, e—m, d— m, ma. 
m—c, m—b. Und fo fönnte man auf die mannigfaltigfte 
Art die Berhältnißmengen immer fo bejtimmen, daß man für eine 


beliebige Sorte über dem Mittelpreife eine beliebige andere unter 
dem Mittelpreife zur Ausgleichung wählte, und diefe Ausgleichung 


durch die gegenfeitigen Unterfchiede vom Mittelpreife nach dem 
befannten Mechanismus der ſ. g. Alligationd-Rechnung beſtimmte. 


8. 263. 


Uebungsbeiſpiele 
über Diophantiſche Aufgaben. 
A. Aufgefteilte Hleichungen. 


1. 7x-+11y = 100 , - 
x — 11n— 800 
y= 200 —7n 


x—=8 
In nur = 28 und demnach v4 





x = 3n = 8-+3n’ 1 kann alle Werthe von 0 bis4“ 


y — 26—5n — 21— dn‘ | annehmen; demnad) 


y 231,161, 6 1 


x 36 9, 13,1 


10. 


12. 
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1x +1 —= 17y-+5 4. Ix—Ty—i 
x = 17n+6 x= 1-45 
y-=1Mm-+4 y= 3n+2. 
(Für n find alle Werthe von O bis op zu feben.) 
5x-+-3y = 58 
x —=3n—1 


y= 19—5n = 14—dn‘ 


3n’+-2 n’ fann alle Wertbe von O bie 2 
} anftehgnen ; demnach 





"ind Unendliche. 


8 0 0 


ins Unendliche. 


2x— 3y = 
3x — 72 = 
| — elılal 
x = 2in-+10 = | 10 | 31 3 
y=14n45 =| 5|19| 88 
z=Mm +3 =| s|ı2| 21] 
19x — 10y = 7 
19x — 8 = 15 
n=! 0, 1, %... 
x —= 40n-+13 = | 13, 53, 93, ... 
y = 76n+24 —= | 24, 100, 176, ... 
z = 95n-+29 = | 29, 124, 219, ... 
19x +17 = 28y+12 = z 9. 
x = 28n +13 
y= 19 +49 
z — 532n + 264. 
28y+12 = l5u—=z 11. 
y=1ön 46 
u = 28n 4-12 


z —= 4200-180. 


1x1 = 15u413 =z 13. 
x=1ön +8 
u = 19 +10 
z = 285n + 153 


(Geb. Chr.). 


19x 417 = 15u = z 
x=15n +7 
u= 1m +10 
z —= 285n 4150. 

19x +1 = 28y-49 = z 

x — 283n +24 
y=1Mm +16 


x — 532n -1- 487 
(Geburtsj. Chr.). 


287-9 = 15u+3 = z 
y=15n +3 

u — 28n +46 

z = 420n--93 
(Geb. Chr.). 


262 Arithmetik. 


14. x—3y=5 15. 19x 4 17 = 289 12 = I 22 
3x — 723 9 x — 28n-13 
2% — bu — 1 y= 19-9 
x = 106n +10 u = 532n + 124 
y= 7002 +5 z — 7980n + 1860. 
z = 45n +3 
u — 18n +1 


16. 19 +1 =®y-+9 = 15u4+3 = 2 
x — 420n —+-248 


y-= 285n —+-168 
\ ‚u = 5322 14% 
z — 7980n 44713 (Geburtsjahr Chrifti). 


B. Aufzuftellende Hleichungen. 


17. Der Bruch 42 foll in zmei andere Brüche mit den Nennern 12 und 
30 zerlegt werden. Welches find die Zähler diefer Brühe? Antw. 2, 5, 8 
und 14, 9, 4. 


18. Man zerlege den Bruch 9% in zmei andere Brüche mit den Nennen 
5 und 7. Welches find die Zähler diefer Brühe? Antw. nur 2 und 3 
x = 2—du;y=17n+4+3). 


19. Die Zahl 25 in zwei Theile zu theilen, daß der eine durch 2, der 
andere durch 3 theilbar if. Antw. 22 und 8; 16 und 9; 10 und 15; 4 und 21. 


20. Zwei zufammengehörige Zahlen von folcher Beſchaffenheit zu finden, 
daß das Doppelte der zweiten zum Dreifachen der erften addirt die Summe 19 
bilde. 


Antw. n=|0 1 | 2 
x—=2nt111|/3|5 
y=85—3n]18|5|2 





Zwei Zahlen von foldher Beichaffenheit zu finden, daß das Doppelte 
der zweiten vom Dreifachen der erften MT den Neft 19 bilde. 
Antw. lt - 8 
x = 22-47 13 ꝛc. ind Unendliche. 
y=3n+1 10 
22. Die Zahl 100 in zwei Theile zu theilen, daß ber eine durch 5 divi⸗ 
birt den Reſt 2, der andere durch 7 dividirt den Neft 4 giebt. 


Antw. x) _ 82 | 47 | 12 

y } —Li8 53 | 88. 
28. In einer Geſellſchaft von Männern und Frauen hat jeder Mann 195, 
jede Frau 10 gr zu bezahlen. Die Männer indgefammt haben 25 gr mehr zu 


| 
\ 
| 
H 
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bezahlen als die Frauen. Wieviel Männer und wieviel Frauen waren in ber 
Geſellſchaft? 


Antw. njo]| ı] 2 
Männer = 10n+5 Hlils 35 x. ind Unendliche. 
Frauen = 19a +7 


24. Welche Zahlen laſſen dur 3 getheilt den Neft 1, duch 7 getheilt 
den Reft 2°? Antw. 2in+-16. 

25. Welche Zahlen geben nah Dupenden abgezählt den Reſt 10, nad 
Mandeln abgezählt den Reft 4? 

Antw. z —= 34-+60n == 34, 94, 154, ind Unendliche. 

26. Welche Zahlen find ed, die nad Dupenden abgezählt einen Reft r, 
nah Mandeln abgezählt einen Neft r’ lafien? 

Welche Beziehung müſſen die beiden Nefte zu einander haben ? 

Antw. z = 60n—4(rf—r)+r oder = 60n—5(r—r)+r 

— 60n—12p+r oder = 60n— 15p-+r', 


wenn man p — = ſetzt. 
Die Differenz der Reſte muß durch 3 theilbar fein (vgl. 8. 251). 
27. Man fol die Zahl 15 in drei ganze Zahlen zerlegen, die fo befchaffen 


find, daß wenn man die erfte mit 2, die zmeite mit 3, die dritte mit 4 multis 
plicitt, die Summe dieſer Producte — 47 ifl. 


Antw. n| 1213141616 
zn 1 218/4|5|6 
y= 13 —2n| 11|9|/7|5|3|1i 
z = 24n 3/14|516| 718 























28. Welche Jahrszahlen geben um 1 vermehrt und dann durch 19 divi⸗ 
dirt den Reſt (die goldene Zahl f. unten Nr. 80) 18, und um 9 vermehrt und 
dann durch 28 dividirt den Reſt (den Sonnencirtel) 21% Antw. z —= 532n + 264. 


29. Welche Yahrszahlen geben um 1 vermeiitt und dann durd 19 divi⸗ 
dirt den Reſt (die goldene Zahl) 18, und um 3 vermehrt und dann durch 15 
dividirt den Reſt (die Römer: Zingzahl) 3? Antw. z = 285n 150. 

30. Das Sahr 1 n. Ehr. Geb. ift in einer gewiffen Periode von Jahren 
(der julianifchen von 7980 — 19.28.15 Jahren) ein foldhes, daß es «) durch 
19 dividirt den Neft Idie güldene Zahl) 1; PB) durch 28 dividirt den Neft (dem 
Sonnencirkel) 9; y) durch 15 dividirt den Reſt (die Römer-Zindzahl) 3 giebt. 

Das wievielte Jahr jener Periode ift das Jahr 1 n. Chr. Geb. vermöge 
je zweier diefer drei Beftimmungen ? 

Antw. a) z = 582n-4457; ß) z = 285n 158; y) z = 420n-4-98. 


81. Eine Anzahl Männer, Frauen und Kinder machen zufammen eine 
Kuffahst. Ein Mann verzehrt 19 gr, eine Frau 10 gr und ein Kind 8 gr. Die 
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Männer indgefammt haben 7 gr mehr ald die Frauen und 15 gr mehr als die 
Kinder verzehrt. Wieviel Männer, Frauen und Kinder waren in der Gefel: 
ſchaft? (M. Hirſch.) 

Antw. n10112 


Männer = 40n +13 | ı3| 58| 98 , ins uUnendliche. 





Frauen = 76n +24 || 24 | 100 | 176 
Kinder — 95n-+29 || 29 | 124 | 219 


32. Das Jahr 1 n. Chr. Geb. ift in einer gewiſſen Periode von Jahren 
(der julianifchen) ein ſolches, daß ed durch 19 dividirt den Reſt (die güldem 
Zahl) 1; durch 28 dividirt den Neft (den Eonnencirkel) 9; durch 15 dipidirt 
den Reft (die Römerzindzahl) 3 giebt. Das wievielte Jahr der julianiſchen 
Periode ift e8? Antw. das 4713te (z —= 7980n 44718), 

83. Welche Jahrszahlen n. Chr. Geb. haben zugleich die goldene Zahl 18, | 
ben Sonnencirkel 21 und die Römerzingzahl 3, d. h. (f. Nr. 32) geben durch | 
19 Dividirt den Reſt 17, durch 28 dividirt den Neft 12 und durch 15 dividirt | 
den Reft Null? Antw. z — 7980n-+ 1860. | 


VII. Abfchnitt. | 
Die Berhältniffe und Proportionen.* 


— — 


g. 264. 

Erkl. Unter dem (geometriſchen) Verhältniß zweier Jah: 
len, a, b, wie zweier Größen überhaupt, A, B, verfteht man den 
Quotienten derfelben,_ im Sinne der vergleichenden Divifion 
($. 74. II), d. h. die Angabe, wie die eine gefegt werden müſſe, 
um dadurd die andere zu bilden. 

Die Bezeichnung diefes Berhältniffes ift darum feine andere 


al® die des Quotienten a:b oder E wird aber gelefen: „a ver- 


halt fi zu b* ftatt des gleichbedeutenden Ausdrucks „a dividirt 
dureh b“. Dividendus und Divifor heißen Glieder des Verhaͤlt⸗ 
niſſes, jener das Vorderglied, dieſer das Hinterglied. 
Wermöge $. 162 ift ein ſolches Verhältniß alfo auch gleich» 
bedeutend mit einem Bruche, deſſen Zähler gleich dem Border 
dergliede (Dividendus), deffen Nenner. gleich dem Hintergliede 
(Divifor) dieſes Verhältniſſes Quotienten) iſt. 


VIII. ubſqnitt. 265 


8. 265. 

Lehrſ. Das Verhältniß zweier (gleichartiger) Größen A und B, 
z. 2. das Berhältniß zweier Linien, zmeier Flächen, zmeier Ge 
wichte 2c., ift gleichbedeutend mit dem PVerhältniffe zweier unbe- 
nannten Zahlen (der Maßzahlen), welche diefe Größen in 
einerlei Maß oder Einheit auddrüden, entweder ganz oder 
bis zu jedem beliebigen Grade der Annäherung genau, je nachdem 
dieſe Größen commenfurabel oder incommenfurabel find ($. 157). 

Bew. Eind die Größen A und B commenfurabel, fo daß 
fie ein gemeinfchaftliche® Maß y, die eine m-, die andere nmal 
enthalten, daß alfo A= m.y und B = n.y ift, fo bildet man 
A aus B, indem man den nten Theil von B, d. h. 7, mmal 
febt; gerade wie man die unbenannte Zahl m aus n bildet, 
indem man den nten Theil von n, d. h. 1, mmal feht, um m 
zu erhalten, d. h. das Verhältniß von A zu B ift gleih dem Ber- 
haltniß von m zu n, " 

A:B= m:n. 

(Will man umgekehrt das Verhältniß von B zu A aufftellen, 
d. h. angeben, wie fih B aus A bildet, fo wird man durch An- 
wendung einer ganz gleichen Weberlegung finden, daB man den 
mten Theil von A, d. h. y, nmal nehmen muß, um B zu erhal- 
ten, gerade ebenfo wie man den mten Theil von m, d. h. 1, nmal 
nehmen muß, um n zu erhalten, d. h. daß 

B:A = n:m. 

ft.) Für diefen Fall ift alfo das Berhältniß zweier Größen 
gleih dem Berhältniß zweier Zahlen (der Maßzahlen), welche 
diefe Größen in einerlei Maß oder Einheit auddrüden. 

Sind aber zwei Größen incommenfurabel ($. 157), fo daß 
für ein noch fo Hein gewähltes y, wo B= n.y fei, immer 
A>m.y aber <(m--1)y ift, fo läßt ih in Zahlen das Ber- 
hältniß fo zweier Größen nur dur Angabe zweier Grenzen, 
innerhalb deren es liegt und die man beliebig nahe zufammen- 
tiehen fann, angeben, al® . 

A:B>m:n 
<(m-+1):n 

wo m und n bei beliebig Flein zu wählendem y beliebig große 
Berthe annehmen können und darum die beiden Berhältnißgren- 
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zen, die ſich noch nicht um n unterfeheiden, beliebig eng zuſam 


mengezogen werden fönnen (vgl. 8. 157). 
Folge. Nur gleihartige Größen ($. 1) fönnen ein Ber 
baltni bilden oder in Berhältniß mit einander geſetzt werden 3. 
Linien mit Linien, Flächen mit Flächen, Zeiten mit Zeiten; ni 
aber Räume mit Zeiten, und diefed Verhältniß ift gleichbedeut 
mit dem Berhältnijje zweier unbenannten Zahlen (der Maßzahl 
welche diefe Größen in einerlei Maß oder Einheit ausdrüden. - 
A m _m. 6 6, 
By a’ Fu rm 
Anm. Der Name „Maßzahl“ ftatt „Zahl“ ſchlichtweg empfiehft fich me 
mentlich für ftetige Größen, bei denen die Wahl ded Maßes oder der Einheit 
willkürlich ift (8. 1), zur Andeutung der Grundvorausfegung, daß Zahlen der 
Art auf einerlei Maß oder Einheit, y, ſich beziehen. 


$. 266. 

Erkl. Die Gleihfegung zweier (geometrifcher) Berhältniffi 
bildet eine (geometrijche) Proportion, die demnah nit? an 
deres ift ala der Ausdruck der Gleichheit zweier Quotienten oder, 
zweier Brüche 

a:b = c:d 

A:B= C:D i 
Man liest diefen Ausdrud: a verhält fih zu b, wie c zud, 
ftatt wie fonft: a dividirt durch b gleich c dividirt durch d. 

Die vier Zahlen oder auch Größen der Proportion heißen 
ihre Glieder, und zwar, auf einen ganz dußerlihen Grund ihre 
Anordnung, die beiden an den Enden des Ausdrudd fiehenden 
a und d die äußeren, die beiden von ihnen eingefchloffenen b 
und c die inneren Glieder. 

Eind die inneren Glieder einer Proportion einander gleich, fo, 
heißt die Proportion eine ftetige, wie 

a:b —= b:ec, 
und das beiden-Berhältnilfen gemeinfame Glied heißt das mittlere 
geometrifche Proportionalglied, oder die mittlere geometriſche 
Proportionale zwiſchen den beiden äußereh Gliedern. | 

Auf Grund einer innerlihen Berwandtfchaft heißen die bei- 
den Borderglieder a und c wie auch die beiden SHinterglieder b % 
und d der beiden gleichen Berhäftnifie, d. h. die beiden Dividen- 
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den wie die beiden Divifionen der gleichen Quotienten oder die 
beiden Zähler wie die beiden Nenner der gleichen Brüde homo- 
loge oder entfprechende Glieder. . 


Anm. 1. Im weiteren Sinne des Worted gebraudht man den Namen 
„Berhältnig”" aud wohl vom Quotienten der eintheilenden Divifion, wie in 
den Ausdrüden: das Berhältnig des Preifes einer Ware zu ihrer Menge, das 
Berhältniß eines zurüdgelegten Weges zu der Zeit, worin das geſchehen x. ... 
Man kann damit den Quotienten der eintheilenden Divifion, d. 5. die benannte 
Zahl, meinen, welche von der einen Größe auf die Einheit der andern kommt, 
in den vorftehenden Beifpielen den Preis der Einheit der Ware (3. B. einer 
Elle), den Weg in der Einheit der Zeit (3. B. 14 Fuß in der Sefunde); man 
ann dabei aber auch wirklich das Verhältniß diefer Zahl zu einer gleichartigen 
andern im Sinne haben, wie hier den Begriff der Schnelligkeit ꝛc. 


Anm. 2. Es iſt räthlih, den Begriff „Verhältniß und Propors 
tion“, mie gefchehen, auf das fonft fogenannte und befonder® unterichiedene 
geometrifhe Berhältniß und die geometrifhe Proportion zu 
befchränten, da eine befondere Betrachtung nur diefer Berhältniffe und Propors 
tionen einen Werth hat und ein mehr und mehr durdgedrungener Sprach⸗ 
gebrauh in den Worten „zwei Größen verhalten fich mie zwei andere nur 
diejes Berhältnig meint. Im Folgenden wird darum das Wort Verhältniß und 
Proportion aud nur in diefem Sinne gebraudhf werden. Cine allgemeinere 
Beftimmung des mathematifchen Begriffs Berhältnig, wonach aud die Dif- 
ferenz zmeier Zahlen, wie zweier Größen überhaupt als fogenanntes arith> 
metifhes Verhältniß unter denfelben fällt, und mo dann die Gleichheit 
zweier arithmetifchen Berhältniffe eine arithbmetifhe Proportion genannt 
wird, ift ohne mweitern Nutzen und durd den Sprachgebrauch nicht mehr gebo⸗ 
ten. Höchſtens möge man ſich nod) aus der ftetigen arithmetifchen Proportion 


a—x — x— b und dem daraus folgenden Ausdrucke x = - den Ur⸗ 


fprung ded Namens „aritbmetifhes Mittel“ zmifchen zwei Zahlen — 
halber Summe bderfelben erflären. Dagegen ift der Gebraud) des geometrifchen 
Berhäliniffes fo ganz allgemein in der Wiffenfchaft wie im gemeinen Leben, daf 
ed, wo nicht unerläßli, doch für eine beftimmte Erkenntniß höchſt förderlich 
und für eine geläufige Anmendung hödhft nützlich ift, einige bemerkenswerthe 
Eigenſchaften des Quotienten, namentlich aber der Gteichheit zweier oder meh- 
rerer DQuotienten, in diefer neuen Terminologie fennen zu lernen und befonders 
hervorzuheben. Können auch die meiften folgenden Sätze (die der Zahlenpros 
portionen alle) mit Leichtigkeit als Folgerungen aus ber allgemeinen Lehre 
von den einfachen Sleihungen abgeleitet werden: fo finden fie doch da® Recht 
einer befondern Herleitung, unmittelbar aus der Natur des Quotienten ober der 
Sleichheit zweier Quotienten, in dem Umſtande einer befonders häufigen An⸗ 





‚X wenbung derfelben, wodurch es wünſchenswerth wird, ihre Nefultate ein 


M 


iM 


für allemal auswendig zu toiffen und als fertige Auflöfungsformeln einer 


Menge von Aufgaben gleich bereit zu haben. Einige andere Säpe aber, 


[4 


j 
i 
| 
j 
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welche die Verhaltniſſe und Proportionen von Größen überhaupt; 

treffen, bilden ein böchft wefentliched Element der Größeniehre und 
namentlich eine wichtige Anwendung bei fletigen Größen überhaupt, in 
Geometrie indbefondere. — Bei den fogenannten Umformungen der Proportioni 
ift nur wenig Werth auf die alten Benennungen diefer Umformungen und ei 
Behalten derfelben bei diefen Namen, ein defto größerer auf ihren Inhalt 
darauf zu legen, von der Richtigkeit derfelben möglihft unmittelbar übe 
zeugt zu fein. Der ganze Abſchnitt aber ift nicht fowohl der Reihe nad) d 
zunehmen, ald nur nach Bedürfniß in feinen einzelnen 88. zu vergleichen. 


8. 267. 

Lehrſ. In jeder Proportion haben die homologen Gli 
dasfelbe Verhältniß zu einander, oder: bei gleichen Quotien 
haben die Dividenden dasſelbe Verhältniß wie die Diviforenf 
(„die inneren Glieder dürfen vertaufeht werden"). 










Annahme. =7- 
Satz. = 2. 
Bew. Aus an = T —=q 
Tagen 
| 
Eaton un 
| 


Folgeſ. It a<=>e, fo ift auf b<—>d. 
Anm. Wo im Folgenden, wie auch hier, da® Verhältniß durch ein ein 


faches Zeichen auszudrüden ift, fol dies immer durch das frühere Zeichen bei 
Quotienten, q, gefchehen. 


$. 268. 
Erkl. Ein Verhäaͤltniß umkehren beißt, fein Border: und. 
Hinterglied gegen einander vertauſchen. Berhältniffe mit vertauſch 
ten Gliedern heißen in Seiehung auf einander engere 


VBerhältniffe, 3 2. z und — —. (vgl. 8. 177. 
Folgeſ. 1. Ein umgefehrte Berbättnif ift der reciprofe 2 Ä 
des Derhältniffes, von dem es die Umkehrung if. — = —B 


Folgeſ. 2. In jeder Proportion darf man die Vorder⸗ un 
Hinterglieder jedes Verhaͤltniſſes zughe ich gegen einander ve 
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wihen. Aus a:b = c:d folgt b:a=d:c; denn aus q — 
Ä 1 1 
It — = — ($. 3. ID). 
it = 6 m 


| 


8. 269. 


Lehrſ. In einer Proportion kann man die homologen Blie- 
mit einerlei Zahl multipliciren oder dividiren, ohne die Rich- 
feit der Proportion zu ändern. 








& G 
| Annahme -=7- 
am cm & c, am cm 
: 6 Ze Than 
. am cm a ce a:m _c:m 
bb d°’ b:n "“d:n’ b:n d:n' 
- aXm _cXm 
bXn dXn 
& c 
am 
folgt — = qm 
b ($. 90) 
cm 
gm 
-=7T 6 3.1. 
Und ebenfo ift 
a _L° _4 
Te: ee 
und m — = = (8. 90). 


Ganz gleicherweife ift der Beweis zu führen “für die Richtigkeit 
der andern Umformungen. 


8. 270. 


Lehrſ. Ein Verhältniß bleibt ungeändert, wenn man ver- 
hältnigmäßige Zahlen zu feinen Gliedern addirt oder davon 
ſubtrahirt, d. h. Zahlen, welche zu den Bliedern in gleichem Ber: 
hältniffe ftehen. 


270 
Annahme. 


Sa. — 
Bew. ata= atma — 








denn e und d find eben nad $ 5 267 ſolche verhältnigmäßige N 
von a und b. 
Einen glei einfachen Beweis den Folgeſ. giebt der folgende $. 


8. 271. 

Lehrſ. Die Summe oder Differenz der beiden Glieder ei 
Derhältniffes der Proportion verhält fich zu irgend einem Glie 
diefed Verhältnilfes, wie die Summe oder Differenz der bei 
Glieder des anderen Berhältniifed zu dem entfprechenden Gliede. 





& © 
Annahme = = | 
atb c+d b—a d-e 
ab und auch a0d.b co.d 


a od. b — eod.d. 
Bew. Alle ſechs Umformungen der urfprünglichen Propor⸗ 
tion, die in den beiden Ausdrücken des Satzes enthalten ſind 
liegen begründet in der einfachen Folgerung von 
gqtli=gqg+tl und 1—q = 1—g; denn 
+1 -=-+l ($. 3. II) 


dp. e— sr (8. 161) 








a c 
und ebenfo 125 — 1: 


d. h. Dez — —* (8. 161). 
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mt 
Aus jedem = ı 
folgt aber aud u — na (8. 269) 


” — — 


u eu 
welche die erften Formen des aufgefteiften Sapes find. 
Mit Hülfe diefed Sapes läßt fi) der Folgefab des 8. 270 
nfac) auch ſo ableiten. 












Aus 2 — S folgt (6. 26) I = 7 und daraus 
arte —* ce _ a 
972 
' 


Lehrſ. Bei jeder Proportion, wie nicht minder bei einer 
Reihe beliebig vieler, einander gleicher Berhältniffe verhält ſich die 
Eumme aller Borderglieder zu der Summe aller Hinterglieder 
ie ein Vorderglied zu feinem Hintergliede. 








Annahme. = 12 = — = ..d( 

a+b+c+.. __ _%& _b_ 
Sap. +-b+c+ — q a⸗ — h‘ — 
Dem a — a.g 


re — «+b’+c+...)gq ($. 58) 
a cc... a 
w. z. b. w. 


Anm. In dem angewandten Beweisverfahren liegt ein neuer Beweis 
von $. 270. — Die allgemeinen Zeichen fprechen übrigens nur in bündigerer 
vorm aus, was uns aud) fonft unmittelbar gewiß ift, daß nämlich, wenn wir 

‚ le Dividenden mehrerer gleicher Quotienten in eins zufammenthun, und eben 
ſo alle dazu gehörigen Diviforen, und dann die Divifion des Gefammten durch 
1 dad Sefammte auf einmal vollziehen, wir noch denſelben Quotienten wie vorher 
"bei den einzelnen Divifionen erhalten, mögen wir diefe Divifion nun als Ein- 
Heilung betrachten, wo z. B. mehrere Perfonen ihre gleich großen Antheile zu 
ner Sefammtmaffe vereinigen, und nun bei der Gefammtvertheilung auf den 
Einzelnen wieder ein gleih großer früherer Theil fällt; oder auch als Ber 
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gleichung, wo ein Geſammtes noch das ebenſovielfache der geſammten 
iſt, als jedes Einzelne von dem einzelnen Theile war. 
8. 273. 
Lehrſ. Bei einer Reihe mehrerer einander gleicher Verh 
niſſe haben je zwei Vorderglieder dasſelbe Verhaͤltniß wie 
zugehörigen Hinterglieder. 











XX 


Annahme. za y 7 7 zZ... 
a a a a, a a, 
SH Ze Ti TOT" 
b_bb_b, 
ce ed MW 
ee _ıe. 
d d’ 
Der Beweis folgt unmittelbar aus $. 267. 
8. 274. 


Erf. Man drüdt die Annahme, daß in einer Reihe vo 
Zahlen (den vorftehenden Bordergliedern a, b, c, d, ...) je 3 
dasfelbe Verhältniß haben, wie zwei gleichftellige Zahlen ein 
zweiten Neihe (der zugehörigen Hinterglieder), in Zeichen kurz u 
allgemein alfo aus: 

a:b:c:d: ... = at:b:c:d: ... 
und fagt, daß die Zahlen der erften Reihe mit den Zahlen de 
zweiten Reihe in zufammenhängender Proportion ( 
Eufl. V. Erkl. 19. teraypdvn avadoyla) ftehen, wo denn das Glei 
heitözeichen die beiden Seiten einer foldhen Proportion tren 

Folgeſ. 1. Jedes Glied einer Seite der zufammenhängenden 
Proportion bildet mit dem gleichitelligen Gliede der anderen Seite 
dasfelbe Berhältnig, 3. B. b:b = d:d. Denn aud b:d= 
b’:d’ (Erkl.) folgt nah S. 267 b:b d:d.. 

Folgeſ. 2. In jeder zufammenhängenden Proportion verhält 
fih die Summe der Glieder der einen Seite zu der Summe der 
Blieder der anderen Seite, wie ein Glied jener Seite zu dem 
gleichftelligen Gliede diefer Seite. 

Aus a:b:c:d: ... = a’:b/:c':d: ... 
a+b+c+d+t.. _a _b _ 
folgt DE = 7 == 17 ==... (8. 272. 
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8. 275. 

Lehrf. In jeder Proportiom ift das Product der äußeren 
Nieder gleich dem Producte der innern. 
W . cc 
‚ Annahme. 7=7T 

Gap. ad = be. 
; Bew. Der Sap folgt ohne weiteres au? der Ummandlung 
kt Gleichung durch Wegſchaffung der Nenner; urfprünglich ift er 
Ufo zu beweiſen: 


a ad 
b bd 
| abi 
sd b 
=, 63.M 


ad — be @.3.ID), w. z. b. w. 


SFolgeſ. In einer ftetigen Proportion -ift da® Quadrat der 
mittleren geometrifhen Proportionale glei dem Producte der 


‚beiden äußern Glieder; aus — = 7 folgt x? = a.b. 


8. 276. 

Lehrſ. (Umgekehrter des vorigen.) Jede Gleichheit zweier 
eoducte läßt ſich in eine Proportion verwandeln, deren aͤußere 
GBlieder die Factoren des einen, deren innere Glieder die Factoren 
des andern Products find. 

Annahme. ad — be. 

a c 

Satz. 5 — 7 

Bew. Aus a.d = b.c folgt, wenn man beiderſeits durch 
bd dividirt 


ad be 
bi dd 
= Mm, w. 3. b. w. 


Folgeſ. Eine Zahl, deren Quadrat gleich ift dem Producte 
jweier anderen, ift die mittlere geometrifche Proportionale diefer an⸗ 
Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 18 
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deren. Wenn x? = a.b ift, fo iſt — —= —. Daher fallen 


Erflärungen „mittlere geometrifche Proportionale zweier 3 
und „eine Zahl, deren Quadrat = dem Producte dieſer 3 
Zahlen“ zufammen (vgl. noch $. 278). 


8. 277. 

Anfg. In einer geometrifchen Proportion zu Drei gegeben 
Gliedern das vierte, oder die vierte geometrifhe Propa 
tionale zu finden. 

Aufl. Man multiplieire die beiden inneren oder äußern 
Glieder, zu denen die Unbekannte nicht gehört, und dividire d 
Product dur das gegebene äußere oder innere Glied, weld 
als folches zu der Unbefannten gehört. 3. B. 


Au a:b = c:x 
be 
ft = —. 
Aus a:b = x:c 
x ac 
=-- 


Bew. folgt aus $. 275. 

In diefem Nefultate liegt die Auflöfung einer großen Klaſſe 

von Aufgaben, auch ded alltäglichen Verkehrs, nemlich aller Auf 

gaben der fogenannten Regula de Tri, bei denen immer 

aus der Gleichheit zweier PVerhältniffe, von deren einem .beide 

Glieder gegeben find, von dem andern aber nur eins, das zweite 
Glied diefed andern Verhältniffed gefunden werden foll. 

Zuſ. Iſt in einer ftetigen Proportion eind der äußeren 

Glieder unbefannt, wie a:b = b:x, fo ift die Unbefannte, in 

diefem Falle auch wohl das dritte Proportionalglied od 


die dritte Proportionale genannt, glei dem Quadrate des milk 
2 
leren, Gliedes, dividirt Durch das befannt äußere; x — =. 


8. 278. 

Anfg. In einer ftetigen Proportion aus den beiden äußern 
Gliedern die mittlere geometrifche Proportionale zu finden. 

| | a:x == x:b. 
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Aufl. Aus x? = ab ($. 275) 
folgt x = Vab (8. 66) 
d. b. allgemein ift die mittlere geometrifche Proportionale zwifchen 
zwei Zahlen gleich der Duadratwurzel aus dem Producte derfelben. 


$. 279. 

Lehrſ. Wenn eine Reihe von gegebenen Berhältniffen fo zu- 
fammenhängt, daß immer da3 Hinterglied eines vorhergehenden 
gleih ift dem Vorderglied des folgenden, fo ift das Berhältniß 
des erften Bordergliedes zum legten Hintergliede diefer Reihe von 


Berhältniffen gleich dem Producte aller gegebenen Berhältniffe. 
Annahme a:b = yg 
b: “ 





ce = q 
e:d— q“ 
n:p=q 
n 
Saf. a:p = q.g".q’" ...q. 
Bew. 
a=—= b.q‘ — c.g”. q‘ — d.g“.q‘ .gq‘ — e.4.q’.q“.q‘ — .. F 
b=—=c.q” [>=P.4.9.: q“ q‘ 
=———d.g” 
d e.q 
n—p.ä 
n n-1 “4 “u 4‘ 
alfo a = P.4.9 ...4”.g”.q 
ni .n 
a:p= a.g”.q’"...g.4, w. z. b. w. 
Zuſ. In jeder ftetigen ‘Proportion 
a:x — x:b 


ift dad Verhaͤliniß vom erften zum vierten &liede gleih dem 
Duadrate der gegebenen Berhältnifje 


a:b = a?t:x? = x?:b? 
denn aud a:x —= x:b 
x:b= x:b 


folgt a:b = x?:b2. | 


18° 


J— 
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S. 280.* 

Lehrſ. Wenn gleichen Zu⸗ oder Abnahmen einer Größe 
gleiche Zu⸗ oder Abnahmen einer anderen eniſprechen, ſo bilbt 
die zuſammengehörigen Größen⸗Zuſtaͤnde der einen und der a 
dieſer beiden Größen eine geometriſche Proportion, und man fi 
von ihnen, die eine Größe ift der andern (direct) pro 
portional. 

Annahme WU und B zwei verfhiedene Größen, 3. 
MWinfel und Bogen, Grundlinien und Flächen einer Figur 
jeder gleichen Zunahme von A entipreche eine gleihe Zunah 
von B; A und A’ feien zwei Größenzuftände der eıften; B ug 
B’ die zugehörigen Größenzuftände der zweiten Größe. 

Satz. A:A'’=B:B. 

Bew. Nr. I, für den Kal, duß A und A‘, und demn 
auch B und B, commenfurabel ($. 157) find. Sei «a ein gemein 
fhaftlihe® Maß von A und A‘, und fei die® Maß nmal in A, 
n’mal in A’ enthalten, fo ift 

A 
















—=n.a 
A = n.a 
A:A =n:n ($ 265) (I) 


Cei die zu a gehörige Größe der zweiten Art gleich B, fo 
ift nah der Vorausſetzung 
B 


— nß 
B = n‘B 
B:B' = n:n‘ ($. 265) (2) 


Aus den beiden Gleichungen (1) und (2) folgt (8. 3. H) 
A:A' = B:B‘, w. z. db. w. 
Bew. Nr. II*), für den Fall, daß A und A’ und demnad 
auch B und B' incommenfurabel find. 
Einwurf: A:A’ = B:B’+8, wo 8 jede no fo klei 
mit B’ gleichartige Größe bezeichnet. | 
Einwurf) A:A=B:B-+5 (I) 
Widerlegung: Durch fortgefegted Halbiren von B beftimm 


) 683 ift raͤthlich, diefe.abftracte Beweisform nicht vor der Belebung 
felben dur concrete Beifpiele (vergl. Geom. an mehreren Stellen) zu ü 
Sie iſt leiht verftändlich, wenn die richtigen Borftellungen in diefelbe eingetra 
gen werden, die fie dann in ganzer Allgemeinheit befeftigt; dieſe Vorftellung 
aber zu erzeugen, darf fie nicht ala erftes Mittel gewählt werden. 
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an ein Maß derfelben B<5, und fei B nß, und dem ent- 
mehend A = n.a. 

Mißt man dann durch dasfelbe Map B auch B’+-5, fo wird 
gend ein Bielfachee von B, etwa B” = n“B, größer ala Br, 
er fleiner als B’-+-8, und commenfurabel zu B fein. 

" Nennen wir den zu B” gehörigen Größenzuftand der erften 
—* A” = n“.a, fo iſt A>A’, weil BB⸗ iſt, und man 







weil B und B” commenfürabel find, nad Nr. I 
A:A“ = B:B“ (2) 
ö Diefe unzweifelhaft richtige Gleichung iſt aber unvereinbar 
dem obigen Einwurfe, wie entweder ſchon aus folgender Zu- 
fammenftellung der beiden Gleihungen folgt: 


9 Einwurf: A:A = B:B-8. 


r N 

”. Erwiefen: A:A” = B:B 

* (A A, aber B"<B’+ 3) 

oder noch offenbarer aus der Iingereimtheit der Gleichung, die aus 


beiden durch Gleichſetzung von 5 nah $. 267 hervorgeht, ale: 


A A‘ 9, A _ 4“ 
Br (Einm.); ; m (erwiefen) 
a _& 
B-+3 DB“ 


welches nach 8. 267 Folgeſ. ungereimt ift, da 
A">A'; aber B’<B’ +8. 

(Diefe Ungereimtheit mag endlich dritten? auch erfannt wer: 
den in der nad) $. 267 daraus abzuleitenden Gleichung 
. a B-+ö 

* Be 
d. h. aus der Gleichfegung eines echten und eines unechten Bruches.) 

Einwurf 2) A:A'= B:B’—5 6). 

Widerlegung: Unter unveraͤnderter Anwendung bed Berfah- 
rens in der Widerlegung des Einwurfs 1 ergiebt. fih ein 
B">B’— 8, aber <B’, und dem entfpredhend ein A"<A’; und 
für dies B“, commenfurabel zu B, nad Nr. I die Gleichung 

A:A" = B:B" (4). 
Diefe unzweifelhaft richtige Gleihung aber iſt unvereinbar 


N 
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mit der Gleichung (3) des Einwurfs, wie entweder ſchon aus 
gender Zuſammenſtellung der beiden Gleichungen folgt: 
Einwurf: A: A B: B—-3 





A . 
GErwiefen: A:A“—=-B:B“ | 
( A" < A', aber B’>B—>5), | 
oder noch offenbarer aus der Iingereimtheit der Gleichung, die * 
beiden durch Gleichſetzung von 5 nad $. 267 hervorgeht, alt: 


A A‘ 2 A’ A“ . Ä 
Bro (Einw.); ;,-Rr (erwiefen) | 
A — A" | 

BZ; PB | 


welche Gleihung nad $.267 Folge. ungereimt ifl, da A CA 
aber B">B’— 5. (Diefe Ungereimtheit mag endlih Drittens 
auch erfannt werden in der nad $. 267 daraus abzuleitenden 
Gleichung | | 
A DB: | 
A Be | 
d. h. aus der Gleichſetzung eined echten und eine? unechten 
Bruches.) | 
8. 281. 

Folgeſ. 1. Sind zwei Größen A und B einander proportional 
für jeden Fall der Commenfurabilität, fo find fie es auch für 
den Fall der Incommenfurabilität. Denn die Beweisführung in 
Nr. II des vorigen Paragraphen beruht auf feiner andern Bors 
ausſetzung als auf der Borausfegung von Nr. I. 

Folgeſ. 2. Jede Proportion unter Größen ift auf 
faffen ald eine Proportion unter unbenannten Zahlen den 
Maßzahlen n, n‘), welche je ein Paar diefer Größen in einerlei 
Map oder Einheit (a, P) entweder ganz oder doch bis zu jedem 
beliebigen Grade der Annäherung genau ausdrüden, je nachdem 
die Größen eines folhen Paared commenfurabel oder incommen- 
furabel find (vgl. $. 265). 

8. 282. 

Lehrſ. Wenn fih ein Paar Größen G und © (z.B. zweierlei 
Zinfen) verhalten wie je ein Paar mehrerer anderer Größen 
Aund A, Bund B’, ... (4. B. wie zwei Kapitale, Zeiten, Zin® 


VII Abſchnitt. - 279 


ße), wofern die beiden Blieder jeded andern Paared außer dem 
einen zur Zeit gleih find: fo ift das Berhältnig jened Größen- 
Baared G:& gleih dem Producte der Berhältnijfe aller diefer 
"anderen Paare, wofern die Glieder derjelben verſchieden find. 
A:A’ (foll heißen: &:& — dem 
B: B Verhälnig A:A', B: B ...., 
4. Annahme. G:640:0 wofern die beiden Glieder 
| ***2** der übrigen Verhaͤltniſſe 
N:N’ einander gleich find). 
N 


Dem. Man denke fih den Größenzuftand & in den Zu- 
‚Sand © durch eine Reihe von Zwifchenzuftänden binübergeführt, 
| fo daB jeder folgende Zuftand von dem vorhergehenden nur durd 
"We Derfchiedenheit der bis dahin gleih angenommenen Glieder 
"eined neuen Größenpaares verfhhieden wird, und bezeichne Diefe 

verihiedenen Zuftände von G der Reihe nah mit A, B, & xc., 
je nachdem für fie nur die A und A‘, oder auch die B und B', 
oder auch die C und C’, ... verfchieden find, fo hat man: 

G:A = A:A’ (Annahme, da in © u. A die beiden Glie⸗ 

der aller Paare außer Au. A’ gleich find), 

A:B = B:B’ (Unnahme, da in A u. B die beiden Glie- 

der aller Paare außer B u.B’ glei find), 

B:6 = C:C’ (Annahme da in B u. C die beiden Glie⸗ 

der aller Paare außer Cu.C’ gleich find), 


MR-S)—N:N (Unnahme, da in Mu. © die beiden 
Glieder aller Paare außer N u. N‘ 
gleich find), 

G ABC N | 
und demnad) ($. 279) © = % BG .. V w. z. b. w. 
Beiſp. Das Verhältniß der Zinſen Z u. 3° eines Kapitals 
von 5000 ,.B, welche 3 Jahre zu 5 pCt. geftanden haben, und 
eine® anderen von 4000 ,8, welche 7 Jahr zu 4 pCt. geftanden 
haben, leitet ſich alfo ab: 
5000 2 3 Jahre 5pCt. 3 3 5000 


— —— 


400 m m „ A A 4000 
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4000 9 3 Jahre 5 pCt. A A3 
(re , 8» T 
4000 8 7 Jahre 5pCt. B B5 
ve 0. 4, (= *57 

3 5000.3.5 

3% 4000.7.4 

Anm. In der Beichränkung der Abhängigkeit von © auf die von nur zw 
Größen, A und B, erhalten wir in &:&' — pa B:A’.B' die 


wichtige Regula de Quinque, die nit bloß für eine große Klaſſe von 
Rechnungsaufgaben ded gemeinen Lebens, fondern aud für viele Aufgaben 
der Wiffenfchaft eine ganz allgemeine Auflöfung enthält und darum vor 
anderen klar und geläufig zu fein verdient. (Bgl. Geometrie Abfchn. VII 
und meiterbin oft.) Erſtreckt ſich die Abhängigkeit der Größe © auf de 
von mehreren Größen, A,B,C,D..., fo geben für &:&' die Formel 
der fogenannten Regula Septem, Novem zc. hervor, weil eben immer zwä 
Größen mehr eintreten und der Name nur ganz äußerlich von der Zahl dw 
gegebenen Größen hergenommen iſt. 


IX. Abfchnitt. 
- Anhang zum I. Theile der Arithmetik. 





Das Quadriten und Cubiren der Zahlen unfer® Bahlen- | 
ſyſtems, ſowie die Quadrat- und Cubil-Wurzelausziehung. 


Es ift räthlih, jedenfald immer zuläffig, die genannten Rechnungen vor " 
der allgemeinen Lehre von den Potenzen und Wurzeln hergeben zu laſſen. Di 
paar dazu noͤthigen Sätze können leicht für fi erflärt und aus den vorher: 
gehenden Abfchnitten bewieſen werden und find darum hier befonderd heraus: 
gehoben. — Nichts hindert dann weiter, felbft die quadratifhe Gleichung hier 
auf glei folgen zu lafien, wie dies manchmal den Bedürfniffen des Unterrichts 
entfprechen wird. Die doppelten, wie nicht minder die imaginären Werthe der | 
Burzeln finden leicht eine Erklärung für fih, während hinfichtlich ihres wiſſen⸗ | 
ſchaftlichen Zuſammenhangs auf den Abſchn. ZI verwiefen werden mag. 
| 


A. Das. Auadriren und die Auadratwurzel- Ausziehung. 
$. 283. 
Die bei der Löfung der Aufgaben diefes Abfchnittd zur Anmendung fon 
menden Sätze ber vorhergehenden Abſchnitte ftellen wir alfo zufammen: 
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. 1. Das Quabrat jeder algebraiſchen Zahl iſt poſitiv. (Ha)? —= —+-a? 

j2l). 
Folgeſ. Die Quadratwurzel aus einer pofitiver Zahl ift doppeldeutig; 

—* = + 3; die Quadratiwurzel aus einer negativen Zahl iſt unmoöͤglich. 


Anm. Unter Ya foll hier immer nur der abfolute Zahlenwerth (8. 109) 
keftanden und das + jedesmal erft durch +Ya ausdrüdlich angezeigt werden. 


"2. Das Quadrat des Binomiumsd (a+b) ift gleih dem Quadrate des 
Ren Theiles, plus dem doppelten Producte aus beiden Theilen, plus bem 
uabrate des zweiten Theiles. 
(a +b)? = a?-+2ab+b? ($. 69). 
Beiſp. (4+5)2 = 424 2.4.5452. 
(40-43)? = 402 -+2.40.3 +32 

—= 1600-2409 
= 1849 — (43)?. 

Folge. Wächft die Wurzel a um einen Theil b, fo wächſt das Duadrat 

zwei Theile, nemlich um das doppelte Product aus der biäherigen Wurzel 
Kden neuen Theil, 2ab, und um dad Quadrat diefes neuen Theiles, b?. 
r 3. Gin Product wird quadrirt, indem man jeden Factor, ein Quotient, 
kbem man Dividendus und Divifor quabrirt, 
} (ab)? = a2b2 ($. 63) (= a) — ($. 98). 
! Beifp. (8.1000)? = 9.1000000 = 9000 000 
| (0,003)2 = 0,000009 ($. 188). 
4. Sede- defadifche Zahl ift anzufehen ala eine Summe (Bolynomium) aus 
Io vielen Theilen, als die Zahl Stellen hat; jeder Theil ald ein Product aus 
er Zahl der betreffenden Stelle in bie Einheit der ihr zugehörigen Ordnung 
Kö Zahlenſyſtems (SS. 6 u. 182). 

Beifp. 83456 = 3.1000 -+4.100+5.10-+6.1. 

23,456 — 2. 10 3. 14. 45-7454 8-1dır- 

5. Zwei auf. einander folgende Theile einer dekadiſchen Zahl werden in 
Enen einzigen Theil zufammengefaßt und in der Ordnung des niedrigfien 
Bheiled ausgebrüdt, indem man die Anzahl der Einheiten des höhern Theiles 

ab mit 10 multiplieirt und zu dieſem Producte die Anzahl der Einheiten 

niederern Theiles addirt ($. 5). 

Beifp. (3400 —) 3.1000-+4.100 = (30-4+4)100 — 34.100. 


- (3450 =) 34.1004+5.10 = (8340 +5).10 = 58.10. 


| a. Das QDuadriren. 

| $. 284. 

| Ans. Das Quadrat ded Polynomiumd a+b+c+d+e+... zu bilden. 
Aufl. Man lafle die Wurzel at b+c+d-te+... von a aus durch 

aAlmaͤligen Juwachs um je einen Theil nad) und nad) in (a-+-b), in(a+-b)-+c, 

in 64 )4 e}-+d zc. Übergehen und beftimme den jedeömaligen Zuwachs des 

Dmdrats nad) $. 283. 2, indem man den bid dahin bereitd quadrirten Theil 

der Poelynomiums ale einen und erfien Theil desfelben aufr und zufammenfaßt. 
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Man erhält darnach: 


a? — a? 
(+b)? = a2-+2ab-+-b2 
(+b-+0? = (a+b)2+2(a-+b)e-to? ($. 283. 9) 
arte +0? = arte P +2a+b tat a 


- woraus fi folgende überfichtlihe Zufammenftellung der Producte ergiebt, 
fie da8 Quadrat bed Polynomiums bilden: 
(“+b+ce+dte+...? = F 
+ 2sb 4b? 
- +2(a-+b)c+c? 
+2? (a +b+o)d-+d? 
+2(a+b+c+d)e+te2 n 


$. 285. 
Anfg. Eine dekadiſche Zahl, 3. B. 8456, zu quadriren. 
Aufl. Man fchreibe die gegebene Zahl nah $. 283. 4 ale Sum 

3456 —= 3.1000+4.100+5.104+6.1; mende auf dad Quadriren di 

Summe dad Berfahren ded $. 284; auf die Zufammenfaffung des bereits « 

drirten Theiles der Zahl in einen Theil 8. 283. 5; auf das Quadriren | 

einzelnen Theile endlich $. 283. 3 an, fo ergiebt ſich durch eine zmedmäß 

Zufammenftellung der Factoren folgende Ausführung: 


(3466)2 = (3.1000+4.100+4+5.10-+6.1)2 = 
















a2 32.1000.1000) .. _ 
2ab 2.3.4.1000.100 T. 
ge 42,100.100 [(*t+P’ ro: 
— & G am 
2(a+b)e \—={ 2.34.5.100.10 
e2 52.10.10 . fert 
2(a-4b-+c)d 2.345.6.10.1 
d? 62.1.1 


Bei diefem Berfahren ded Quadrirend einer defadifhen Zahl, 3456, tich 
nach einander die Quadrate und doppelten Producte der Ziffern 3, 4, 5, 6% 
ihrer Zufammenfaffungen zu einem Theile ebenfo auf wie in (a --bFc+® 
die Quadrate und doppelten Producte von a, b, c, d und ihrer Zufanm 
faffungen zu einem Theile; nur mit dem doppelten Unterſchiede, daß erke 
dem (a+-b) nicht (34-4), fondern nach $. 283. 5 30-4 oder 34, umd ehem 
dem a+b-+e in unferm Beifp. nicht (3-45), fonden 300-4404 
oder 345 entfpricht x. ...; und zweitens, daß jedes folgende der fraglice 
Broducte oder Quadrate gemäß dem Stellenwerthe feiner Factoren den Yadl 
10 einmal weniger enthält ald das vorhergehende, d. h. im Range um € 
Stelle niedriger wird. 

Bedenkt man num in diefer Ieptern Hinſicht, daß das Quadrat der Ei 
offenbar in der Stelle der Einer (oder im Range Rull) endigt, und daß be 
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e richtige Anweiſung der Stelle für eins der auftretenden Producte nebft 

nwendung der eben entwidelten Rangfolge auf diefelben die Stelle für jedes 
elben richtig angemwiefen wird, jo fürzt fi) dad vorige Verfahren der Qua⸗ 

rung einer dekadiſchen Zahl zu folgender überfichtlichen Anordnung ab: 






r (3456)? — 
# a2. — 8? = 9 
b - 2ab — 2.3.4 — 2/4 
b? = 4? = 16 
2(a+b)e = 2.3.5 — 340 
c? — 52 = 25 
2(a+b-+co)d — 2.345.6 = 4/14|o 
d?2 — 62 == | 36 
(3456)? — 11|94| 39 | 36 | 


» 
j 


Anm. Borftehendes Berfahren der Quadrirung bedarf feiner Aenderung, 
Wenn Rulfen unter den Ziffern der Zahl vortommen, obwohl e3 für diefen Fall 
I Abfürzung fähig if. (3450)? — 11902500; (3045)? — 9302425. 


8. 286. 
Zuſ. Dbiges Berfahren der Quadrirung einer defadifchen Zahl bleibt un- 
ndert bei Decimalbrüden; denn das Geſetz der Rangfolge der ein« 
Anen Producte bleibt dasfelbe (8. 182). 

Um nun den Rang aller Ziffern ded Quadratd durch den Rang einer der: 
Jelben (8. 285) auf die einfachfte Art zu beftimmen, bezeichnet man entweder 
‘eih während der Quadrirung die Stelle der Einer durch ein Komma hinter 
dem Quadrate der Einer der Wurzel, wie im Beifp. 1; oder auch, man qua- 
dritt die Zahl ohne alle Rücfiht auf das Komma und fihneidet in dem fo 
‚nad 8. 285 gebildeten Nefultate doppelt fo viel Stellen von der Rechten zur 
Hinten ab, als. Decimalftellen in der Wurzel vorfommen, nad) 8. 188. 

Hat der gegebene Decimalbruc keine Ganze, wie im Beifp. 2, fo tft in 
jedem alle das zweite Berfahren das einfachfle und fiderfte; im angeführten 
Seil hat man 8 Decimalftellen abzuſchneiden. 


Beifp. 1. (34,66)2 — Beifp. 2. (0,0345)? = 
9 9 

9 24 24 
| 16, 16 
' 34 |0 340 
h 25 25 
4 1140 ST  urınnar 
Ä 36 0,00119025. 
1194 , 3986. 


Folgeſ. Das Quadrat eines Decimalbruchs hat immer eine gerade Ans 
F von Decimalſtellen, nemlich doppelt ſo viel als die Wurzel; und umgekehrt 
wird die Quadratwurzel aus einem Decimalbruche immer halb ſo viel Stellen 
haben als das gegebene Quadrat, und darum uͤberhaupt als Decimalbruch nur 
darſtellbar ſein, wenn das Quadrat eine gerade Anzahl von Stellen hat, eine 
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Vorbedingung, die durch das Hinzufügen einer Null (5. 186) im jedem 
erfüllt werden Tann. 
8. 287. 
nf. Die Quadrirung gewöhnlicher Brüche gefchieht nach $. 283. 3- 
Quadrirung des Zählere und des Nennerd, und fo aud die Quadrirung 
wmifchter Zahlen, nahdem man fie nah $. 161 in einen unechten Bruch 
wanbelt bat. 


Beifp = A; N? = A — it = 


b. Dad Audziehen der Quadratwurzel 
a) aus Zahlen, die volllommene Quadrate find. 


8. 288. 
Borerinnerung. Die bei der Bildung des Quadratsé einer gan 
Zahl in $. 285 auftretenden Quadrate der einzelnen Ziffern der Wurzel endiggg 
von den Quadraten der Einer an aufwärts gezählt, der Reihe nach im Rau 
oder in der Ordnung O0, 2, 4, 6 x., d. h. in den auf einander folgende 
Rängen gerader Ordnung; in den dazwiſchen liegenden Rängen ungerader Om 
nung, 1, 3, 5, 7, ... (in den Stellen der Zehner, Tauſende, Hunderties 
fende, ...) endigen die doppelten Producte aus einem vorhergehenden, erſten 
einen zweiten Theil der Wurzel. Ein Quadrat hat demnach ſicher (tenigfing 
fo viel Stellen gerader Ordnung, als die Wurzel Stellen hat. 
Man würde darnach umgefehrt aus der Zahl der Stellen gerader Ordnung 
eined gegebenen Quadrats die Zahl der Stellen der Wurzel beftimmen, inbei 
man in dem gegebenen Quadrate die Stellen gerader Ordnung etwa dur 
Striche zu ihrer Rechten unterfhiede, durd) folhe Strihe das Quadrat ir 
Abtheilungen von je zwei Stellen zerlegte, und nun auf jede ſolche Abtheilun 
eine Ziffer der Wurzel rechnete, wie im obigen Beifpiele aus 11] 9439] 36| m 
4 Stellen der Wurzel fließen. 
Zum firengen Beweiſe jedodh, daß man dadurch nicht mehr Stellen de 
Wurzeln fordere, als man durchaus nöthig hat, dient der folgende 
Lehrſ. Iſt die Wurzel eine nftellige ganze Zahl, fo hat das Quadrd 
entweder 2n oder (2n — 1) Stellen. 
Bew. Sedenftellige ganze Zahl (3456) liegt zwifchen zwei auf einanl 
folgenden Einheiten höherer ‚Ordnung, von denen die kleinere mit 1 ſam 
(n—1) Nullen, die größere mit 1 fammt n Nullen gefchrieben wird wiſae⸗ 
1000 und 10000); fie iſt mindeſtens gleich der erſteren, im allgemeinen groͤßet7 
ift aber immer kleiner als die zweite. 
Ihr Quadrat ift demnach mindefteng — einer Zahl, die mit 1 fammt % 
folgenden Nullen gefdhrieben wird ($. 71 Folgef. 4), im allgemeinen größer; if 
aber immer Meiner als eine Zahl, die mit 1 fammt In Nullen geſchtieben 
wird, d. 5. fie ift mindeftens gleich der kleinſten (2n — 1) ſtelligen Zahl em 
größer, aber kleiner als die kleinſte (2n +1) fiellige Zahl. 
Das Quadrat jeder nftelligen Zahl hat demnach 2n— 1 oder In ShiM, 
wm... +" 
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8. 289. | 
Folgef. "Um aus der Stellenzahl eines gegebenen Duadrats die Stellenzahl 
gefuchten Wurzel zu beftimmen, theile man das gegebene Quadrat von der 
He der Einer an in Abtheilungen von je zwei Stellen, wo dann die oberfte 
Aheilung eben ſowohl auch nur eine Stelle enthalten kann. Die Anzahl 
er Abtheilungen wird anzeigen, twie viel Stellen die Wurzel hat; denn bat 
n n Abtheilungen und fomit n Stellen der Wurzel, fo wird man darnach 
h oder 2n — 1 Stellen des Quadrat® haben, jenachdem die oberfte Abthei- 
ng zwei Stellen hat oder nur eine. 
Darna hat Y11|94|39|36 vier Ziffern, und es handelt fih nur noch 
m die Beſtimmung der einzelnen Ziffern der Wurzel. 


8. 290. 
Anfg. Aus einer gegebenen Zahl (Quadratzahl) die Quadratwurzel zu 


eben. 
Auflöfung und Beweid an dem Beifpiele: 



















(3456)? — 
9 
214 
16 
84!0 
25 
411410 
36 
yıııajsılseı =3 4 5 6 
a? — 9 
AF eg 
54 
b? = 16 
38813 
2(a+b)e = |34|0 
4|39 
ce? — 25 
4|14|3 
2(a-b+e)d= 4|14|0 
36 
d?2 —= 36 


+ Man theile die gegebene Zahl von der Stelle der Einer an in Abtheilun⸗ 
gm von je zwei Stellen, wo dann die oberfte Abtheilung auch nur eine Stelle 
enthalten ann, und beflimme dadurd) nad) 8. 289 die Anzahl der Stellen der 
Burzel. Ä 

Zur Beftimmung der einzelnen Ziffern felbft gelangt man dann dur 
folgendes aus $. 285 abgeleitetes Verfahren: 

Die höchſte Ziffer der Wurzel muß fo befchaffen fein, daß ihr Quadrat dad 
größte ift, welches fih noch abziehen laßt von dem Theile der gegebenen Zahl, 
welcher bis zu ihrer höchften Stelle gerader Ordnung, d. h. bid and Ende der 
often Abtheilung hinab reicht; denn bei der Bildung des gegebenen 
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Quadrats aus den noch unbekannten Ziffern der Wurzel reichte das Quabt 
der hoͤchſten Ziffer der Wurzel gerade bis zu dieſer höchſten Stelle gem 
Ordnung hinab. Cine folhe Zahl ift in unferem Beifpiele 3. "Ihr Aue 
9 (a?) von 11 abgezogen läßt den Reft 2 (melder durch die folgenden Py 
ducte beider Bildung des Quadrate in diefe Ordnung hinauf gelommen fein mug 

Um nun einen zweiten Theil der Wurzel, d. 5. die Ziffer der zwe 
Stelle zu beftimmen, kommt das Berfahren zur Anwendung, welches fich ui 
verändert ebenfo für alle folgenden Ziffern der Wurzel wiederholt und folge 
des ift: - 

Wir bedenken, daß bei der Bildung des gegebenen Quadrats dad doppe 
Product aus dem erften (3) und dem zu fuchenden zweiten Theile bis 
böchften (folgenden) Stelle ungerader Drdnung hinabreichte, bid zu der Stelle, 
auf welcher in unferem Beifpiele 9 fteht. Bezeichnen wir diefen unbekannten 
zweiten Theil der Wurzel mit b, fo ift demnah 2.3.b <= 29 

<= 2% 
etwa = i 

Sf 4 nun wirklich der zweite Theilder Wurzel, fo muß er die doppelte Prowi 
beſtehen; erftend daß ſich das doppelte Product aus ihm und dem erftern Theile 
alfo 24, abziehen läßt von 29; zweitens daß ſich fein Quadrat 16 abziehen 14 
von dem ferneren Reſte, fomweit er eine Stelle tiefer reicht, d. h. von dem Reſte der, 
vorigen Subtraction, verbunden mit der folgenden Stelle (gerader Ordnung) | - 
Quadrats, 16 von 54. 

Nach der Ausführung diefer beiden Subtractionen behalten wir einen Reft Sg 

Wir fehen nun 34 ald einen und erften Theil der gefuchten Wurzel anf 
deffen Quadrat bis zu der Stelle gerader Ordnung herabreicht, die der zweite 
Stridy unterfcheidet, und wo in unferem Beifpiel die Zahl 4 ſteht. Nach Abe 
zug feined Quadrats ift der Reſt 38 in diefer (gleihfam höchſten) Stelle ges 
rader Ordnung geblieben; (er muß durch die folgenden Producte bei der Bils 
dung des Quadrats in diefe Ordnung Mnaufgelommen fein). 

Um den neuen zweiten Theil der Wurzel, deren erſter 84 ift, zu find 
fehrt darum das obige Verfahren zur Auffindung eines zweiten Theile 
Wurzel unverändert wieder, und zwar alfo: 

Wir Holen zum Reſte 38 die Ziffer 3 der nächft folgenden (mun hödhften): 
Stelle ungerader Ordnung; und nennen wir den zu ſuchenden zweiten Theil 
der Wurzel c, fo muß 2.34. <= 383; e<—= |! 2 ‚etwa = 5 fein. 

Soll 5 nun wirklich der zweite Theil der Wurzel fein, fo muß diefe Zahl 
die doppelte Probe beftehen, erftens daß das doppelte Product aus ihr um 
34, 2(a-+-b)c=340 ſich abziehen laßt von dem Refte der gegebenen Quadrab 
zahl, foweit er bis zu der (nunmehr höchften) folgenden Stelle ungerader Oid⸗ 
nung reiht, von 383; zweitens, daß ihr Quadrat c? — 25 fih abziehen 
läßt von dem ferneren Reſte, fomweit er wieder eine Stelle tiefer reicht, 8 
von 439. 

Nach geſchehener Ausführung bleibt ein Reſt 414. | 

Zur Auffindung der legten Ziffer der Wurzel kehrt unverändert zum britim 
Male das Berfahren wieder, einen zweiten Theil der Wurzel zu finden. Statt . 
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died Verfahren noch einmal abzuleiten, führen wir vielmehr zum Schluß nur 
der Reihe nad die einzelnen DVerrichtungen auf, in denen es fich hier wie in - 
jedem Falle immer gleihmäßig vollzieht und zwar alfo: 


1) Man holt zu dem etwa gebliebenen Reſte (414), und ebenſo auch 
ſonſt, wenn der Reſt etwa Null war, die erſte Ziffer (3) der folgenden Abtheilung 
des gegebenen Quadrats herunter (4143); 

2) man bildet das Doppelte des bisherigen erſten Theiles der Wurzel 
(2.845 —= 69%); . 

3) man dividirt erftere Zahl durch die Iebtere, (4143: 690); 
fo wird im allgemeinen diefer Quotient (manchmal eine Kleinere Zahl f. u.) der 
gefuchte zweite Theil der Wurzel fein. 

Man zieht nun zur Prüfung des fo beflimmten Theild der Wurzel 

4) das Product aus ihm und dem Doppelten des biöherigen erften Theils 
von der Zahl in Nr. 1 ab, 4140 von 4143; 

5) holt zu dem etwa bleibenden Reſte (3) die folgende Ziffer der Quadrat- 
zahl, die zweite Ziffer der genannten Abtheilung des gegebenen Quadrate (6); 
und 

6) zieht von diefer Zahl (36) dad Quadrat des gefundenen zweiten 
Theild ab, 36 von 36. 

An unferem Beifpiele bleibt bei der letzten Subtraction fein Reft, und die 
gefundene Zahl ift die genaue Quadratiwurzel der gegebenen Zahl, wie 
aus der gänzlichen Uebereinftimmung der XIheile, morin die gegebene Quadrats 
zahl nad diefem Berfahren zerlegt wird, mit den XTheilen, woraus dad 
Quadrat der gefundenen Wurzel zufammengefebt wird (f. oben), offenbar ift. 


* 


8. 291. 


Zuſ. Faſſen wir das ganze Verfahren der Quadratwurzelausziehung kurz 
und bündig zuſammen, fo wird ed demnach (8. 290) alſo vollführt: 


1) Man theile die gegebene Quadratzahl von der Rechten zur Linken in 
Abtheilungen von je zwei Stellen, ſo daß die oberſte Abtheilung darnach eben⸗ 
ſowohl nur eine als auch zwei Stellen enthalten kann; die Zahl der Abtheilun⸗ 
gen iſt gleich der Anzahl der Stellen in der Wurzel. 

2) Man ſuche eine Zahl, deren Quadrat das größte iſt, welches ſich von 
der oberften Abtheilung des gegebenen Quadrats noch abziehen läßt; fie ift 
die erfte oder oberfte Ziffer der Wurzel. 

3) Man ziehe das Quadrat diefer oberften Ziffer der Wurzel von der 
oberften Abtheilung des gegebenen Quadrat ab. 

Zur Auffindung der zweiten, mie dann ebenfo jeder folgenden Ziffer der 
Wurzel verfährt man nun weiter ganz nad den Regeln, wie fie im vorigen 
8. der Reihe nad) in den Nummern 1 bid 6 aufgeführt find. 


Anm. Der Reft, welcher nad Abzug des Quadrats einer Ziffer ber 
Wurzel (nad) Anwendung von Regel 6 des vorigen $.) bleibt, darf höchſtens 
gleich dem Doppelten des bis dahin beftimmten Theild der Wurzel fein. Denn 
bezeichnen wir diefen mit a, fo würde (a-H- 1)? nur um 2a--1 größer fein 
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Quadrats aus den noch unbekannten Ziffern der Wurzel reichte das Quadrat 
der höhften Ziffer der Wurzel gerade bis zu dieſer höchſten Stelle gerader 
Ordnung hinab. Eine foldhe Zahl ift in unferem Beifpiele 3. Ihr Quadrat 
9 (a2) von 11 abgezogen läßt den Reft 2 (welcher durch die folgenden Pro 
ducte bei der Bildung des Quadrate in diefe Ordnung hinauf gelommen fein muß). 

Um nun einen zweiten Theil der Wurzel, d. h. die Ziffer der zweiten 
Stelle zu beftinnmen, kommt das Verfahren zur Anwendung, welches fich un 
verändert ebenfo für alle folgenden Ziffern der Burzel wiederholt und folgen 
des ift: 


Wir bedenken, daß bei der Bildung des gegebenen Quadrat das doppelie 
Product aus dem erften (3) und dem zu fuchenden zweiten Theile bis zur 
hoͤchſten (folgenden) Stelle ungerader Ordnung binabreichte, bis zu der Stelle, 
auf welcher in unferem Beifpiele 9 ſteht. Bezeichnen wir diefen unbefannten 
zweiten Theil der Wurzel mit b, fo ift demnah 2.3.b <= 29 

b<= 2 
etwa — 4 

Iſt 4 nun wirklich der ziveite Theil der Wurzel, fo muß er die Doppelte Probe 
beftehen ; erftend daß fi) das doppelte Product aus ihm und dem erſtern Theile, 
alfo 24, abziehen läßt von 29; zweitens daß fi fein Quadrat 16 abziehen laßt 
von dem ferneren Refte, foweit er eine Stelle tiefer reicht, d. h. von dem Refte der 
vorigen Subtraction, verbunden mit der folgenden Stelle (gerader Ordnung) deö 
Quadrate, 16 von 54. 

Nach der Ausführung diefer beiden Subtractionen behalten wir einen Reft 38. 

Wir fehen nun 34 ald einen und erften Theil ber gefuhten Wurzel an, 
befien Quadrat bis zu der Stelle gerader Ordnung herabreiht, die der zweite 
Strich unterfcheidet, und wo in unferem Beifpiel die Zahl 4 flieht. Nach Ab⸗ 
zug feines Quadrats ift der Reſt 38 in diefer (gleihfam höchſten) Stelle ges 
rader Ordnung geblieben; (er muß durch die folgenden Producte bei der Bil⸗ 
dung des Quadrats in diefe Ordnung Mnaufgefommen fein). 

Um den neuen zweiten Theil der Wurzel, deren erfler 34 ift, zu finden, 
fehrt darum das obige Verfahren zur Auffindung eines zweiten Theils der 
Wurzel unverändert wieder, und zwar alfo: 

Wir holen zum Nefte 38 die Ziffer 3 der nächſt folgenden (nun höchſten) 
Stelle ungerader Ordnung; und nennen wir den: zu fuchenden zweiten Theil 


der Wurzel c, fo muß 2.34. <= 383; ce <= 3%, etwa — 5 fein. 


Soll 5 nun wirklich der zweite Theil der Wurzel fein, fo muß diefe Zahl 
die doppelte Probe beftehen, erftend daß das doppelte Product aus ihr und 
84, 2(a+-b)c= 340 ſich abziehen läßt von dem Reſte der gegebenen Quadrat⸗ 
zahl, foweit er bis zu der (nunmehr höchften) folgenden Stelle ungerader Ord⸗ 
nung reiht, von 383; zweitens, daß ihr Quadrat c2 — 25 fi abziehen 
läßt von dem ferneren Nefte, foweit er wieder eine Stelle tiefer reicht, 25 
von 439. 

Nach gejchehener Ausführung bleibt ein. Reſt 414. 

Zur Auffindung der legten Ziffer der Wurzel kehrt unverändert zum dritte 
Male das Verfahren wieder, einen zweiten Theil der Wurzel zu finden. Giatt 


» 
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dies Berfahren noch einmal abzuleiten, führen wir vielmehr zum Schluß nur 
der Reihe nad die einzelnen Verrichtungen auf, in denen es fich bier wie in - 
jedem Falle immer gleihmäßig vollzieht und zwar alfo: 

1) Man holt zu dem etwa gebliebenen Refte (414), und ebenfo auch 
fonft, wenn ber Reſt etwa Null war, die erfte Ziffer (3) der folgenden Abtheilung 
des gegebenen Quadrate herunter (4143); 

2) man bildet dad Doppelte des biöherigen erjten Theiles der Wurzel 
(2.345 — 6%); x 

3) man dividirk erflere Zahl durch die leßtere, (4143: 690); 
fo wizb im allgemeinen diefer Quotient (manchmal eine Bleinere Zahl f. u.) der 
gefuchte zweite Theil der Wurzel fein. 

Man zieht nun zur Prüfung des fo beftimmten Theils der Wurzel 

4) das Product aus ihm und dem Doppelten des bisherigen erften Theis 
von der Zahl in Nr. 1 ab, 4140 von 4143; 

5) holt zu dem etwa bleibenden Refte (3) die folgende Ziffer der Quadrat» 
zahl, die zweite Ziffer der genannten Abiheilung des gegebenen Quadrats (6); 
und 

6) zieht von bdiefer Zahl (86) dad Quadrat ded gefundenen zweiten 
Theild ab, 86 von 36. 

In unferem Beifpiele bleibt bei der lebten Subtraction fein Reſt, und die 
gefundene Zahl ift die genaue Quabdratwurzel der gegebenen Zahl, wie 
aus der gänzlichen Uebereinftimmung der Theile, worin die gegebene Quadrats 
zabl nad) diefem Berfahren zerlegt wird, mit den heilen, woraus das 
Quadrat der gefundenen Wurzel zufammengefeßt wird (f. oben), offenbar ift. 


> . 


. 8. 291. 


Zuſ. Faffen wir dad ganze Verfahren der Quadratwurzelausziehung kurz 
und bündig zufanımen, fo wird ed demnady (8. 290) alfo vollführt: 

1) Man theile die gegebene Quadratzahl von der Rechten zur Linken in 
Abtheilungen von je zwei Stellen, fo daß die oberfte Abtheilung darnach eben 
fowohl nur eine ald auch zwei Stellen enthalten kann; die Zahl der Abtheilun⸗ 
gen ift gleich der Anzahl der Stellen in der Wurzel. 

2) Man fuche eine Zahl, deren Quadrat das größte ift, welches fih von 
der oberften Mbtheilung des gegebenen Quadratd noch abziehen läßt; fie ift 
die erfie oder oberfte Ziffer der Wurzel. 

3) Man ziehe dad Quadrat diefer oberften Ziffer der Wurzel von der 
oberften Abtheilung des gegebenen Quadrats ab. 


Zur Auffindung der zweiten, wie dann ebenfo jeder folgenden Ziffer der 
Wurzel verfährt man nun weiter ganz nad den Regeln, wie fie im vorigen 
8. der Reihe nad) in den Nummern 1 bis 6 aufgeführt find. 


Anm. Der Reft, welcher nad Abzug des Quadrats einer Ziffer der 
Burzel (nad) Anwendung von Regel 6 des vorigen $.) bleibt, darf höchſtens 
gleich dem Doppelten des bis dahin beftimmten Theils der Wurzel fein. Denn 
degeichnen wir diefen mit a, fo würde (a-+-1)2 nur um 2a--1 größer fein 
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ald a2, mithin (a+-1) ſtatt a zu ſetzen geweſen fein, wenn der nach Wing 
von a? gebliebene Reft größer ald 2a, d. 5. mindeftend gleidh 2a 1 geivefen 
wäre. 

8. 292. 

Auf. PBorftehendes Berfahren der Wurzelaugziehung erlaubt eine je 
mäßige Ablürzung dur dad Zufammenfaffen der beiden Proben, welche jede 
neu gefundene zweite Theil der Wurzel beftehen muß, in eine, d. h. Dur die 
Zufammmfaffung ſowohl der Bildung ald auch der Subtraction der beiden 
Producte aus dem Doppelten des erflen Theild in den zweiten Theil und dem 
Quadrate diefed ziweiten Theils, in folgender Weife: - j 


vı°% 39|36| —= 3456. 
9 

















I 

Man hole zu einem jedesmaligen Refte, der nad Abzug dei Quadrats 
eines erften Theiles bleibt, zu 2, 38, 414 die ganze folgende Abtheilung (fait 
nur einer Ziffer derfelben) 94, 89, 86; fehreibe das mie oben gebildete Doppelte 
bes bisherigen erften Theild 6, 68, 690 unter den nad) obiger Entwidiung 
dazu gehörigen Dividendus 29, 383, 4143, fo alfo, daß die zweite Stelle der | 
jedesmal heruntergezogenen Abtheilung offen bleibt; fchreibe in diefe offene | 
Gtelle den Quotienten 4, 5, 6, der durch die ganz mie oben vollzogene Divi⸗ 
fion als zweiter Theil der Wurzel erhalten (und darum als folder zugleid 
als fernere Ziffer der Wurzel gefchrieben) wird; multiplicire nun die fo au 
gefüllte Zahl, (6)4, (68)5, (690)6 mit ihrer lebten Hiffer: fo werden in der 
Subtraction des fo erhaltenen Products, 256, 3425, 41536, beide obige Prir 
fungen des zweiten Theild auf einmal volljogen fein. 

Zur Rechtfertigung diefer Abkürzung des urfprünglichen Verfahrens bedarf 
ed nur der Ueberzeugung von der Richtigkeit des einen Punktes, worin es vor 
jenem abweicht, nemlid davon, daß die beiden obigen Producte auf diefe Weit 
richtig gebildet und richtig abgezogen find. Und da ift ed unmittelbar Ha, 
daß das fo gebildete Product die Summe der beiden früheren Producte, de 
Quadrate des zweiten Theild und des Products aus ihm und dem Doppelie 
des bisherigen erften Theils ift, unter der dort geforderten Vorausſetzung, def 
dad Quadrat des zmeiten Theild im Nange eind niedriger geſetzt wird als dat 
Product aus ihm und dem Doppelten des bisherigen erften Theils; ebenfo um 
mittelbar Mar, daß die Subtraction des Products an rechter Stelle vollzogen ward. 

Anm. 1. Das allgemeine Berfahren bedarf in keinem Falle einer Aenderung, 
wenn Ziffern der Wurzel glei Ruf find, obwohl es für diefen Fall eine Wr 
fürzung finden kann, z. 2. Y 25836889 = 5088. 


RAbſchnitt. 289 


. Anm. 2. Borflehended abgelürztes Berfahren ber Quadratwurzelausziehung 
findet eine urfprünglide Begründung in einer andern Art der Quadrat⸗ 
bildung, al® wir fie oben $. 285 dargeftellt haben. Und meil darnach auch 
legtere jelbft ſchon eine entfprechende Abkürzung erfährt, fo wollen wir diefelbe 
im folgenden Paragraph kurz andeuten. 


8. 293.* 
Reh (a+b)? = a?2+(2a+b)b. 
Beifp: (34)2 — 302 + (60-44) 4. 
Folgeſ. a +b+c+d+... = 
a2 
+(23-+b)b 
. +{2(@+b)+c}e 
Tears totale 
In Anwendung lebterer Form der nadsrung auf defadifche Zahlen würde 
jedem Zuwachs der Wurzel um eine Stelle nur ein Zuwachs des Quadrats, 
dad Product der Summe aus dem Doppelten des biäherigen Theild und 
dem neu hinzukommenden Theile in bdiefen leßtern entfprechen; dies Product 
jelbft aber, mofern wir ed in obiger Weife $. 283. 5 aus den Ziffern der 
Zahl bildeten, weil fowohl der Factor (2a+-b) ald auch der Factor b im 
Range eind niedriger ift ald a, im Range um 2 niedriger fein als das vorher: 
gehende, und fo bei jedem folgenden Producte. Daraus ergiebt fih das abge⸗ 
fürzte Berfahren der Quadrirung einer dekadiſchen Zahl alfo: 


(3456)? — 
32 — 9 
(2.3(0)+4)4 = 64.4 — 256 
(2.34(0)4+5)5 = | 685.5 — 3425 
(2.345 (0)-+6)6 = | 6906.6 = 41436 
11943936. 


Diefer Art des Quadrirens einer deladifhen Zahl entfpricht denn unmittels 
bar obiges verkürztes Verfahren der Quadratwurzel-Audziehung. 

Anm. Der übereinftimmenden Behandlung ded Duadrirend und Cubirend 
wegen haben wir die obige erfte Darftelung gewählt, weil für das Cubiren und 
die Subifmurzels Ausziehung das abgekürzte Berfahren mehr Schwierigkeit des 
Berftändnifjes als Erleichterung der Ausführung fhafft. 


$. 294. 

Anfge. Aus einem gegebenen Decimalbruche, mögen Ganze damit ver 
bunden fein oder nicht, die Auadratwurzel auszuziehen. 

Auflöfung fammt Beweis. 

Da das gegebene Quadrat nad) 8. 188 doppelt fo viel Decimalftellen hat 
als die Wurzel, fo theile man vom Decimalkomma ab die Decimalftellen von 
der Linken zur Rechten in Abtheilungen von je zwei Stellen, wobei eine etwa 

Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 19 
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fehlende lebte Stelle mit einer Null zu befeben iſt. ($. 286. Folgeſ.) Cbenſo 
thetle man die Ganzen, deögleichen vom Komma ab, aber nad) $. 289 von 
der Rechten zur Linken in ebenfolhe Abtheilungen. 

Darauf vollziehe man die Wurzelausziehung ganz nad) 8.290, ala ob kein 
Komma da wäre; fehe dies aber in der Wurzel nad der Stelle, deren Ziffer 
durch Zugiehung der lebten Abtheilung der Ganzen berechnet ward. 

Hat dad gegebene Quadrat Paare von Nullen nad dem Komma und keine 
Ganze, fo wird man für jedes derfelben eine Null nah dem Komma in der 
Wurzel ſetzen und die vollftändige Rechnung erſt von da an eintreien laflen. 


1) vi]*°. 16104] = 20,98 2) Yo, 8167 61l — 0,431 








40 2157 
(4)0 (8)3 
40|16 2149 
(4 | 0)9 8161 
136181 (81 6)1 
3]35[04, 
(41|8)8 
3/3504 





3) yo ai — 0,0079 

13/41 

(114)9 

13141 
Anm. Die Stelle deö Komma mürde fid) ganz ebenfo ergeben aus ber 
Borftellung, nad) welcher man die gegebene Zahl nach meg gedadhtem Komma 
als Zähler eines Bruchs auffaßte, deffen Nenner 1 mit fo viel Paaren von 
Nullen wäre, als die Decimalftelen Abtheilungen zu je zwei Ziffern haben. 
Indem man alddann die Wurzel aus jenem Zähler durch die Wurzel aus die 
fem Nenner dividirte ($. 283. 3), hätte man (8. 185) in obiger Wurzel gerade fo 
viel Decimalftellen abzufchneiden, als Abtheilungen in den Decimalftellen des 
gegebenen Quadrats vorhanden waren; ganz übereinftimmend mit der oben 

entmwidelten Regel. 





| $. 295. 
Aufg. Die QAuadratwurzel aus einem gewöhnlihen Bruce, wie 
auch aus einer gemifchten Zahl zu ziehen. - 


Aufl. 1. Man ziehe die Duadratwurzel aus dem Zähler und aus dem 
Nenner, fo ift jenes der Zähler, diefes der Nenner der Quadratiwurzel. Und 
ebenfo verfahre man bei gemifchten Zahlen, nachdem man fie nach $. 261 ald 
unechte Brüche dargeftellt Hat. , 

Der Beim. liegt iu $. 288. 8. 

Beifp. V% =j3; V3= 18. 

Anm. In jedem Falle wird fi die doppelte Wurzelausziehung aus 
‚Zähler und Nenner zurüdführen laffen auf nur eine Wurzelausziehung amd 
Zähler oder Nenner, 3. B., wie ed am zwedmäßigften ift, auf die aus dem 
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Zähler allein, indem man Zähler und Nenner ded Bruchs mit dem Nenner 
besfelben multiplicht und nun ohne weiteres biefen Nenner ald Renner der 
Wurzel ſetzt. 


u 4 49 _ Vs_6_2 
Beiſp. V V———. 


Aufl. 2. Man verwandle den Bruch in einen Decimalbruch nach 8. 190 
und ziehe die Wurzel nach 8. 294 aus. 


ß. Dad Ausziehen der Quadratwurzel aus Zahlen, die nicht vollkommene 
Quadrate find. 


8. 296.° 


Lehrf. Iſt die Quabratwurzel aus einer ganzen Zahl nicht eine ganze 
Zahl, fo ift fie auch nicht ein Bruch oder eine gemifihte Zahl; kurz, es ift 
überall gar feine Zahl anzugeben, weldhe genau die ‚geforderte Quadratmwurzel 
der gegebenen Zahl märe. 


Annahme Ye >n und <n+1; mo z und n ganze Bahlen, 
n nöthigenfall® auch Null ift. 

Sap. Ve nicht — n45, won, a und b beliebige ganze Zahlen 
find, n auch Null fein kann. 


Dew. Man ftelle die gemiſchte Zahl a+ = * = als Bruch dar, 


und fei derſelbe, in den kleinſten Zahlen ausgedrückt, — — Es müßte 


demnach — ) =z== einer ganzen Zahl fein, welches dem $. 146 wibderfpricht. 





Anm. NRiemald wird. fih die Quadratwurzel genau ausziehen laffen 
aus Zahlen, die fih endigen auf 2, 3, 7, 8, weil dieje Ziffern nicht als End⸗ 
ziffern der Quadrate irgend einer Zahl von O bis 9 vortommen. 


8. 297. 


Aufg. Aus einer ganzen Zahl die Quadratwurzel, die nicht eine ganze 
Zahl ift, und darum nad) 8.296 auch nicht eine ganze Zahl fammt angehäng- 
tem Bruche fein fann, nähberungsmeife, und zwar bie zu jedem beliebigen 
Grade der Annäherung, 3. B. bis auf Zehntel, Hundertftel, Taufendftel, allges 
mein bi® auf die nte Decimalftelle genau darzuftellen. \ 


Aufl. Man hänge ber Zahl nah einem Derimallomma n Paare von 
Nullen an; ziehe aus der fo als Decimalbrud) dargeftellten Zahl die Quadrate 
wurzel nad) $. 294; die fo gefundene Wurzel wird bid auf n Decimalftellen 
genau die Duadratiwurzel der gegebenen Zahl fein. 

19* 
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Beiſp. v2[0 0000100]... = 14142:.. ' ‘ 
1 
1|00 

(2)4 
96 
HEN 
(2 | 8)1 
111900 
(2 8 | 2)4 
1|12|96 
— 6|04[00 
(2 |8 2| 8)2 x 
5165/64 
[3130| 


Bew. Die fo gefundene Quadratwurzel ift zu klein, weil nad) Abzug 
ihred Quadratd von 2 noch ein Reſt bleibt; aber um 1 in ihrer legten Deci- 
malftelle vermehrt, würde fie zu groß fein, weil fih das Quadrat der fo ver 
größerten Wurzel nicht mehr von 2 abziehen ließe. Somit bleibt die nach dem 
vorfiehenden Verfahren gefundene Wurzel freilih immer zu klein, wachst aber 
mit jeder neu hinzugenommenen Decimalftelle und ift ſchließlich nicht um eine 
Einheit der lebten Decimalftelle zu kein. Da der Werth einer ſolchen lepten 
Derimalftelle bei unbedingt freier Wahl ihres Ranges beliebig klein gemadt 
werden kann, fo wird man fi) demnadh dem wahren Werthe der Wurzel bie 
“auf jeden beliebigen Grad der Genauigkeit nähern, ohne fie jedoch jemald ganz 
genau darftellen zu können. . 

$. 298. ° 

Zuſ. Porftehendes Berfahren, näherungsweife die Quadratiwurzel auszu⸗ 
ziehen, ift unverändert anwendbar auf alle Zahlen, mögen fie (wie im vorſtehen⸗ 
den Beifp.) ganze Zahlen, Brüche oder gemifchte Zahlen fein. 

Bei periodifhen Decimalbrüden werden felbftverftändlich die entfprechenden 
Ziffern der Periode an die Stelle der anzuhängenden Nullen-Paare treten. 


Beifp. 1) v7— — v. | Va — we — 0,6546522... 


2) 7 — V 0,42857142... = 0,6546522... 


3) V3,123123... — 1,767236... 


Anm. €3 ift nicht nöthig, die Nullen» Paare oder die periodifch wie 
derfehrenden Zahlen von vornherein anzuhängen; man braudt fie nur den 
fucceffiven Neften felbft beizugeben. 


$. 299. 

Anm. Mehr nur weitläufig als ſchwer zu beweiſen wären die beiden fol⸗ 
genden Säße, deren Ausſpruch hier gleichwohl eine Stelle finden möge, um fie 
wenigftens in Beifpielen beftätigt finden und ihre Wichtigkeit für vielfache An- 
wendung erfennen zu koͤnnen, die beiden Säße nemlich: 


— — — — — — — 
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1. Auf wie viel Stellen die Yapı genau ift, aus der man bie Quadrat⸗ 
wurzel zieht, auf eben fo viel Stellen genau erhält man nad) dem angegebenen 
Berfahren auch die Wurzel. 3. B.: 

3,16 227766... = 1,77827941... 
wo die Wurzel 9 fichere Stellen hat, wie die Zahl fie hatte. 

.2. Wenn man eine beftimmte Anzahl von Stellen der Wurzel nad) dem 
angegebenen Berfahren berechnet bat, 3. B. im obigen Falle die fünf erften 
Stellen 1,7782; und bat dann in dem Doppelten der bis dahin beftimmten 
Wurzel, 3,5564, den Divifor für den lebt gebliebenen Reſt wie gemöhnlich ges 
bildet: fo erhält man nun durd bloße Divifion diefed Nefted durch den genanns 
ten Divifor 28242:35564 (am beften durch abgekürzte Divifion, fonft auch nur 
durh Anhängen von Nullen, je einer nad) $. 190) noch eben fo viel richtige 
Ziffern weniger eins, ald man ſchon hatte; alfo im vorigen Beifp. die 4 
folgenden Ziffern 7941 bloß durch folhe Divifion. 


B. Das Eudiren und das Ausziehen der Cubikwurzel. 


Borbemert. Da die in der Meberfchrift bezeichneten Rechnungen ganz in 
der Art wie die beiden entfprechenden in A auszuführen und zu begründen find; 
zudem aber im wirklichen Gebraudy vor ihrer leichteren Ausführung nad den 
Kehren des XIT. Abfchnitts nur äußerft felten vorfommen: fo fol fi der fol“ 
gende Unterricht von denfelben auf eine bloße Zufammenftellung der Xehrfäge 
und Aufgaben befchränten, durch melde die vorliegende Aufgabe in gänzlicher 
Nebereinftimmung mit der Aufgabe der 88. 284—298 gelöst wird. Go wird 
diefe Zufammenftellung denn zugleich als zweckmäßige Wiederholung von A 
gelten können. 

8. 300, 
Lehrſ. (a+b)? = a?-+8a?b-+3ab?-+b° (vgl. $. 283. 2). 
Folgeſ. a +b+c+d+...’ = F 


j —+8a2b-+ 3ab?2 +b? 
+3(&+b)2c+3(a+b)c?+c? 
+3(a-+b+0)?d+3(a-+b+c)d?+d? 


(vgl. $. 284). 
| G. 801. 

Folge. (3456)? —= 3.1000. 1000.1000 . 
+3.32.4.1000.1000. 100 
+-3.3.42.1000. 100 . 100 

+43. 100 . 100 . 100 

„ +389?.5. 100.100. 10 
+3.34.52 .100. 10 . 10 
‘+53. 10.10.10 
+-3.(345)2.6. 10.10. 1 
+3.345.6? .10.10.1 
+6.1.1.1 (ogl. $. 285). 
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oder (3456)? — ° 
a? — 83 — 27 
3a?b = 3. 32.4 — 10|8 
Sab? — 3.3.42 — 1!44 
b? = 4? = 64 
8(a+b)20 = 3.(84)2.5 = 1/734|0 
8(a+b)e? = 3.345? = 25 | 50 
0? — 53 = 125 
3(a+b-+.c)?d = 3.(345)2.6 = 21412450 
3(a-+-b-+c)d? = 8.845.6°? — 872 | 60 





d? — 6? 216 
und darnach (vgl. 8. 290) ... PA | 278 |242|sı6|) — 3 45 6 
a — 27 
3a? — 27)14 
342b —= 10 











3(.-+b)? — 3468)1 333 





3(a+b)2c —1 734 0- 
\ 223 
3 2 — 
— (a+b)c 25 | 50 
214 | 742 
ce’ = 125 


3(a-+b-+-c)? = 357075) — 8 


3(a +b-+c)?d = |214|245|0 
372181 
3(a-+b-+ c)d? = 372 | 60 
216 
d? — Er 
8. 302. 


Zuf. Die Regeln für das Eubiren wie für das Ausziehen der Cubikwurzel 
bei Decimal- und anderen Brühen mie aud bei gemifchten Zahlen ergeben 
ſich ohne weiteres aus den entfprechenden Regeln für dad Quadriren und dad 
Ausziehen der Quadratiwurzel ($$. 286, 294, 295); auch für die Darftellung der 
Näherungsmwerthe ergiebt fih dad Verfahren aus ben $. 297 angeftellten Be 
tradhtungen. 

Anm. 1. Das Potenziren und das Wurzelausziehen beliebig hoher 
Grade ließe fih nun ganz ebenfo wie diefe Rechnungen für dad Quadrat und 
den Cubus vollziehen, jedoch würde die Weitläufigkeit des Berfahrend mit jedem 
höheren Grade noch größer und wahrhaft unerträglich werden. Eine unbedingt 
leihte Auflöfung aller Aufgaben diefer Art, und damit auch eine leichtere der 
beiden obigen Aufgaben giebt der XII. Abfihnitt. 
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Anm. 2. Das Verfahren der Quadriring ad Quadratwurzklausziehung, 
der Gubirung und Cubifwurzelausziehung, wie wir e8 an dekadiſch gebildeten 
Zahlen kennen gelernt haben, findet eine weſentlich unveränderte Anwendung 
auch auf allgemeine Zahlen, wofern diefelben nach den fteigenden oder fallen- 
den Potenzen der darin vortommenden Hauptgrößen (8. 67) angeordnet find 
oder fo angeordnet werden können. Es bleiben dabei nur diefelben oder ähn- 
lihe Rüdfihten gu beobachten, wie wir folche fhon bei der Divifion von Buch⸗ 
flaben » Ausdrüden (8. 98) hervorgehoben haben. Man übe diefe Rechnungen 
durch vorgängiged Duadriren und Cubiren von Buchftaben-Ausdräden, aus 
deren Refultaten man dann wieder die Wurzel zieht (Beifp. 45-—48). 


8. 308. 


Mebungsbeijpiele 
(um „Anhang“ Quadriren ꝛc., größtentheild aus Hei und 


M. Hirſch). 
Wurzeln | Quadrate Euben 
a a2 a3 

1. 35 12 25 42 875 

2. 213 4 53 69 9 663 597 

3. 425 18 06 25 16 765 625 

4. 654 42 7716 | 279 726 264 

5. 205 4 20 25 86 151 25 

6. 708 5012 64 | 354 894 912 

7. 


1,02 1,0404 | 1,061 208 


% 


8. Y 57,198969 — 7,568. 9. 1/1,447209 —= 1,208. 


10. Y 14,20913025 = 3,169. ‚11. V2 = 1,4142136.... 


12. 3 = 1,1320508 ... 13. YV? = 2,6457518... 

14. 103 = 10,1488916 ... 15. 3701 = 1,6083584.... 
16. 314159265 = 1,1724538... 17. Y 9,00064 = 0,0252982... 
18. Y 0,002 = 0,0447214... 9. VYi=4 

20. Vi =}. 21. V =1. 

22. VT = 1,3228756.... 23. YV4 = 0,8164966 ... 

24. 4 = 08451542... 25. Vi} = 3,4068773... 
26. VS =9. 27. VIE — 26. 


. 3 — — 3 — — 
28. V 262134 — 64. 29. Y 1860867 = 123. 
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0. VETEIRE — 205. 31. 115145914625 — 4868. 
3 3 
32. V2 = 1,2599210... 833. Y3 = 144224% ...: 5 
3 — 
34. YA = 1,5874011... 85. 8888 — 94,2761900... 
3 3, — 
3. VYı=t. 37. Vr = 14. | 
8, ——— 3 
383. Vi =. 39. Y4 = 0,8735805 ... Ä 
. , } 
I, — 3 
#0. V54 = 1,1828271. 41. 12,36 = 1,38138861... 
. | 
3 3, —— | 
42. V 28,25 — 3,045599... 43. -Y 0,02 = 0,1259921 ... | 


3 
44. 1/ 0,0008 —= 0,0928318 ... 


= 


Ve’ +4xy+622 44724 12yz{ 92?) — x-+2y-+ 32. 


46. X(98?— 6ab-+30ac-+ 6ad + b2— 10bc— 2bd + 250? + 10cd+d? 
" — 3a —b + Be td 
a7. V (4x'+8ax?-H48?2x2-116b?x2-H-16ab?x--16b°) — 2x? -42ax-{4b? 


48 (92° 30ax — 3a?x-1- 252-1 5a} = 3 — 
- 30ax — 3a?x+ a? 5a’) = 3x 5a. 


— — 6 5x8 
I _ıD —_ a_ 2* — — 
VE Rö — 


x? xt x6 5x8 
50. 2 2 — — — — — — — eo. 
Verrr’) nt 
51. — _ een ee ee — 4 
yvi-9=1ı 2 876 18 


x3 5x 


— — 2 
a. VUFr9=145-515- 5 





Der Arithmetik und Algebra zweiter Theil, 


Die erften Entwickelungen des Potenzbegriffs: 
die Hleichungen, deren Auflöfung u ihnen 
heruht. 


— — 


X. Ibſchnitt. 
Das Potenziren und Radiciren. 





Einleitung. 


8. 304. 

Erkl. Der in 8. 66 aufgeftellte Begriff der Potenz, als eines 
Producted gleiher Factoren, giebt bei näherer Betrachtung den 
Stoff dreier befonderen Aufgaben, indem in der allgemeinen 
Gleichung 

p=." 
jede der drei darin vorfommenden Zahlen als abhängig von den 
beiden anderen betrachtet werden und demnach jede derfelben nad) 
einander als Unbelannte in der für fie aufzulöfenden Gleihung 
auftreten Tann. 

Bezeihnen wir die jedesmalige Unbefannte mit einem der 
drei Buchſtaben x, y, z, fo ftellen fich die drei Aufgaben unter 
den formen dar: 


I. x 
’Np=y 
II. p= a— 
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- Die erſte Aufgabe Heißt die de Potenzirens; fie fl 
zugleich durch die Gleichung I im vollftändig verftängficher und 
durch die vier Species, namentlich durch Multiplication, ausführ- 
barer Weile gelöst. Man hat die Baſis (den Grundfactor oder 
deg Dignanden) a fo vielmal ald Factor zu feßen,- ald Der Er 
ponent n anzeigt und erhält demnach in dem durch ſolche Mul- 
tiplication gebildeten Producte die gefuchte Potenz p. 

Beiſp. Xx— 102 - 100; x=2? 8, x—=3t—8l. 

Die zweite Aufgabe, p — y”, fordert, eine Zahl y, den 
Grundfactor oder die Baſis fo zu beftimmen, daß fie, n mal als 
. Yactor gefegt oder zur nten Potenz erhoben, die Potenz p giebt. 

Der unbefannte Grundfactor oder die Bafid der gegebenen 
Potenz heißt mit einem befonderen Namen ihre Wurzel 

 (radix) und wird mit dem aus dem Anfangsbuchſtaben r ded 
Wortes radix entnommenen Zeichen V vor der gegebenen Po- 
tenz ald y = Vp bezeichnet. Die noch fehlende Angabe, zu 
welcher Potenz der Grundfactor oder die Wurzel erhoben werden 
ſoll, um die Potenz p zu geben, wird mit dem Wurzelzeihen V 
-fo verbunden, daß diefer gegebene Erponent n ins Wurzelzeichen 
geſetzt wird; der Erponent 2 im Wurzelzeichen wird in der Regel 

- weggelaffen. Sonad wird die Gleichung 


ü 


für y aufgelöst durch den Zahlausdruf 
y=VP 
und die Gleichung y2 = p durh y = Yp. 

Wie der Grundfactor oder die Baſis y hier den befonderen 
Namen Wurzel erhält, fo wird die Aufgabe felbft die des Ra- 
Dicirend oder ded Wurzelausziehens genannt; der Erponent n 
erhält noch den befonderen Namen Wurzelegponent und die 
Potenz oder die Zahl p in Beziehung auf die mit ihr vorzuneh 
mende Operation den Namen Radicand. 

Beifp. y = YV100 = 10) Probe 10? —= 100 


y-Vi —=3 31 — 81. 


Die dritte Aufgabe, p = a”, fordert die Auffindung eines 
Erponenten z, zu deſſen Potenz eine gegebene Bafid a erhoben 
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werben. muß, um eine ebenfalls gegedene Zahl, die Potenz p, zu 
geben. 

Der Erponent, als die Unbelannte betrachtet, erhaͤlt in diefer 
Aufgabe III den befondern Namen Logarithmus der gegebenen 
Potenz, und die dem entfprechende Bezeichnung log. p. Die noch 
fehlende Angabe der Baſis a, deren Potenzen gemeint fein follen, 
wird damit fo verbunden, daß diefe Bafid dem Zeichen log. p über- 
gefchrieben wird ale log. p, wenn man nicht die meitläufigere Ber 
jeihnung log. p bas. a (baseos a) wählt. Sonach wird die 
Gleihung 


a — p 
fir z aufgelöst durch ben Zaplausbrud ° " 
zz = log. p 


oder auch wohl z — log. p bas. a. 

Wie der zu fuchende Erponent hier den neuen Namen Lo— 
garithmus erhält, fo wird diefe dritte Aufgabe’ felbft neben der 
feltenern Benennung der Erponentiation gewöhnlich die des Lo— 
garithmirens genannt; und auch die Potenz p erhält neben 
dem gewöhnlichern Namen Zahl fehlechthin, in Beziehung auf die 
mit ihr vorzunehmende Operation wohl noch den befondern Namen 
Logarithmand. 







Beiſp. log. 8 — 3 | Probe 23 — 8 
log. 100 — 2 102 — 100 
log. 831 — 4 31 — 81. 
In der obigen Gleichung 
p= ı" find 
nad den 3 verfchie- die verfhiedenen Namen für 
denen Aufgaben a n | p 


ul 














I Baſis, Grund» 


der Potenzirung factor, Dignand Ggponent Potenz 








II òC DCCCC. 
der Radicirung Wurzel Wurzelexpon. Zahl, Radicand 
iu Logarithmus, Zahl, 


Baſis 


er Logarithmirung ſeltener Expon. Logarithmand 
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und dieſe verſchiedenen Naman bezeichnen ganz benſo Dickie 
Zahlen, nur in verſchiedenen Verbindungen, wie das in den vier 
Spöries, z. B. mit den Namen Product und Dividendus, Summe 
- und Minuendu? ꝛc. der Fall war. 


Es tft unfere Aufgabe erſtens, die neuen, in den drei Aufgaben 
geforderten Rechnungen an allen Zahlformen auszuführen, und‘ 
‚zweitens, diefe drei neuen (zufammengefegten) Zahlformen jelbft - 
‘allen biöherigen und diefen drei neu binzutommenden Rechnungen 
zu unterziehen (vgl. $. 14). 

-Man- pflegt in diefem Sinne die drei neuen Rechnungsarten 
wohl drei neue Species der Arithmetit zu nennen und fie den 1 
‘vier anderen al? Species einer höhern Art zu anzureihen (gl. 
$: 4). 


Anm. Ob 'und wie fih von jedem Zahlenausbrude, 3. 2. von der Zahl 
20, die Wurzel eines beftimmten Grades, * B. V?, oder der Logarithmus 


. für eine beftimmte Bafig, z.B. z — log: 20, angeben laffe, können mir bier 
noch nicht entfcheiden. Aber wie ſich ſchon die Aufgaben der Subtraction und 


der Divifion nicht anders allgemein löfen liefen, ald daß mir dort die negativen 


Zahlen, bier die Brüche als neue Zahlen einführten, fo werden wir untn 
fehen, daß wir wieder diefe neuen Aufgaben der Radicirung und der Logarith⸗ 
mirung nicht ohne eine neue Erweiterung des Zahlengebieted durch die fo zu 
nennenden irrationalen und imaginären Zahlen allgemein werden löfen können. 


1. Kapitel. 
Die Potenzen mit pofitiven ganzen Erponenten. 


83088 
Erf. (zum Theil aus S. 304 wieberholt) 
Sin der Gleichung 
x „MM 
heißt a der Dignand, n der Erponent, x die nte Potenz von dem 
Grundfactor oder Dignanden a. Die geforderte Rechnung be 
‚zeichnen wir kurz mit „a durch n potenziren«. 
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woiergen mit ‚gleichen. Erponenten- peifen gleichn amige 
Botengen, z. B. a®, br;-23, 103; Potenzen mit gleichen Grund- 
factoren oder Bafen gleiahefi ige Potenzen, z. B. Au und an; 
302 und 105. ' 
Anm. Daß einftweilen .nur ‚ganze poßtive Zahlen a als Ervonenten an⸗ 


genommen werden fönnen, folgt aus der aufgeſtellten Definition der Potenz 
(8. 66) und ift in diefem ganzen Kapitel ſtillſchweigende Borausfegung. " 


8. 306.* 


Anfg. Gine Summe (dad Binomium ab) zu poten⸗ 
ziren. 


Aufl. 
(+) = + 
a 
@+b)? = Fri + 
— a?+2ab +b? 


a+b 
(+b)? = a? T@-1jJa2b-F (1-+2)ab? +b3 
== a? +3a?b-+ 3ab? +b3 
a--b 
— atst (3 +1)adb+(3-13)a2b+ (1+3)ab2-Hb4 
— at-+-4a°b+68?b-+ dab? +-b* 
| a+b 
(44b) = STarTaer (6-44) a? b2 -+ (4-46) a?b? rarame 
— 85 + 524b-+108?b?2 + 1022b? + 5ab!+-bP 


. 60.20 080 02 8 8 [LT Tr Tr Tr Tr ET LT TFT LT DL L DT T L  — CL DL CC CF TFT CE 0 76 


(«-+b)* 


8. 307.* 

Folgeſätze. 1. Indem jede folgende Potenz von (a+-b) aus der 
vorhergehenden dadurch gebildet wird, daß letztere ſowohl mit a 
ald auch mit b multiplieirt wird, werden je zwei diefer Producte, 
nemlih das aus irgend einem Gliede der vorhergehenden Potenz, 
z. B. 2ab, mit a, und das aus dem voraufgehenden Gliede, a?, 
mit b gebildete Product, gleichnamige Glieder, a?b, der folgenden 
Potenz geben. 

Die Hauptgrößen ($. 67) diefer auf einander folgenden Glieder 
jeder Potenz bilden ſich nach den allgemeinen Formen ar, an-ub, 
an-2 p2, ..., fo daß in jedem folgenden Gliede der Factor a ein- 
mal weniger, der Factor b einmal mehr vorfommt und ſonach 
die Summe der Erponenten von a und b unverändert dieſelbe, 
nemlich — n, bleibt. 
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2. Der Gokfficient irgend eines, z B. des zweiten Gliedes 
einer folgenden Potenz wird gleich der Summe der Coefficienten 
zweier auf einander folgenden Glieder der vorhergehenden “Potenz 
"fein, nemlich des gleichitelligen (mit a multiplicirten) und des vor 
aufgehenden (mit b multiplicirten), in unferm Beifpiele des zwei 
ten und des erften der vorhergehenden Potenz. 


Die Eoöfficienten der verfchiedenen Potenzen eined Binomiumd 
werden mit einem gemeinfamen Namen die Binomial-Coftf- 
ficienten dieſer Potenz genannt und zweckmäßig fo bezeichnet, 
daß allgemein der kte Binomial⸗ Carffilient der nten Potenz durch 


k 
Bun) Audgedrüdt wird. 


In diefer Bezeichnung läßt fi num das eben abgeleitefe Ge⸗ 
feg der Coefficienten kurz alfo ausdrüden: 


k—-1 


Bun +, = &.n + Bay. 


3. Die nte Botenz von (a-+-b) hebt an mit dem Gliede ar, 
[Hliept mit dem Gliede br, erfted und letztes Glied haben den 
Coẽefficienten 1. 


4. Jede folgende Potenz des Binomiumd bat ein Glied 
mehr ald die vorhergehende, und da die erite Potenz zwei Glie- 
‚der hat, fo hat demnach die zweite drei, die dritte vier, allgemein 
die nte (n-+-1) Glieder. 


8. 308. * 


Zuf. Nah $. 307.2 werden die Coäfficienten der fuccefjiven 
Potenzen des Binomiums (a-+-b) ohne weitere? aus einander abzu- 
leiten und nad) folgendem allgemeinen Schema zu bilden fein, in 
welchem jeder Coefficient irgend einer Potenz, 3. B. der dritte der 
5ten Potenz (10), aus der Summe zweier Coefficienten der nah 

oniedrigern Aten Potenz, nemlich aus dem dritten und zweiten (au® 
6 und 4) zu bilden ift, fo daß alfo jede Zahl einer Horizontale 
reihe gleich ift der Summe aus zwei Zahlen der vorhergehenden 
Horizontalreihe, aus der darüberftehenden und der vorhergehenden. 


Anm. Damit die Weberfehriften der Hauptgrößen allgemein gelten fönns 
ten, müßte man vorgreifend Kap. 3 beftimmen, daß a0 — 1 ifl. 


x. —2 — 308 


Die ſucceſſiven Potenzen des Vinomiums —* by 
@+br — I 


an-l b 2 n-2 b2? a»-3 b3 gan b+ gun-5 b° gn-6 b“ an-7 b? gn-8 b® an b9 an-10 bi 1 








n == || a". 














7111 ?|2ı | 3 
lıl.s| 28 | 56 
1 9| 36 |. 84| 126 | 126 | 8 


2%. 


Anm. Das allgemeine Gefeb der Bildung der Binomials Kokfficienten, 
nach welchem 
Hr tape... 
n. 9. .n—(k—1) _ n 
+... nn *.bk+...+-b 
ift, entwidelt erft der „Binomifhe Lehrfag“ (Abſchn. XV), ſowie der „Polyno- 
miſche Lehrſatz“ die ähnliche Auflöfung für a +b+c-+d-te-+...)” giebt. 
Aber unabhängig davon läßt fi mit größter Leichtigkeit der folgende Rehre, 
faß bemeifen, von dem wir unten eine nüßliche Anmendung zu ˖ machen haben. 


$. 309. 
Lehrſ. Immer ift (1d)y >1-und. 
Bew. (14-d)? = 142d4d2>1-+-2d 
(1+-d)3 >(14+2d)(14+-d)>1-4-3d, indem man 
in der Multiplication mit (L+4-d) bei dem Multiplicator d von 
dem Multiplicandus (1-4-2d) nur den erften Theil 1 multipli- 
cirte, den andern Theil 2d aber, der auch noch mit d zu multi- 
pliciren gewefen wäre, vernadhläffigte. 
(1-+-d)?>(1-+-3d)(14d)>1--4d (mie vorher) 
A-+9>(+4)AHH>I+Sd (deägl.) 


.a. 8 08 Tr Tr VL Te Tr 0 80 00 TE Tr eo 
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und fo unict "elgemeimer Bezeichnunng des offenbar hervortreten⸗ 
den Geſetzes 
(1+-d >1--.nd, 
w. z3z. b. w. 
Anm. Der Beweis iſt ſtreng abzuſchließen nach 8. 205. 
§. 310.* 

Anig. Die Differenz (a—b) zu potenziren. 
- Aufl. Sowohl für die Bildung der Hauptgrößen der auf— 
tretenden Reihen ar, ar-ıb, an2h?, ..., ald auch für die Be 


ftimmung der ihnen zugehörigen Godfficienten ließen fih die in 
den 88. 306—308 angeftellten Betrachtungen wörtlich wieder: 


- holen. Dennoch ift es einfacher, das Refultat ohne weiteres aus 


der gleichen Botenz von (a-+-b) abzuleiten allein dadurch, daß man 
—b.an die Stelle von 4b ſetzt und den $. 121 zuzieht. Sn 
den Zahlwerthen der (Binormial-) Codfficienten wird fi dadurch gar 
nichts ändern, wie auch nicht® in der Form der Hauptgrößen a”, 
an1b, an2b2, ...; nur in den Vorzeichen der Glieder wird die 
Veränderung eintreten, daß alle diejenigen, in denen b in ungera— 
der Potenz vorfommt, negativ werden (vgl. $. 127 Nr. 57 u. 58). 
Darnach wird 

(a—b)?2 = a?—2ab-+-b? 

(a—b)? = a? —3a?b-3ab? —b3 

(a—b)t — a! — 4a3b--6a?b? —4ab? bi 

Un 

und mit Beziehung auf $. 308 Anm. 


(«— bi — a an1p 7 2 1) nahe em 
$. 311.* 
Zuſ. Sn Beziehung auf Addition oder Subtraction gleid: 
namiger Potenzen liegt in den Refultaten der 88. 308 u. 310 
die beftimmtefte Berwarnung: ar +b" nicht = (a+b. 


8. 312. 
Lehrſ. Die nte Potenz eines Product? ift gleich dem Pro- 
ducte der nten Potenzen feiner Kactoren — .oder ein Produd 


wird potenzirt, indem man jeden Factor potenzirt (vgl. $.15 Anm.)- 
Satz. (ab) — an,bn, | 
Bew. (abjn = ab.ab.ab """. ($. 66) 


X. Abfchnitt. 305 
— aa. bb ($. 64) 
= al, bn ($. 66), 
w. 3. b. w. 


Beifp. (2.59% = 23.53 — 8.125 — 1000, 


$. 313. 

Folge. (vgl. $. 58). Zwei gleihnamige Potenzen werden mit 
einander multiplicirt, indem man ihre Bafen (Dignanden) multi- 
plicirt und died Product zur Potenz des gemeinfchaftlihen Erpo- 
nenten erhebt. . 

ar,b" — (ab)". 
Beifp. 21.5 —= 10% —= 10000. 


$. 314. 

Lehrſ. Die nte Potenz eines Quotienten ift gleih dem 
Quotienten der nten Potenzen des Dividendus und des Diviford — 
oder ein Quotient wird potenzirt, indem man Dividendud und 
Divifor potenzirt. 


a n gan 
© ab. (2) = br‘ 
Bew. (£) = 2.2.2. G. 66) 
2.8.8. amal ($. 93, Multiplication der 
— b.b.b n mal Brüche) 
gan , 
= (68.60, w. 3. b. w. 


10\3 103 1000 __ 
(2) —1 ana 
7) 8 d. h. die nte Potenz einer reciprofen 
Zahl ift gleich der reciprofen Zahl der nten Poten;. 


8. 315. 


Folgeſ. (vgl. 8. 58). Zwei gleichnamige Potenzen werden 
durch einander dividirt, indem man ihre Bafen (Dignanden) dur 
Helmes, Stementar-Matbematil. I. 20 
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einander. dividirt und den erhaltenen Quotienten zu der Potenz 
des gemeinfchaftlihen Erponenten erhebt. 


== (6). 


Beifp. 55 — (>) — 4: — 64. 


Potenzen mit gleicher Raſis. 


$. 316. 

Lehrſ. Potenzen mit gflicher Baſis werden mit einande 
multiplicirt, indem man ihre Erponenten addirt und dieſe 
Summe zum Erponenten der gemeinfchaftlihen Bafid macht. 

Saf. am, an — antı (N, 

Bew. (Er folgt unmittelbar aus der Multiplicatien eine 
Productd mit einem Producte ($. 64), und ift der Sag darum 
ſchon ala Folgel. in $. 66 aufgeführt worden. Hier aber wird 
derfelbe in einer zufammenhängenden Reihe von Sätzen als erſter 
derfelben wieder aufgenommen, und mag darum fein Beweis 
noch einmal für fi) alfo dargeftellt werden): 


m mal n mal 


am, an — a. a. AR. a . (8. 66) 
— a. a — ($. 64) 
— amtn ($. 66), w. 3. b. w. 
Beifp. 103.10 = 107. 
$. 317. 


Folgeſ. (am)n — amn II), 
d. h. eine Potenz wird potenzirt, indem man ihren Erpo- 
nenten mit dem Erponenten der zu bildenden Potenz multipliärt. 


Denn 
namal 


(amj — am,am ..... ($. 66) 
— gua+m+m+ ... (ama) ($. 316) 
=, ga, 


Folgeſ. (am) — (ar) — amn 
Beiſp. (23)2 — 29 — 64. 


x. Abſchnitt. 307 


$. 318. ‘ 
Lehrſ. Potenzen mit gleicher Bafid werden durch einander 
dividirt, indem man den Srponenten des Diviford von dem des 
Dividendus fubtrahirt und dieſe Differenz zum Erponenten der 
gemeinfchaftlihen Baſis macht. 


Satz. * — ann (III). 


Der Beweis (ift entweder unmittelbar zu führen, indem man 
die n Factoren des Diviford gegen ebenfoviel gleihe Factoren 
des Dividendus aufhebt, fo daB alfo nur noch (m—.n) folcher Face 
toren als das Nefultat am= bleiben, oder, in Anwendung der 
allgemeinen Bemweid- Methode umgekehrter Sätze (88. 22 u. 76 
Ann. 2) alfo): 

gi 
Fran — au (8. 75) 
am-n, an — gu-n)tn — gm ($. 316) 


demnach z — ana ($.3,.1Iu. IM), wer hm. 


Anm. Der Sab erfcheint fürerft befchräntt auf den Fall, wo m >n ift 
($. 305); jedoch ſ. über die Allgemeingültigkeit deöfelben unten $. 366. 


8. 319. 


Zuf. In den Paragraphen 316—-318 ift die Bedeutung des 
Summens, ded Differenz und des Product-Erponenten enthalten; 
denn mit Umftellung der Seiten der in den genannten Paragra— 
phen abgeleiteten Gleichungen ift 


1) amtn — am, an ($. 316), 
d. h. eine Potenz mit einem Summen -Erponenten, amt», ift 
gleih dem Producte zweier Potenzen ihre® Dignanden, deren Er- 
ponenten die Summanden find; 

2) amın —— am: ap (8. 318), 
d. h. eine Potenz mit einem Differenz: Erponenten, am", ift 
gleich dem QDuotienten zweier Potenzen ihres Dignanden, deffen 
Dividendud den Minuendus, deffen Divifor den Subtrahendu8 


der gegebenen Differenz zu Erponenten hat; 
- 20 * 
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3) am — (am) — (a), 

d. h. eine Potenz mit einem Product-Erponenten, am, il 
glei einer Potenz von einer Potenz ihres Dignanden, und zwar 
der fovielten Potenz, al® der eine Factor des gegebenen Bro 
ducts anzeigt, von der fowielten Potenz, ald der andere Factor 
anzeigt. 

Die Bedeutung ded Quotient» Erponenten, —, der vierten 
einftweilen unbetrachtet gebliebenen Grundform zufammengefeßter 
Zahlen, erhellt erft aus dem folgenden Kapitel ($. 337). 

Beifp. 10°%+ = 103. 10% 
27-5 — 27.25 
Zn — (32)" — (Zu)2. 


8. 320. 
Lehrſ. Jede gerade Potenz einer negativen Baſis iſt eine 
poſitive Zahl; jede ungerade eine negative Zahl. 
Satz. I) (Jan ta 
2) (— amt — — a42 * 1 


Bew. 1) (-aß = [(—a)?}” ($. 319. 3) 


= (+22) (8. 120) 
= rat ($. 120) 
2) (ati — (—ajm.(—a) (&. 319. 1) 
— taf.(—a) (Soap 1) 
— (at,.a) ($. 120) 
— —am+ı ($. 316), 


w. 3. b. w. 
Ur 0... 
8. 321. 


Lehrſ. Wenn der abfolute Zahlwerth der Baſis größer oder 
fleiner wird, fo wird auch der abfolute Zahlmwerth jeder Potenz 
derfelben (bei ganzen pofitiven Erponenten) größer oder Fleiner. 


Annahme. a und d abfolute Zahlen. 
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Satz. (tdr a. 

Bew. ft jeder Factor eines Product® größer oder fleiner 
ald ein entfprechender Factor eines andern Producte, fo muß felbft- 
verftändlich ($. 3) jened Product größer oder Fleiner als diefes fein. 


$. 322. 

Folgeſ. Sind die nten Potenzen zweier abfoluten Zahlen ein- 
ander glei) oder ungleich, fo find auch diefe Zahlen felbft einander 
gleih oder ungleich in demfelben Sinne. Aus x" — y” folgt 
x=y; au 2y" folgt x2y. 


$. 323. 

Lehrſ. Die Potenzen einer Zahl, die größer al® 1 ift, (jedes 
unechten Bruches), wachfen mit wachfendem Erponenten und über- 
fhreiten die Grenzen jeder noch fo großen angebbaren Zahl. Die 
Potenzen einer Zahl, die Meiner als 1 ift (jedes echten Bruched), 
nehmen ab mit wachſendem Erponenten und finfen unter jede 
noch fo fleine angebbare Größe herab. 

Bew. Sei allgemein (1-1-d) der Ausdrud einer Zahl, die 
größer als 1 ift, d alfo der Ausdrud einer beliebigen pofitiven Zahl, 
fo ift offenbar jede folgende Potenz das (I-+-d)fache der vorhergehen- 
den und mithin größer als diefe. Und da (I+-di?>1I-nd 
($. 309), fo ift feiner Größe feine Grenze gefebt, mwofern man 
nur n beliebig groß wählen darf, wie angenommen ift. 

Als allgemeiner Ausdrud einer jeden Zahl, die Heiner als 1 


iſt, kann unter obiger Vorausſetzung La angenommen werden. 
Es iſt nun offenbar jede folgende Potenz dad — ird qfade der vor⸗ 
bergehenden und als Product derjelben mit einem echten Bruche 
kleiner als dieſelbe. Und da (124) = (Fa) < Ind iſt, 
z aber mit unbegrenzt machfendem Nenner jeden unbegrenzt 








1 
feinen Werth annimmt ($. 90), fo wird um fo mehr (- Fe ) 
mit wachſendem n beliebig klein werden, w. z. b. 

$. 324. 


Lehrſ. FJede Potenz eines echten Bruches oder einer gemiſch⸗ 
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ten Zahl ift wieder ein echter Bruch oder eine gemifchte Zahl 
und fann niemals einer ganzen Zahl gleich fein. 


Bem. folgt unmittelbar aus 8. 147. 


g. 325. 
Uebungsbeiſpiele zum Botenziren. 


l. Das Potenziren der verfchiedenen Bahlformen. 





nn — n n X n —— 
1. (ax = a... 2. E F 
axye an xn 2a\ 3 8a3 
3. 6 — 5 m 
5. (a3) — a8, 6. (2a°bt)” — 4asb®. 
2 
3 3 2x6 
1. (axmyn)) — adxuyi, 8. (5) == ch | 
3 
9%ab?c3 8a?b$c? 
9. (a) = —— 10. (-a) — afı, 
ga \n-+1 a \2n--1 adn-+1 
1. —— 
ax? atxB 
12. (33)? = — Na}. 13. (53) = ion: 
14. km — (k2) — ktt2424  — k2.k2,k2 mal 
15. k?”" — 12.2.8... — [{e»*’] n auf einander folgende Qnabeirunngen 


fr k = 10 und n = 4: 
16. 102-4 — 100000000. 
17. 102° — 1016 — 10000000000000000. 


10 
18. 100% — 1010000000000 — 1 mit zehntaufend Millionen Nullen, 
eine Zahl, die, wofern wir 10 Ziffern anf einen Zol, 10 Zoll 
auf 1 Fuß, 25000 Fuß auf eine Meile rechnen, eine Strede 
von 4000 Meilen, alfo faft einen Umkreis der Erde einnehmen 
würde. | 
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2. Das Übrige Rechnen, das Mullipſiciren und Dividiren mit 


Potenzen. 
a. Bei gleichen Exponenten derſelben. 


. ar. br — (ab)r (vgl. Mr.1). 20. = (& * 


. 24.54 — 104 — 10000. 22. (= ) ) = as. 


. a. (2) —|1. 


. (a +x)?.(a — x)? = (a2 —x2)” — at— 2atx? xt. 
. (+2). = (x-+-y)”. 26. En = 6 (vgl. Nr. 2). 
.HO-EH. 28 81:20 17. 
. (8ab)?:(22)? — (4b)? — 64b3. 


an: (I) — (abj". 
b. Bei gleicher Baſis. 


. au,ga — au+n 32. 2a3.3a5° — 6a°. 


2a?b3 .325b? — 6a7b1P. 
3xy?.4dx3y.5y° = 60x'y®. 
2(x--y)?.3(x+y)?.(x-+-y) = 6(x-+y)®. 


5 = ia. 


. axm,.bx2,.cxP — abe.,xmtntp, 
. am: an am, 39. ban:3an — Zamıı, 


. 6xmya:2xy — Ixamtya, 


& 
ax; bhx — — zu, 


12(a—bj5:3(@—b)? — 4(a—b)°. 
6.(2):2.(2) = 3.2). 


2am, 3b" = Gambn. 45. ax®.by® = abxuyn, 


. xatl __ge—yxe(x— 1) 47. Quti__ 20 — 22, 
. 6xr:3yr — 2.7 — 2(zr:y"). 
. daxd:2ay! = 2. = 2(x5:y’). 
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2. Kapitel. | 
Das Nadiciren oder die Wurzelausziehung. 


$. 326. 
Erfl. (zum Theil aus $. 304 wiederholt). Die Gleichung 


a — 


löfen wir für y durch den Zahlenausdrud 


y=Vr 

wornach Vp eine Zahl bezeichnet, die zur nten Potenz erhoben, 
p giebt. Wir nennen y die nte Wurzel aud p, n den Wurzel: 
erponenten, p den Radicanden, und bezeichnen die Aufgabe mit 
den Worten, „p durch n radiciren”. 

Wurzeln mit gleichen Wurzelerponenten Heißen gleichnamige 
Wurzeln. s 
Beifp. Iſt y2 — 8 ſo iſt y — VBS = 2; denn 3 —8. 


Folgeſ. 1. (Va )— 2. _ 
) (+ a)" = 


3. y (a? = — a. 
4. Jede ungerade Wurzel aus einer algebraifchen Zahl hat 
Sn+ti1__ 


das Vorzeichen des Radicanden; YF® — +2, allgemein V +3 
— —+ta, wenn a der abfolute Zahlwerth der (2n -+-I)ten Wurzel 
aus der abfoluten Zahl a ifl. Der Beweis folgt unmittelbar 
aus 8. 320. 

5. Jede gerade Wurzel aud einer pofitiven Zahl kann 
ſowohl mit dem Vorzeichen 4 als — genommen werden; 


v9 — +3; Vie — +2; allgemein —— ta, wenn a 
der abfolute Zahlwerth der Znten Wurzel aus der abfoluten Zahl a ifl. 
Der Beweis folgt ebenfo unmittelbar aus $. 320. 
6. Jede gerade Wurzel aus einer negativen Zahl, ;. B. 


48 
V—9,. Va, ift nach den bisherigen Zahlbegriffen etwas Un 
möglihe®, da fich weder eine pofitive noch eine negative Zahl 
angeben ließe, von der eine gerade Potenz eine negative Zahl 
wäre ($. 320). Die nähere Betrachtung dieſes befonderen Fall? 
ſ. unten $. 355. - 
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NB. Im Folgenden foll unter Ya, auch wenn n eine gerade 
Zahl ift, immer nur der abfolute Zahlwerth der Wurzel verftanden, 
und die Doppeldeutigfeit desſelben, wo fie in Betracht fommt, 
jedesmal vorbehalten oder in befunderen Fällen durch die vorge» 
festen + ausdrüdlich angezeigt werden, auch fol für den Fall 
eined geraden n ein negativer Radicand einfiweilen immer ausge⸗ 


ſchloſſen fein. 
8. 327. * 


Aufg. Die nte Wurzel aus der Summe, (dem Binomium) 
(a+-b) zu ziehen. 

Die allgemeine Auflöfung diefer Aufgabe läßt fih an diefer 
Stelle nicht geben; fie ift enthalten in der Berallgemeinerung der 
Formel des binomifchen Lehrfaged ($. 308 Anm.). Jedoch liegt 
in jener Formel auch fo fehon die beftimmte Verwarnung 


Vafb nicht = Va+Vb 
zu feßen, da (Var) jedenfall > a+b ift. 
Beifp. VFLR nicht = 344 = 7 

vielmehr ala v5 — 5, 
8. 328.” 
Rehrf. VITA < 144. 


d y d 
Bew. (14) > 14n.2 G. 309) 
>1-+d 
(vita) = 144 
ö— WE Pig 
HSV „uum 
$. 329. * 
Aufg. Die nte Wurjel aus der Differenz (a—b) zu 
ziehen. 


Weber die an dieſer Stelle desgleichen unlösbare Aufgabe 
gilt das im vorigen Paragraph Geſagte. 
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Man iſt desgleichen verwarnt 
Va—b nidt = Va—Vb 
8. VI nit =—5 3 — 2 

zu fegen, vielmehr ala vis —4 


8. 3. 
Lehrſ. Die Wurzel aus einem Producte ift gleich dem 
Producte der Wurzeln aus den Yartoren, oder ein Product wird 
radicirt, indem man jeden Factor radicirt. 


Satz. Vab — Va.Vb. 
Bem. (va) — ab (8. 326. 1) 
(Ya.y) = (Va) .(Vo) «. 313) 


— a.b ($. 326. l). 
Demnad (Va) = (Ya.Vı) — a.b & 3.) 


und Vab — Va.Vb ($. 322), w. z. b. w. 
3 
Beifp. Y8.1000 = 2.10 = 20. 
8. 331. 


Folgeſ. Aus der Umftellung der Gleichung des vorigen $., aus 
Va.Vb = Vab 
folgt: Dad Product zweier gleichnamigen Wurzeln ift gleich der- 
felben Wurzel aus dem Producte der Radicanden; oder zwei gleich⸗ 
namige Wurzeln werden mit einander multiplicirt, indem man 
die Radicanden multiplicirt. 


Beifp. V2.MM=VB—2 V2YVD — 1. 


$. 332. 
Zuſ. Auf dem Lehrfage des 8.330 beruht die |. g. Ausſchei—⸗ 
dung eined vom Wurzeljeihen befreieten oder rationalen 
Factors (hinfichtlih der furzen Bezeichnung f. $. 350), indem 
man in geeigneten Fällen den Nadicanden in zwei Factoren zer⸗ 
legt, aus deren einem jich die verlangte Wurzel ziehen läbt. 
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Beifp. Vrb—= Yayı = aVb 
50 = 8.7100 = 2/10 


Ebenſo beruht auf dem Folgefabe des 8.331 das umgekehrte 
Berfahren, einen rationalen Factor unter das Wurzel- 
zeihen zu bringen, indem man den Factor zur Potenz des 
Purzelerponenten erhebt, und mit diefer Potenz den Radicanden 
multiplicirt. 


Beiſp. avyı = Ve V= Verb 
5VTO — V5.100 100 — V1250. 


8. 333. 


Lehrſ. Die Wurzel aus einem Quotienten ift gleich dem 
Auotienten der Wurzeln aus Dividendus und Divifor — oder 
ein Quotient wird radieirt, indem man Dividendus und Divifor 


radicirt. 
Eh 
b Vb 


Bew. (13) _ z (8. 326. 1) 


Va Ye) 
— (65. 314) 
M)- (Yr) 

= (8. 326.1). 














Va 
n .3. II 
—* 
und —3— ($. 322), w. n b. w. 
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y: — — d+ 5. die Wurzel aus dem veri- 


proken Werthe ift uk, den reciprofen Werthe der Wurzel w 
8. 314 Zuf.). 
8. 334. 
Felgeſ. Aus der Umftellung der Gleichung des vorigen 
Lehrfages, d. h. au? 


Va _ ja 
rn > 


folgt: Der Quotient zweier gleichnamigen Wurzeln iſt ol 
derfelben Wurzel aus dem Quotienten der Radicanden — oft 
zwei gleichnamige Wurzeln werden durd einander dividirt, indem 
man den NRadicanden ded Dividendus durch den Radicanden dei 
Diviford dividirt. 





3, — — 
Beiſp. v1 — 16 = 78 —=2 
va 
8. 335. 


Zuf. Die Wurzelausziehung aus einem Quotienten ode | 
Bruch fann in jedem Falle auf eine einzige Wurzelausziehung aud 
Zähler oder aud Nenner zurücdgeführt werden, indem man Zähle 
und Nenner mit einer foldhen Zahl multiplieirt, daß Jich aus einem 
derfelben die Wurzel unmittelbar ausziehen läßt. 

Man multiplicirt demgemäß Zähler und Nenner mit de 
fovieliten Potenz der rational zu machenden Zahl, in der Argd 
des Nennerd, als der um 1 verminderte Wurzelerponent anzeigt, 





a bt Ya ab» 
Beifp. Ve = — — Eu — —— 
an—i —— 
oder auch — ve _ V®__ — 
u V an—ih | /a2—-1h 





v 3.33 vi 
3 r . 
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Umgefehrt Tann dann auf Grund des 8. 334 der rationale 
Zähler oder Nenner eine mit einem Wurzelzeichen behafteten Bruchs 
unter ein gemeinfchaftliche® Wurzelzeichen gebracht werden, indem 
man die rationale Zahl zur Potenz des Wurzelerponenten erhebt, als: 


n n n 





Ve _Ve _Yy: 
EV; 
vs ya = Ve 


$. 336. 
Lehrſ. Eine Potenz wird radicirt, indem man ihren Expo— 
nenten durch den Grponenten der geforderten Wurzel dividirt. 


Sap. Ver) — am (IV, vgl. 88. 316—318). 
Bew. anf — am (8.326. 1) 


| (‚) — an" ($. 317) = a”, 
Demnad var = {an} ($. 3. D) 
und Var) — an (8. 329), w. z. b. m. 
Anm. Der aufgeftellte Sag erſcheint fürerft auf den Fall befchränft, wo 


— eine ganze Zahl ift; jedoch nur darum, weil die Deutung einer Potenz 
mit gebrochenem GErponenten aus $. 66 nicht wohl möglich iſt; die Beweis⸗ 
führung aber würde ebenfo auf jeden Quotienten als ſolchen anwendbar fein 
(f. unten Kap. 3). — Ein zweites Verfahren der Radicirung |. 8. 339. 
8. 337. 
Folgeſ. Aus der Umjtellung der Gleichung, die den vorigen 
Lehrſatz ausdrüdt, d. h. aus der Gleichung 


an — Ya) 
folgt die Bedeutung des Bruchderponenten, einftweilen in der Be- 
ſchraͤnkung auf uneigentliche Brüche ($. 305 Anm)), alfo: 
Eine Potenz mit einem Bruchderponenten ift gleich der for 
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vielten Wurzel als der Nenner anzeigt, aus der fowielten “Boten; 
der Baſis als der Zähler anzeigt (vgl. 8. 319. 

Der nun zu erwartenden Radicirung einer Wurzel gebt am natürlichſte 
die Potenzirung derfelben voran, die fih fügt auf den folgenden 


8. 338. 


Lehrſ. Eine Wurzel wird ‚potenzirt durch Potenzirung ihre 
Radicanden. 


Satz. ()%) — Ve). 
Bew. (Va) =Va.Va.Va...wt (8. 66) 
= y»- a.a.. ml (8. 331) 
— Var) (8. 66), w. z. b. w. 
/6G2 — 6,— 
Beifp. (VB) = VE — VA = 2. 


Ein zweites Verfahren der Potenzirung f. $. 343. 
-8. 339. 


Folgeſ. 1. Aus der Umftellung der Gleichung des vorigen $. | 
dv. h. aus 


Ver - (Ya) 
folgt noch ein zweites (vgl. $. 336) Verfahren der Radicirung | 
einer Potenz, nämlich dieſes: man radicire die Baſis. (Die 
Wurzel aus der nten Potenz ift gleich der nten Potenz der Wurzel.) 


2 
Beifp. ICH) — (V8) == 22 — 4, 

- Bolgef. 2. Sollen an einer Zahl a nach einander ſowohl 
eine Nadicirung durch m als eine Potenzirung durch n vorge 
nommen werden, fo ift die Reihenfolge diefer beiden Rechnungen 
willfürlich. 

(ı) = Ver = Ve 
in welcher letztern Form ded Ausdrucks es frei fteht, ihn ale eine 
Wurzel oder als eine Potenz zu erkennen. 
Meber die Beſchränkung der vorftehenden Gleichung, die wie 
immer nur für abfolute Zahlen aufgeftellt ift ($. 326. NB.) dur 
die Vorzeichen des Reſultats |. unten $. 355. 
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8. 340. 
Lehrſ. Eine Wurzel wird radieirt durd Nadicirung ihres 
Radicanden. 


. 19 - iM. 
Bew. (vGr)) - Va ($. 326. 1) 
(Yon) ) - 102 (8.338) Va ($. 326. 1) 
y )— y (Ya) G. 322,  w..b.m. 
seit. Vive) = Ye) = v2 


Folgeſ. Die Reihenfolge zweier nach einander vorzunehmen- 
den Radicirungen einer Zahl ift gleichgüftig. 


vv.) = Yo.) 


Außer dem in diefem Paragraph gelehrten Verfahren ber Radicirung einer 
Burzel giebt es jedoch noch ein zweites, welches das Analogon der Potenzirung 
siner Potenz bildet, und ſich gründet auf den folgenden 


$. 341. 
Lehr. Eine Wurzel wird durch n radicirt, indem man 
ihren Wurzelerponenten mit n multiplicirt. 


Sap. Vi. - Y. 
Bew. (vr) 19) (8. 319. 3) 


[VaY" ($. 326. 1) 
a ($. 326.1) 


FA — a ($. 326. 1) 
Demnach —D — P.) 6.3. M 
alſo — — Va ($. 322), w. z. b. io. 
Beifp. Via 4 2. | 
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&. 342. \ 
Folgeſ. Aus der Umftellung der Gleichung, welche den vo- 
rigen Lehrfab ausdrückt, d. 5. aus der Gleichung 


VYa= YVı = Yla 
folgt noch: Soll man durch ein Product radiciren, fo fann man 
nad einander durch die Factoren desſelben in willfürlicher Reihen⸗ 
folge radiciren. ® 





3 


27, —_ 2 

oder = yvva — VY4 — 2 
2 

Vie — Vie - y4 = 2. 


Auf dem obigen ($. 341) Verfahren der Radicirung einer Wurzel beruht 
dann noch ein zweites Berfahren der Potenzirung derfelben, welches ausge 
fprodhen liegt in dem folgenden 





$. 343. 
Lehrſ. Eine Wurzel wird durch n potenzirt, indem man den 
MWurzelegponenten durch n dividirt. 


Satz. (Va) = Va. | 
Bew. V (Va) — Va (8. 326.2) 
— * 6. 31) = Va_- 
(Va) = yz ($. 322), w. 3. b. w. 
Bein. (VO) = 9 3. 
(Ve) = Vs = 2. 


g. 344. 


Zuſ. Fallen wir dad Gemeinfame, welches in dem doppel- 
ten Verfahren ſowohl der Potenziruyq als auch der Radicirung 
‚einer Wurzel, d. h. in den Gleich 
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ı. Va) = Var 8.3389) und — Vo (& 343) 

2. V (Ver) — V a= (88.340,36) und— Var ($. 341) 
enthalten liegt, zufammen, fo iſt es folgendes: 

Eine Wurzel wird durch n potenzirt, indem man entweder 
den Erponenten ihres Radicanden mit n multiplicirt, oder den 
Epponenten ihres Wurzelzeichens durch n dividirt (Gl. 1); 

eine Wurzel wird durch n radieirt, indem man entiweder den 
Erponenten ihres Radicanden durch n dividirt, oder ben Erponen- 
ten ihres Wurzelzeichend mit n multiplicirt (GI. 2); 

d. h. Multiplication oder Divifion des Sgponenten des Ra- 
dicanden ift Potenzirung oder Radicirung der Wurzel; 

“ aber, Multiplication oder Divifion des Erponenten de Wur- 
jelzeihen® ift umgekehrt Radicirung oder Potenzirung der 
Wurzel. 

$. 345. 

Foelgeſ. Eine Wurzel bleibt unverändert, wenn man den Ep 
ponenten des Rodicanden und den. ded Aurzelzeichend mit einerlei 
Zahl multiplieirt oder dividirt; d. h. 


Vr — Var = Virn. 
Denn fegen wir ber Weberfichtlichleit willen Var = a, fo ift 
Vs 6. a) 
Vr= pr ($. 3389 = (Yo) =a= Ver 
und Ve — a ($. 343) = y 
Var = Yı g. 30) = Vr=a-Ve. 


Anm. Ueber eine Beichräntung dieſes Satzes binfihtlih der Anzahl 
der Werthe f. unten $. 355. 


8. 346. 
Anfg. Zwei oder mehrere Wurzeln, z. B. Va» und Vbe, 
gleichnamig zu machen. 
Analyfe Da allgemein Vor — Var und 
n.__ ny>__ _ 
ebenfo Ybr = Ybv 
Helmes, Glementar-Mathematil. 1. 21 
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und zur Erfüllung unferer Aufgabe nur mx = ny zu malen, 
d. h. der gemeinfame Burzelerponent fo zu beſtimmen iſt, Daß er 
zugleich ein Vielfaches deö einen wie des andern, kurz ein Biel: 
faches jedes einzelnen ift, fo ift umfere vorliegende Aufgabe feine 
andere ald die obige des 8. 171 und wird demnach ganz in der 
Weite gelöst werden können und müſſen, wie zu Brüchen, deren 
Renner die einzelnen Wurzelerponenten find, der Generalnenne 
gefunden wird, der dann der gemeinfame Grponent aller damit 
gleichnamigen Wurzeln fein wird. Die Erponenten ihrer Radi: 
canden werden die Producte der urfprünglichen Erponenten und 
der Zahl fein, welche anzeigt, wievielmal der urfprüngliche Wurzel⸗ 
erponent in dem neuen, gemeinfamen Wurzelerponenten enthalten 
ift, d. h. fie werden nach demfelben $. 171 die neuen Zähler der 
unter gleihen Renner gebrachten Brüde fein, wofern die ur- 
fprünglichen Srponenten der Radicanden ald Zähler, die Wurzel: 
erponenten al® Nenner folder Brüche angefehen werden. Da 
ber die 

Aufl. Unbekümmert um die hier bedeutungslofe Befkhrän- 
fung de3 $. 305 Anm. fege man Var — am, Vor — br ꝛc. 
die fo auftretenden Brucerponenten 2, —, ... bringe man 
unter gleihen Nenner: dann wird ihr Generalnenner der gemein- 
fame Burzelerponent und die dazu gehörigen neuen Zähler wer 
den die Erponenten der betreffenden Radicanden fein. 


Beifp..1. | -| art 


Yo 


Beifp. 2. vi = V7 





3. 
VR — Yon 3|10|20 
VB — Vo 3| 6lı8 

8. 341. 


Zuf. Durch Vermittlung der vorhergehenden Auflöfung fin 
nen die Regeln der Multiplication und Divifion gleihnamiger 
Wurzeln (8$. 331 u. 334) auf alle Arten von Wurzeln eine An- 
wendung en. 


⸗ 
& 
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Beifp. V».Vbr — Vor. Vom = Var bee, 
v6 :V2 == v6: V2% = IVZIT: = . 





Ergänzungen" - 


' 8. 348. 

Lehrſ. Die Wurzel aus einer abfoluten ganzen Zahl kann 
niemals durch einen Bruch oder eine gemifchte Zahl dargeftellt 
werden. 

Bew. Sollte der echte oder unechte Bruch E die nte Wur⸗ 
zel der ganzen Zahl N fein, fo müßte 07) — N fein, welches 
8: 147 widerſpricht. 

Folgeſ. Läßt fih die Wurzel ans einer abfoluten ganzen 
Zahl nit ale ganze Zahl angeben, fo läßt fie fi überpaugt 
nicht durch irgend eine Zahl (genau) darftellen. 


$. 349. 

Lehrſ. Jede Wurzel aus einer abfoluten Zahl a laßt ſich, 
wofern fie nicht eine ganze Zahl ift, näherungsweiſe durch 
‘eine Zahl = fo genau, ald man will, darftellen,. d. h. es läßt 
fich immer eine Zahl « angeben, die von der wirklich geforderten 
Wurzel um weniger verfchieden ift, als eine noch fo fleine an- 
gebbare Zahl 8 beträgt (vgl. 8. 297. 


Bew. Vs = Ja _ Vb mc, 


wenn 3 und 341 zwei auf einander folgende ganze Zahlen find, 
zwiſchen welche Vb fällt. 

Seßen wir nun * —= a, fo iſt Va—a < 2 

Da man nun die Zahl N ganz nach Belieben wählen Tann, 
| fo fann man fie immer fo groß wählen, daß xr < 8, mithin 
VYı—ı <6b w. 3. b. w. 

Beifp. Vz = v2 — 1,4142..., welche leßtere 
Zahl nicht um 7Ars feiner ala V2 ift. 





21* 
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8. 350. 

Erkl. Zahlen, die fih dur ganze Zahlen und Brüche nie 
mald gang, wohl aber bis zu jedem Grade der Annäherung genau 
darftellen Iaffen, jo daß alfo einmal- immer nod ein Unterfchied 
der geforderten Zahl und ihres gefundenen Werthes bleibt, dann 
aber auch diefer Unterfhied beliebig Fein gemacht werden Tann, 
heißen irrationale Zahlen, wie beifpieläweife obige V2, 
überhaupt alle Wurzeln aud ganzen Zahlen, die nicht ſelbſt wie 
der ganze Zahlen find ($. 349). Im Gegenfage zu ihnen heißen 
alle bisher aufgetretenen Zahlen des Zahlengebiets, d. h. alle 
ganzen und gebrochenen, fowohl pofitiven al® negativen Zahlen, 
‚rationale Zahlen. 

"Allgemein pflegt man jeden mit einem Wurzelzeichen behaf⸗ 


teten Zahlenausdrud, 3. B. Va, einen irrationafen Ausdrud zu 
nennen und begreift fonach unter diefem Namen aud die Ausdrüde 


fo zu nennender uneigentlicher Irretionalsahlen Ver, fo Tange fie 
nemlich diefer Form- ihrer Darftelung nicht entkleidet find. Diet 
uneigentlichen Irrationalzahlen werden durch Wegſchaffen des Wur⸗ 


n___ 
zelzeichens rational gemadt. Ya” = a (vgl. $. 332): 

Anm. Die Irrationalzahlen find keineswegs auf das Gebiet der Wurzeka 
beſchränkt; wir werden fie ebenfo in den Rogarithmen der meiſten Zahlen 
(Abſchn. XII) und außerdem nod in vielen anderen Formen auf anderen Gebieten 
der. Größenbetradhtung auftreten fehen. Ihren Ramen haben fie von der Un⸗ 
angebbarfeit ihres Berhältniffes (ratio) zur Einheit erhalten, durch Ueberſetzung 
des griechifchen Wortes @Aoyos, welches Euklides (X. 7), von derfelden Bor 
ftellung (Aoyog = ratio Verhältniß) ausgehend, zuerft für folhe Zahlen oder 
vielmehr nur für die ftehvertretenden Linien und Flächen gebmucht hat. 

Die fie zu ihrer weiter und weiter getriebenen Annäherung eine weites 
und weiter fortgefegte Einfhaltung neuer Zahlen zwiſchen zwei auf einander 
folgenden Zahlen der bisherigen Zahlenreihe fordern, nemlich die Einſchaltung 
3. B. von Zehnteln, dann von Hundertfteln, von Taufendfteln und fo ohne 
Ende fort: fo gewährt e8 eine anfhaulihe VBorftellung von der Ratın 
und Stelle dieſer Zahlen, tvenn wir una zuerft die bie zu ihren Auftre⸗ 
ten vorangegangenen allmäligen Erweiterungen des Zahlengebietö im Zufams 
menhange noch einmal vergegenwärtigen in dem Bilde: 

-Die urfprängliche Reihe der natürlihen Zahlen von Null bis Unmdli 
fann dargeftellt werden durch gleich weit abftehende Punkte einer von einem 
beſtimmten Anfangspunkte (dem Nullpunfte) aus ins Unendfiche fich erfireden: 
den geraden Linie. Indem mir diefe gerade Linie nun auch nad) der enigegen- 
gefebten Seite vom Nullpunkte aus ind Unendliche verlängern, erhalten wir in 


— DT— 
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den gleich weit abfiehenden Punkten diefer Berlängerung die Reibe der negativen 
Zahlen (8.108), in den Punkten der ganzen, nad) beiden Seiten unendlich ſich 
erſtreckenden Linie die Reihe der algebraiſchen Zahlen ($. 109). Ins 
dem wir num zwifchen je zwei Punkten biefer Linie beliebig viele neue Punkte 
in immer gleichen Abftänden von einander einfchalten, erhalten wir in biefen 
neuen Punkten die Reihe der Brüce mit beliebig zu mählenden Rennern 
(8.189). Die Punkte rüren mit der Anzahl der Einfchaltungen, d. h. mit wach⸗ 
fendem Nenner, immer näher und näher an einander, bis fie bei einer ins Unend⸗ 
lihe fi fortfegenden Ginfhaltung, wie die Srrationalzahlen es fordern, 
aus einer Reihe von Punkten in die wirklich ftetige Zahlenlinie bis zu jedem 
beliebigen Grade der Annäherung übergehen. In dieſer ftetigen Linie fommen 
denn wirklich alle Bahlen, auch alle irrationalen Zahlen vor, nur daB wir nicht 
im Stande find, fie dur die niemals fletig in einander überzuführenden Zahlen 
ſelbſt darzuftellen. — Aber eine geometrifche Conſtruction wärde darnach in 
vielen Fällen durch eine darin auftretende Linie zur genauen Darftel« 
lung einer Srrationalzahl dienen Tönnen, wie denn 3. B. YV' (und auf ähn- 
liche Weiſe die Duadratiwurzel aus jeder belies - 
bigen Zahl) nad) Plan. Abſchn. IX Kap. 3 alfo 
zu finden fein würde: Theile eine Linie 07 
in 7 gleiche Theile, befchreibe über ihr 
ala Durchmefler einen Halbkreis, errihte am 
Endpunkte des Theiled 1 das Loth 1A, 
fo wird OA, gemeffen durch 01, = Vſñ, 
gleich der Darſtellung der geſuchten Zahl fein, und wofern man OB OA 
madt, B ihre Stelle in der Hahlenlinie ſein. 
8. 351. 

Lehrſ. Jede Wurzel aus einer Zahl, die größer ala di # 
ift arößer als 1, aber doch Feiner als die Zahl felbft (der Radi- 
cand); fie nimmt ab mit dem Wachfen ded Wurzelegponenten 
und nähert. fih ohne Ende dem Werthe 1, dem fie durch hinläng- 
lihe Vergrößerung des Wurzelerponenten beliebig nahe ge 
bracht werden Tann. 

Annahme. a = 1-4-d, mod jede beliebige pofitive Zahl; 
m = jeder beliebigen, beitimmt angebbaren 

ganzen Zahl, 
n == jeder beliebig groß zu wählenden Zahl, 
d == jeder no) fo Meinen 'angebbaren Zahl. 


Sag 1) Va>ı 2» Va <Va 


3) Vs <1-+3. 
Bew. 1. Daß die Wurzel eined jeden angebbaren Grades 
> Lift, folgt unmittelbar daraus, daß jede Potenz eined echten 
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Bruches offenbar wieder ein echter Bruch ift (8. 324) und 
darum nicht die verlangte Wurzel fein Tann ($. 326). 
2. Ebenſo unmittelbar flar if ed, daß von zwei unechten 


Brüden, a — Va und ß = — , derjenige der kleinere ſein 
müfle, der, einmal mehr als Factor geſetzt, dieſelbe Potenz bildet 
wie der andere, einmal weniger als Factor geſetzt. Denn ſowohl 
für B = a, als noch mehr für B > «a, würde Bet! > am fein, 
während doc, beide gleih und zwar — a fein follen. 

. *.Beweid von 2, ſtreng | in ‚Zeigen geführt: 


Annahme Va= a; Va = ß. 


Satz. BP <a. 
Bew. Brti— am (= a) 
m _ * 
"7 | | 
a a 
TE 


3. Va= Virg < 144 6. 328). 
* 





Da nun —* mit wachfendem n kleiner als jede 
| noch ſo fleine angebbare Zahl 8 gemacht werden fann, fo ift 


Va<ır+l 
<i+s . 2. . b. m. 


| $. 352. 

Lehrſ. Jede Wurzel aus einem echten Bruche ift wieder ein 
echter Bruch, aber doch größer als erflerer, der Radicand; fie wird 
größer mit wachfendem Wurzelerponenten und nähert ſich ohne 
Ende dem Werthe 1, dem fie durch hinlängliche Vergrößerung des 
Wurzelegponenten beliebig nahe gebracht werden fann. 

Annahme, wie im, vorigen Paragraphen, dann fann jeder 


echte Bruch dargeftellt werden durch den Ausdrud Ir 


Satz 1) V- < 1laber > 4 
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mt1_ m — 2 — j 
1 1 1 

» VIsVE 3» Mlsını 
Bew. 1. Da jede Potenz eines unechten Bruches nad 
$. 324 wieder ein unechter Bruch und als folcher größer ala 1 
it, fo fann nicht ein unechter Bruch irgend welche Wurzel. eines 
echten Bruch? fein und da ed auch 1 nicht fein fann, weil jede 
Potenz von 1 wieder 1 ift, fo muß jede Wurzel eined unechten 

Bruchs wieder ein unechter Bruch fein. 





m+1 
T 1 
2. yı = 7 (8. 38) 
a 
Va 
—— 
a Va 
m+1 m 
und da Ya < Ya ($. 351 Nr. 2, 
m-+1i 
ı /T 
jo ift 7 > 2. w. 3. b. w. 
s. yl- | 
& Va 


und da Va < J ($. 351. * 3) 


jo ift vi > em, > 1— Ir um fo mehr > 1— 3, 
w. 3. b. w. 
8. 353. 

Folgeſ. Die Wurzel aus jeder beliebigen Zahl z, ob größer 
oder Heiner als 1, nähert fi mit wachſendem Wurzelerponenten 
der Grenze L, und zwar bis zu jedem noch fo Fleinen Unterſchiede 
von 1. 

Zur Bezeichnung diefer in endlihen Zahlen unerreichbaren 
Grenze felbft haben wir darnach die Gleichung (8. 103) 

Vz — 1 
und 1° — z — jeder beliebigen Zahl, welche Gleichungen afe 
folde für eine weitere Betrachtung nicht mehr Gegenjtand der 
Elementar-Mathematik find (vgl. 88. 106 u. 36h). | 
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8. 366. 


Erkl. Eine Wurzel gerader Ordnung aus einer negativen 
Zahl (8. 326.6), wie überhaupt jeden Zahlenausdrud, deſſen %or- 
derung weder durch das Vorzeichen 4 noch dur das Vorzeichen 
— genügt werden fann, nennt man eine imaginäre Zahl, 
und im Gegenfabe dazu bezeichnet man alle anderen bis dahin 
aufgetretenen Zahlen ($. 850), nämlich die ganzen, gebrochenen 
und irrationalen Zahlen, ſowohl pofitive ald negative, mit dem 
gemeinfchaftlihen Namen reelle Zahlen. 


Insbeſondere nennt man noch Y —1, die mittlere geome 
trifhe Proportionale zwifhen +1 und —1, die imaginäre 
Einheit und bezeichnet fie ziemlich allgemein mit i, wo dem- 
nah 2? — —1 ift. 


Anm. Die jede Duadratmurzel aus einer negativen Zahl durch dieſe 
imaginäre Einheit audgedrüdt werden könne, ift offenbar; 


yÄi=yiey=tıy-i=ts; 
Vr=tiya 


Und ebenfo offenbar ergiebt fi eine Art räumlicher Darftellung jeder Qua 
dratwurzel aus einer negativen Zahl, z. B. Y—4, ald mittlerer geometriſchen 
Mroportionale ziwifhen 1 und —4 alfo: 

Trage in der Zahlenlinie (8. 350) von ihrem Nullpunkte aus nad den 
entgegengefepten Seiten desfelben die Längen O+1 und 9—4 alö 
die Darftellung der Zahlen +1 und —4 ab, be 
f&hreibe über der Linie +—1— 4 ald Durchmefler 
einen Kreid, errichte durch O das Perpendifel AB, 


OB die mittlere geometrifche Proportionale zwiſchen 
41 und —4, mithin A und B bie Darftellungen 
der imaginären Zahlen +4-2i fein. A und B is 
gen nicht mehr in der Zahlenlinie, fondern find 
in die Zahlenebene binausgetreten. 





. In 

Auch jede andere imaginäre Wurzel V—: laͤßt fih dur die imaginare 
Einheit i ausdrüden, was jedoch Hier nicht in diefer Allgemeinheit nad: 
zumeifen ift, wie denn überhaupt alle weitere Betrachtung der imaginären 
Zahl außerhalb der Grenzen der Glementars Mathematik liegt. Kür bie 
höhere Mathematik aber bildet die Linführung diefer neuen Zahlgattung in 
ihrer. ganzen Allgemeinheit den Keim der fruchtbarften Entmwidelungen Bie 
nemlich die Zulaffung diefer Zahlen nur dadurch gefchehen kann, daß eine nem 





fo werden nad) Plan. Abfchn. IX Kap. 3 OA und. 
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Schranke auf dem Zahlengebiete aufgehoben wird, fo wird fie in ähnlicher 
Weiſe, wie früher die Einführung negativer, gebrochener und irrationaler Zahlen, 
zu neuen Berallgemeinerungen derjenigen Gefeße der Zahlenverbindungen führen, 
um bderettwillen jene Schranke aufgehoben wurde. 

Wr nur ein Beifpiel ſolcher Berallgemeinerung anzuführen, fo wird erft mit- 
telft der imaginären Zahlen der $. 326.5 dahin erweitert, daß eine Wurzel immer 
fo viele Werthe habe, ald der Wurzelerponent anzeigt, Vi alſo n verfchiedene 
Werthe, wie wir für die Quadratwurzel die Richtigkeit des Sabes ſchon oben 
8.283 erkannt haben, für die Cubikwurzel ebenfo unten (Abſchn. XVII) erfennen 
werden. Cine weitere Folge davon wieder ift ed, daß auch der Satz ($- 348) 
eine gewiſſe Beſchränkung erleidet, und fo 3. 3. aus x — V-* nicht x—= Viso 
zu folgern ſei, welche letztere Umformung vielmehr zu dem früheren Werthe 
+2YV — 1 noch die beiden reellen Wurzeln 2 neu hinzufügt. 

Auch die Allgemeingültigfeit einer Gleichung mie der obigen ($. 339) 

2 n sm BD. 
Vor) = (V») = y" 
z. B. ve = (V — )' = £a2 
würde fi erſt fa erkennen und richtig deuten laſſen, während mir ſonſt auf 


beſon dere Formen des Ausdrucks, wie im angeführten Beiſpiele auf Y (— a)! 


— Ve befchräntt fein würden. 

Sowohl um ein leichtes Beifpiel von der Möglichkeit folder ferneren Ent⸗ 
widelungen zu geben ald auch um einer wirklichen Anmendung millen (f. unten 
Abſchn. XVII) fließen wir hier nur die beiden folgenden Lehrfäpe an. 


$. 356. 
Lehrſ. (4y3)” = —a. 


Bew. Er folgt unmittelbar aus $. 326.1, daß aber das 
Zeichen + feinen Unterfchied in das Nefultat bringe, folgt noch 
insbeſondere aus $. 320. 

$. 357. 

Lehrſ. (+HY I” = (= Hl, je nachdem n eine 
gerade oder ungerade Zahl iſt. 

Bew. (+YI)" = (4VT} 8.319.) = (1). 

| ($: 356). 
‚Beip i2 —1; i141; it=—l1; is — 1 ꝛ⁊c. ... 


8. 358. 
Anm. Aus der in $. 365 gemachten Bemetkung über bie Vielheit. der 


Wurzelwerthe eines Ausdrucks Vs, ergiebt fich. die nothwendige Folge, daß "die 
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aus a — b abzuleitende Gleichung Vi = —X (5. 322) nur mit Vorficht, 
d. h. nur für die abfoluten Zahlwerthe (5. 326), zu gebrauchen if, ba ja offen 
bar nicht jeder der n Werthe von Y« jedem der m Werthe von Vb, fonden | 
einer immer nur einem ganz beftimmien gleichgufeben fein wird. Beſchränlen 
wir und bier nur auf die Quadrattivurzeln ziveier gleichen Zahlen, fo wird ws 
+Ya = +Yb nicht zu folgen fein +Ya = — YVb. 
Beifpielöhatber würde durch Vernachlaͤſſigung folder Vorſicht es möglid 

feinen, dad Paradoron zu beweiſen, daß jede Zahl gleich jeder Zahl, + 
a = b fei, und zwar alfo: 

Ei a+rb=s 

alfo a = s—b 

und a—s = —b 

fo it 2 — as = b?— bs ($. 224) 


82 8? 
a ?—284+- = b?—be+ (8. 224) 


6-2" em 


ı—l—-b— 


2 3 
a=b 


während bie noch ganz richtige Gleichung (4-3) = (4) doch nu | 
zu dem Schluſſe (4) = + ode -(b— 4) berechtigt und dann in dem 


bier gebotenen .— = (2) nur auf die Auägangögleigung a+b=s 
zurüdführt (vgl. Abſchn. XI unten). | 


$. 359. 
Uebungsbeiſpiele zum Nadiciren. 


—h — 


l. Das Radiciren der verſchiedenen Zahlformen 
(ohne Rüdfiht auf das Vorzeichen). 





Veb = — v· Vo. 2. V3.100 = 2.10 = 2. 
Var = aV». 4. VB = VA.2 = 2Y2. 
Veb = aVh. 6. Va) = (Ve) = 


mon m 


v85=(yı)’=Rr-=4. 





22. 


24. 


37. 


X. Abſchnint. 


yet VB +32Y38 — 2ay2+y3. 


3 — 
. V- Ti — 2a i. 




















2 — Ve 19. Va=!re. 
,_._Yb 
823 2a a 
. Van == 352° 21. v3 = IV. 
a3 a ıla 8a?b 2 
bs 7 aVr 23. Verb _ 
— | 
Wa — Ya. 25. vie == * 
/5V3 = VB. 21. Yaryıar = Var. 
83 . ” 
a3b2 2 
2 a3b = Vab 


2. Das Rechnen mit Wurzeln 
(shne Rüdfiht auf das Borzeihen). 
a. Das Multipliciren. 


n n s.___ 3___ 
Va.Vb = Yab. 30. ViO.YI® = 10. 


. Y2.VI8 = 6. 832792 = VRR. 
. (a-+-Vb) (a —YVb) = a2- b. 


(Va+Yb) (VYa-VYb) =a-b. 
(5+YV5)@-Y5) = 26—V5). 


‚ (5-+Y3) 6—)3) = 


(1+V5’ = 28+Y3). 
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Vin) — an. 49. Vase — Bab®. 
Verbin — able, 11. Vidaibe — 2ab2. 
Var — 2Var. 13. VEt.b = 2aryi, 
. Vs =aVa. ° 15 Varbier < abe ber. 
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38. y>+V5- 3— V5 = 2. 

39. Verve y--Vr - Ver. 

40. Ya.VYb = Varbe. 41. V3.V2 — Vi. 
42. Va.Va = Var. 

43. Va3.VaT — Van — Van. 


b. Das Dividiren. 


n n n s___38 
44. Va:Yb = m 4. V54:V2 = 3. 
46. 2:V2 = Va. 41. a:Va — Yamı, 


48. Va: Vb — 1 a | 49. Va:Va — ve. 
50. Va:Va = Ver | 51. Va:Var — Ver. 


53. Var—br:VaLb — Vab, 


54 4 — 3—_y5 (durch Multiplication_ des Zählers und 





j 3+V5 Renners mit 3— 5). 
8 
3 


“ e. Das Potenziren. 
m 


57. (Ya) = Ver) = Va. | 

58. (Ya) - VE=- 23; m — M-NM—2 

59. (Y5+-YT) = BYy5LRyY1. 

60. (Ya-+Yb)? = (a+3b)Ya+ 8a-+b)Vb. 

61. (mYa—nyb)3 — (mda+3ma2b)Ya—(n®b-H3m2na)Vb. 
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3. Einige Aebungsbeifpiele über das Vorzeichen und das Rechnen 


mit imaginären Bahlen.* 





Vi = + 10. 63. y 1000 = 
V-I08 — —10. 
VE F-1000? — VER 1000)? — V+1000) — (+10)? 
— +100 
VI? — VD. = —ı. y 1000? = — 100. 
an441 
—*1. 68. VTT = HI. 


1. 


. VRR = (vH = VB) 43940. 
. VS = (Vi = (VA =. 


3 — +9 


VL® nit unbedingt — (Va) = tu 


fondern allgemeiner = + ae. 
2 


—— immer — (Va)" * 49 —+taVa. 


V=I=3- WÄ=Vi 


. V-3# = V3t—-1 = nn 
{-444VFP=1 198 {44V} = 1. 
.4+V3P = —ı 80 {4 VI} = — 


Nennen wir die in Klammern ftehenden Zahlen der Rummern 
77—80 a, ß, x, 8, fo it (aA)? = (BA)? — AP; (YA)® 
— (6A)? — —A®. 


. @+bVY-Nl@a—by—i) = a?+b2. 


ja 41; feat — — 1; jr — i; at —i. 


1=-(-YV=-dHit=-M=H. 
A+V-NU-VD) = 2 


(-1+Y-)-1-V—0) = 2. 


. 
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3. Kapitel. 
Erweiterung des Potenz-Begriff durch Cinführung 
negativer und gebrochener Erponenten. 


Borbemertung. Wenden wir die oben SS. 318 und 336 «ut 
widelten Geſetze der Divifion zweier Potenzen mit gleiher Bafıs 


gm;gn — am-n, und der Radicirung der Potengen überhaupt, Var — ar, 
auf beliebige Erponenten an: fo wird es kommen fönnen, daß dort, fin 
=> m, Potenzen mit dem Erponenten Null und mit negativen Exponen⸗ 
ten auftreten, ad und a-d; bier, für m untheilbar durch n, Potenzen imit ge 
brochenen Erponenten, 3. B. ab. 
Solche Potenzen hätten keinen Sinn oder wären unverſtändlich nad der 
Erklärung des $. 66; gleichwohl waren die Beweife jener Geſetze am-am — 


am-., und ve — * unabhängig von den befondexen Werthen der Die 
renz m—n und des Quotienten — und gründeten fich vielmehr nur auf di 


Differenz; und den Quotienten als "rohe (vgl. 8. 336). 

Man würde demnach die dur folche Bemweife begründeten Geſetze des 
Rechnens auf Differenze und Quotient [Erpenensen aller Art, namentlich alfo 
auch auf negative und gebrochene Exponenten anzuwenden berechtigt fein, wo⸗ 
fern man nur den dadurch auftretenden Botenzen eine rechte Bedeutung ker 
zulegen im Stande wäre. 

Diefe Bedeutung aber und die daraus ſich ergebende Erweiterung bed Po⸗ 
tenzbegriffe folgt mit Nothwendigkeit aus dem Urfprunge diefer befondern Arten 
von Grponenten, wie wir nun In den folgenden Paragraphen mäher darlegen 
wollen. 

Anm. Es hat keinen pädagogifchen, auf feinen wifjenfchaftlichen Werth, 
den Begriff der Potenz nun nachträglich fo umzubilden oder ihn von Anfang au 
fo allgemein zu ſtellen, dag alle Arten ſolcher Potenzen darunter begriffen find. 


$. 360. 
Erkl. Unabhängig von den befonderen Werthen der Eppo⸗ 


nenten m und n wollen wir ganz allgemein jeden Quotienten 
— = ar— fegen, eine Beſtimmung, die für m>n den Lehrſaß 
des 8. 318 auöfpricht, für jeden andern Fall aber die Bedeutung 
bed Differenz.Erponenten verallgemeinert, um bei der Anwendung 
bes $. 318 nicht auf befondere Werthe der Erponenten befgränft 
zu fein. 
S. 861. 
Folgeſ. 1. Eine Potenz mit dem Eyponenten ul iſt 1 


X. Abſchaut. 25 
für jeden beliebigen Werth der Bafid (nur 0%, wie auch oo° find 
unbeffimmt und — jeder beiiebigen Zahl — x). 

Sat. a® — 1; 0% — undeflimmt — z; 00° — unbe 
ffimmt = z. 

Bew. ad — ana (8 101) = — (8. 318) = 1. 


(0 — mn — on — 2 —: ($. 102.5) und 
og ® — m-m — 2 == 2 —ı (8. 106. 4). 


0 
Zuſ.“ VI = jeder beliebigen Zahl = z, weil 20 = 1; 
0 
Vz ſowohl = 0 als auch = ©, weil ſowohl 0° als auch 


0 
&@° — z. Darum ift Vz, bei folder Unbeftimmtheit der Be- 
deutung, ala Zahlausdruck gänzlih unbrauchbar. 
&. 362. 
Folgeſ. 2. Jede Potenz mit negativen Erponenten ift gleich 
dem Umgefehrten derfelben Potenz mit pofitinem Eyxponenten. 


1 
Sap. an — rry 


Bew. ad aı — "_1 
j j ar au’ w. z. b. w. 


Ebenſo iſt 5* (Folgeſ. 2) 





an n 
= 769 - ae. [ 


Mit Hilfe dieſes Sapes kann die Brucdform bei Potenzen 
ganz vermieden, nemlich jede Potenz mit enigegengefeßtem Ex⸗ 
porenten aus dem Nenner in den Zähler. (und umgekehrt) 


gefegt werden, 3. B. 2 — a2b-3, 


Zul.” Vr = ı = I. denn für Vp — x, muf 
1 vo. 
x — p, d h. — — p, alſo x — Yyl- — fan, db. h. 


auch jede Wurzel mit negativem Wurzelerponenten iſt gleich 
dem Umgekehrten derfelben Wurzel mit pofitivem Wiürzelerpgnenten, 
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§. 38. 

Anm. Die Nenner der verſchiedenen Syſtem⸗Brüche (5. 182) find, wenn man 
fie als Factoren der Zähler auffaßt, Potenzen der Grundzahl des Zahlenfyftemsd 
mit negativen Erponenten, namentlich alſo die ſucceſſiven Nenner der Deci⸗ 
malbrüche Potenzen von 10 mit den ſucceſſiven negativen Erponenten; die 
Einer in jedem Zahlenfpfteme find Ginheiten der Oten Potenz der Grundzahl. 

Die Ordnung der auf einander folgenden Einheiten eines Zahlenfyfiemd 
ſtimmt ſomit überein mit dem Erponenten der Potenz ihrer Grundzahl; und 
es iſt einleuchtend, warum man die Einer Einheiten der Ordnung Null nennt 
(8. 5), und ebenfo die fucceffiven Decimalftellen Einheiten der Ordnung —1, 
—2 ... u . 

Darnach ift alled Rechnen mit den Zahlen irgend weldhen Zahlenſyſtems 
auf das Rechnen mit Potenzen gleicher Bafis zu gründen und das Rechnen in 


Syſtembruͤchen, insbeſondere alfo das Rechnen in unfern Decimalbrücen, von 


dem Rechnen in ganzen Zahlen wiſſenſchaftlich nicht zu unterfcheiden. 
8. 364. 
Erkl. . Unabhängig von den befonderen Wertben der Ewe⸗ 
nenten m und n wollen wir ganz allgemein 


Var — a. 
jeßen, eine Beftimmung, die für * — einer poſitiven ganzen Zahl 


den Lehrfag des $. 336 ausſpricht, für jeden andern Fall aber 
die Bedeutung des Brudh8-Erpenenten verallgemeinert, um bei 
der Anwendung de? $. 336 nicht auf befondere Werthe der Er: 
ponenten befchränft zu fein. 

Folgeſ. Jede Potenz mit gebrochenem Erponenten ift gleich 
der fovielten Wurzel, ald der Nenner des gegebenen Bruches an- 


zeigt aus der fovielten Potenz, als der Zähler anzeigt; at Va! ; 
und umgefehrt kann jede Wurzel ald Potenz mit gebrochenem Er- 
ponenten dargeftellt werden, wo dann der Erpoment des Radiran- 
den den Zähler, der Erponent ded Wurzelzeichend den Nenner des 
Bruchs⸗Exponenten angiebt. 

Jede gebrochene wie ganze Potenz von 1 ift wieder 1. 

Anm. Es läßt fih mit Beftimmtheit erwarten, daß alle in den beiden 
erften Kapiteln entwidelten Gefete der Potenzirung und Radicirung ber Poten- 
zen auch noch von den Potenzen mit negativen und gebrochenen GErponenten 
gelten, weil fie eben um der Derallgemeinerung diefer Gefege willen eingeführt 
und ihnen gemäß eingerichtet wurden, fo daß nur ihre daraus folgende Ber 
deutung neu und befonderd hervorzuheben war: dennoch entſpricht es ber 
Strenge der Wiflenfchaft, diefe Erwurtung zu beflätigen, welches vu die ſol⸗ 
genden Paragraphen alfo: gefchieht: 


X. Abſchnitt. 887 


8. 365. 

Lehnſ. Bezeichnen m und n oder r und s beliebig zu wäh: 
ende abfolute ganze Zahlen, fo it m—n oder r—s der all- 
gemeine Ausdrud jeder beliebigen algebraifhen ganzen Zahl, 
die, je nahdem m> —=<n und r>—<i if, pofitiv, Null 
oder negativ fein wird ($. 109). 

8. 366. * 

Lehrſ. Alle im erften und zweiten Kapitel abgeleiteten Gefeße 
des Potenzirend der verfahiedenen Zahlforınen wie die des 
Rechnens mit Botenzen gelten unverändert aud) dann, wenn 
die Erponenten der fraglichen Potenzen beliebige algebraifche ganze 
Zahlen m—n, r—s find; oder es iſt ganz allgemein; 


1. (ab)® = am. pm nach der Regel ded 8.312 
4 n—u gan - 

2. (*) — —X v⸗ — ” [7 8. 314 

3. (am-n) " = alm-n)(r) v „ou F. 317 


Va)” = Von oer — , 8.344 








Bunte gmtn-atN, „ „ 8316 
6. am: ars — almn)—(r—) — gm+s-tutr), „ . . 8.318 
7. Var — — , 8. 336 
Beweis. 
1. (abya— — 2" (3. 360) — ($. 312) 
u eb an ar 
— 7.2.93) — au.bmn ($. 360), 
® w. z. b. w. 
a mn 
("= er Gam-Egem 
am 
= m 60 = 6. 30, „ ...b. w. 
rs r (guN\® 
3. G 8.360) — (7) (m) ($. 360) 
au gu 
= Zar’ zm IT gg. 3l4u. 31) —— en 26. 95u.316) 


= gan(r-s) —n (rn ($. 360) — g(m—n)(r—s) „w.z. b.w. 
Hel mes, Elementar⸗Mathematik. I. 22 
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4. (Va) —3 (8. 360) — = ($. 338) 


ga 








— — * ($. 334) = Var (—) (8. 360) 
w. z. b. w. 


—4 


und darum auch (8. 34) —- Vor 
5, am) ae — en 2 ($. 360) — 


— —* 49 (8. 360) 


-, a (88. 93 u. 518) 








6. gun: at a ($. 360) — — ($. 95) 
— * Es. 93u.316) = am+t)-(a+r) (8. 360) 
1. Van. — Ki . 360) — U" (g. 334) 
an 
— 2 (8.369) = ar ($. 360). 
ar 


8. 367.* 

Lehnſ. Alle im zweiten Kapitel abgeleiteten Gefehe ded Ra: 
dicirens der verfchiedenen Zahlformen wie die des Rechnens 
mit Wurzeln gelten unverändert auch dann, wenn die Wurzel— 
exponenten negativ ſind. 

Der Beweis wird vermittelſt des 8. 362. Zuſ. in ſo 
gleichförmiger Weiſe nach Art des Verfahrens in 8. 366 geführt, 
daß wir ihn nur beiſpielsweiſe für die erſte der in dem Sape 
enthaltenen Behauptungen führen, alfo: 


Satz. V (ab) = Va. nad der Regel des 8. 330. 








Bew. Vlab) = Z (8.362. 3uf) = — — (8.390) 
(ab) Va.Vb 

-— . AG6G. 8 — Va Vb (8. 362. Zuf,) 

Va Vb w. z. b. w. 


 Solgei. Die Gefepe des Nadieirens und des Rechnens mit 
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Wurzeln gelten ohne Unterfchied won negativen wie won pofltiven 
Wurzelerponenten. 

Anm. Wir haben feinen Grund, obigen Sap für MWurzelerponenten von 
der allgemeinern Form m—n beweifen zu mollen. Wie nemlich diefe Form 
in feiner. der biäherigen Entwidelungen für den Wurzelerponenten aufgetreten 
if und darum eine Zurädführung berfelben auf die einfachen Formen Ya und 


Vo unmöglich fein würde: fo wiffen wir vielmehr aus $. 361. Zuf., dag ein 
folder Wurzelerponent für den Fall, wo mn ifl, geradezu unbrauchbar und 
gänzlich unzuläffig ift. 

$. 368. 

Lehnf. Bezeichnen m und n oder r und s beliebig zu 
wählende-algebraifche ganze Zahlen, fo ift — oder — der all 
gemeine Ausdrud jeder algebraifchen Zahl, der ganzen wie der 
gebrochenen, der pofitiven wie der negativen. 

| 8. 369.* 

Lehrſ. Alle im erften und zweiten Kapitel abgeleiteten Ge- 
febe de? Potenzirens, der verſchiedenen Zahlformen wie die 
des Rechnens mit Potenzen gelten unverändert auch dann, wenn 
die Erponenten der fraglichen Potenzen beliebige ganze oder ge⸗ 
brochene pojitive oder negative Zahlen, kurz nach der Vezeich— 
nung des vorigen Paragraphen Zahlen von der Form — oder — 
find, oder es aiſt ganz allgemein: 


1. (ab) = a ba nach der Regel des 8.312. 
& n an 
2. (5) == DE Sl 


= aus j " w u ” 8.317. 


4. (Va) Ver over = VE. 5 u „8.344. 


ma nr 





ala! — 4 — a »0 „un » 8316. 
m r ar me—nr en , 
6. ana — an a 20 8.318. 


7. Var = (Yo)? @.39. year. 3865 
22° 
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Beweis. 

1. (eb)® — Vüabr) (. 364) = Vam.be ($. 366. 1) 
— Var.Vor (8.330) = p (8.3649), mw; b. m. 

2. (27 = V —3 (8. 364) — V 2 (8.366. 2 
— Ve ($. 333) = — (8. 364), w. 3. b. m. 

* ba 
» (= WR) 6 - VOR a 


- Wie (8. 366.4) = Var ( ($. 341) = am ($. 364), | 
w. z. b. w. 


. Ver=Y Ve 364 -VWe (8.366.4) 


— 6. 340 golgeſ) = Var 6.3660, w. . bm 
und aus 


Va)" - Vie) - Via: ($.366.4) = Ver ($. 341), 








w. ;. b. w. 

5 ar. — Von. Ver ($. 364) = Ve Var (8. 346) 

— Vamae (g. 331) = Varte — am (6. 364) 
artr, | w. 5. b. m. 


6. anıar — Va: Ver ( ($. 364) — Var: Vers 346) 
— Vam:aw ($. 334) — Var (8.366. 9a“ (6.364 


=an er w. 3. b. m. 


7. VE = (ir $. 364) — Var (. 34) 
= ar ($. 464), w. ;. b. w. 
Der Paragraph 367 ift ſtillſchweigend vorausgeſeßt. 
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8. 370. 

Folge.” Da alle Wurzeln ald Potenzen mit gebr. Erpon. 
dargeftellt werden können, fo ift der ganze Inhalt des Kap. 2, 
vom NRadiciren, von diefem neuen Geſichtspunkte aus betrachtet, 
vollitändig in den Regeln des Kap. 1, vom PBotenziren, enthalten, 
oder alled Radiciren ift im Potenziren aufgegangen, und bedarf 
einer befonderen Unterfeheidung nicht mehr (vgl. 88. 114 u. 174 


Folgef. 2). 
8. 371.* 


Lehrf. Alle im zweiten Kapitel abgeleiteten Geſetze des Ra⸗ 
dicirens und ded Rechnen? mit Wurzeln gelten unverändert 
auch dann, wenn die Wurzelerponenten beliebige ganze oder 
gebrochene pofitive oder negative Zahlen, kurz nad der Bezeich⸗ 


nung des $. 368 Zahlen von der Form — oder — find. 
Der Beweis wird vermittelt des Satzes $. 343, nad 


welchem Va = (V») ift, in fo gleichförmiger Weife nad Art 
des Berfahren® in $$. 366 u. 369 geführt, daß wir ihn nur 
beifpielöweife für die erfte der in dem Sape enthaltenen Behaup- 
tungen führen, alſo: 


Satz. Veb) = TA * nad) der Regel des 8. 330. 
5. 367 


Bew. Veh (VYab)) (8.343) = (Ya. m Folgef.) 
— (Va) .(Yr) G. 366) — Pa. Ph (G. 366.4), 


w. 3. b. m. 


Anm. 1. In allen Entwidelungen diefes dritten wie des zweiten Kapitels 
ift der Vorbehalt des $. 326 NB. zu wahren, wonach nur bie abfoluten 
Zahlwerthe der Wurzeln die Glieder der abgeleiteten Gleichungen bilden, 
die Borzeichen aber und die Bielheit der Wurzelwerthe ($. 355) andermweitigen 
Beſtimmungen überlaffen bleiben. 


Anm. 2. Die Erweiterung des Potenzbegriffs auch auf irrationale und 
imaginäre Erponenten bietet feine Schwierigkeit dar, foll aber bier der Kürze 
halber, und weil wir keine Anwendung davon zu machen haben, übergangen 
werden (vgl. C. ©. Fifher, Lehrb. ZU. Abſchn.). 


22. 
23. 


. 10a3b?:5a!b5 —. 2a-!b-1 — —., 
ab 


. Vet = b 


Aruhmeiit und Agebra. 


5. 872, 
Mebungsbeifpiele. 


l. Potenzen mit algebraifchen ganzen Erponenten. 
a. * Potenziren der verſchiedenen Zahlformen. 








1. (. 2. 
8. —— er 4 20 — rk: 
; —n IN 
5. (+ = 6 = F. 6. (z == 
7. (>) — 8. 8. (a) — as. 
9. (a1) = a. 10. IC I: — a8. 
bio /b2\5 
11. (ab) = ab = Z = (5). 
12. (Var *— —— I 
u —p n Var 
13. (Ya) " — Var. 
b. Das übrige Rechnen mit ſolchen Potenzen. 
14. a-3.a5 — ad. 15. 29.05 — a 1 
16. 2u°b-3.58-2b7 — 10ab2. e u 
(7, 2arb2 Bett _ 3 a-ıbt _ Bbter 
"5 A 10 c+ 7 TOR ° 
| * 
18. 63°b:2a?b* — 3a-1h? — >. 


2 


12a°b3o 6a-4b-%2  2arhed’ 
"Tas TI I" 





22 
b? __ 2a7b 2bc 


| = —— ns 


„27T 3e-! 3a? | 
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2. Totenzen mit beliebigen Kruchs-Erponenten. 


a Dad Potenziren ber verfihiebenen Zahlformen. 





26. 8-4 28. u 4. 
m. 28. 8. 
Va”. 
29. 2 — 9. 30. (8.27% = 36 
8\- 4N\- 
1. (2) = 24. 32. (5) = 3. 
38. Our 3. (4)* — 16. 
35. (818)? — 9. 86. (81) =}. 
7. ae 33. (VEN! .— A. 
‚vat=} 


b. Das übrige Rechnen mit ſolchen Potenzen. 


6. 
at. aà at aya. 
— BE 
8. garni Var = aya. 


. atb8. 280-3 — ad.b1 — 2. Va. 








43. 2ab3.3a-5b-1— 6atb? — 6b? Ya. 

4. (d-bi)(ed— bi) — aVa4+Varbt — Varbı—bVb. 
45. 1028b3:20"4b — 5a2b-t — 2, 

46. ‚Tabt.c-}.ät:2bte-id-t = F * 

47. —— (&3—y}) — —— (8. 69. 9.3 
48. ve — at — Vai 

». 4 Va u | 

50. Nele). — ayar. 51. ⸗ Var’ 
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n 4 x ı 
52, zT xı-i — xx —]). 
n 1 1 
53. x=-1 _ axı-! — xu-1i(x—a) 


XI. Abfchnitt. 
Die quadratiſchen Gleichungen. 


1. Kapitel. 
Die Auflöfung der Gleichungen mit einer Unbelannten. 


8. 373. 

Erf. Eine Gleihung heißt eine quadratifche oder eine 
Sleihung vom zweiten Grade, wenn die Unbefannte darin, nad 
etwaiger Wegfchaffung derfelben aud dem Nenner und aus dem 
Radicanden, im Quadrate, und nicht in einer höheren Potenz 
vorkommt ($. 221). 

Kommt die Unbefannte darin nur im Quadrate vor, fo 
heißt fie eine rein-quadratifhe Gleichung, 3. B. ax®+b = c; 
fommt fie darin, außer in dem Quadrate, noch in der erften 
Potenz vor, fo heißt fie eine gemifcht-quadratifche oder eine voll- 
fländige quadratifche Gleichung, 5. B. ax? —bx = c. 

8. 374. 

Anfg. Eine rein-quadratifche Gleihung aufjulöfen. 

Aufl. Man betradhte dad Quadrat der Unbefannten, x?, 
ald neue Unbefannte, löfe die Gleichung für diefe Unbekannte 
nah $. 227 auf, x? = a, ziehe auf beiden Seiten der Gleichung 
die Quadratwurzel; fo ift diefe der Werth der eigentlichen umd 
urfprünglichen Unbefannten, x = +Ya. 


2 — 
Beifp. 1) 5x2—22 — 478 2) “in 
2=10 „__be-+de 
x=ty1i0=H10. x ⸗— 
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8. 375. 

&olgef. 1. Die reinsquadratifehe Gleihung hat immer zwei 
Burzeln (8. 283.1 Folgef.), mit gleichen Zahlenwerthen aber ent- 
gegengefegten Vorzeichen; furz ihre Wurzeln find die eine dad Ent- 
gegengefegte der andern ($. 110). 


Folgeſ. 2. Die beiden Wurzeln der rein-quadratifchen Se 
hung find beide zugleich reell oder zugleich "imaginär ($. 355). 
Beiſp. 2 —= +10; x —- 10 
x2 = — 4 ı= +YV-4 = +2. 


8. 376. 

anf. Aus x? — a folge 2 — a? — O, d.h. (6. 69) 
(x+a) (x— a) —= 0, welcher. Iegtern Gleichung offenbar auf die 
doppelte Weife genügt werden fann, daß entweder der eine oder 
der andere Factor gleih Null geſetzt wird, Ä 

x-a = 0 

oder x—a — (0); 
woraus in unmittelbarer Auffaffung der auf Null gebrachten Glei- 


Hung ald eines Product, x — —a ndx— a, als die 
beiden obigen Wurzeln der Gleihung hervorgehen. 
8. 377. 


Lehrſ. Jede gemifcht- quadratifhe Gleichung ift auf 
die Form (Normalform) 
x” px =q 
zu bringen, wo p und q beliebige algebraifche Zahlen find. 
Bew. Die allgemeinfte Form der gemifcht-quadratifchen 
Gleichung ift 
ax? +-bx —= c 
wo a, b, c beliebige algebraifche Zahlen find. Durch die Divi- 
fion der Gleihung durch a fommt 
b c 
x? 47x = T 
b 6 
oder, wenn wir zzpruc-g ſetzen 


x2 px q, w. 3. b. w. 


346 Arithmetik umd Algebra. 
Beiſp. 4317 -æ 542 = Ir? cr — 20 
. 9x2 —10x-+ 24 —= 6x2 + 48x — 240 
8x2 — 58x — — 264 
x — -8 


(x = 12 und = 74). 
NB. In der Normalform der gemifpt»quabratifgpen —— 
chung ift +1 der Corfficient von x2. 


8. 378. 
Anfg. Jede auf die Normalform 
x’ +-px=q (1) 

gebrachte gemifcht-quadratifche Gleichung aufzulöfen. 

Aufl. Man addire auf beiden Seiten der Gleichung da? 
Quadrat des halben Cozfficienten von x, aljo 

2 Hp +(B) =q+ (2) Ce 

wodurch die linke Seite-der Gleichung nach der befannten so | 
(a-+b)2 — a2-+2ab-H-b2 jedesmal dad Quadrat von + 5 
wird; alfo 


GE ELe u 
Au? («+2) findet man dann 


+, =+ Vı+(2) (4) 


—_ _P PN? . 
und daraus x 23T Yı+($) (5) 
Beiſp. 1. Beiſp. 2. 
x2 6x —8 u) x? — 8x = —7 
x2+-6x432 = —849 = 1 (2) | x? — 8x4 (— 4)? = — 7 +16 
(x +32 = 1 (3) (x—4)?2 = 9 
s+3=+Vi=+i1 (9 x—4=+Y9=+> 
x —3+1 (5) x—=443 
= —2 u. —14. U _TIı-l. 


Da p und q algebraifche Zahlen find, fo ift in der vor: 
henden Entwidelung die Auflöfung aller möglihen durch die 
Borzeihen von p und q unterfehiedenen Faͤlle enthalten. 


Anm. Die Analyſe des vorftehenden Berfahren®, welches ſicher ſhon 
dem Diophant bekannt geweſen, liegt nahe: 
Die Mittel der Auflöfung einfacher Gleichungen reichen zur Aufloͤſung ber 


” 


xT. aAb ſchnitt. a 


gemifhlrguabratifchen Gleichungen nicht aus; nad geſchehener Trandpofition, 
Abfonderung bed Factors x und Divifion ($. 227) würde x durch x audges 


drüdt fein. 
Immer aber ift es moͤglich, 224 px durch Addition eines dritten Gliedes 


a zu einem vollftändigen Quadrate von einer zweitheiligen Zehl, von x-H-B, 
zu ergänzen, fo daß 
 +mte= at Sr. 
Es mußte nur pa = 28x 382 fein, 
darum px == Aßx u) 
und « = ß? ' (2) 
Aus (1) folgt 
P=Bbh=t 
9 — (?\ 
und adpa—f?= (2) ‚ 
d. 5. addirt man zu x? -+-px das Quadrat deö halben Cokfficienten von x, 


2. 
alfo (2) , fo hat man jedesmal 


 ttm+($) = (+3) 
wie oben. 
8§. 379. 

Zuſ. Da ſich aus der Normalform einer quadratiſchen 
Gleichung der Werth der Unbekannten auf dem in' 8. 378 ange⸗ 
gebenen Wege immer in gleicher Weife entwidelt oder aud p 
und q zufammengefept, d. h. aus 

»+pr=q 0) 


.2 
= —t+ Va+($) 
fo kann man fid) aus der Rormalform (1) einer gemifcht-quadra- 
tifchen Gleichung (I) das Reſultat ihrer Auflöfung (&) mit Ueber 
gehung der vermittelnden Gleichungen (2 bis 9 ein für allemal 
wörtlich alfo merfen: | 
„Die Unbefannte ift gleich dem Gntgegengefehten des hal- 
‚ ben &okfficienten von x, + der Quadratwurzel aus: dem be- 
kannten Gliede auf der rechten Seite, vermehrt um: dag Qua⸗ 
drat des halben Coẽfficienten von x.“ 
Beifp. x?-+4x — 12 " 
= —27yR+2?—=—-2t+yY16 
=—2+4=+2 und =..—6, .. am 


immer folgt: 





< 
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2 

Da x — 4 + V auch — —ptV dg-tp" — SI TP 

fo läßt fi das Refultr auch jedesmal in biefer weiten Form 
ausdrüden, die den Borzug verdient, wenn 5 nicht eine ganze 


Zahl ift, und die in Worten fih alfo ausſpricht: | 
„Die Unbekannte ift gleich der Hälfte des Ausdruds: Ent 
gegengefeßted® des (ganzen) Cokfficienten von x, + der Qu 
dratwurzel aus dem Bierfachen des bekannten Glieded auf der 
rechten Seite, vermehrt um dad Quadrat des (ganzen) Cokffi⸗ 
cienten von x.“ 
Beifp. x2 — 3x = 54 
styzısf9 8+1 
2 


= = — —6 
5 9 und 


8. 380. 
Lehrf. Jede gemifcht-quadratifche Gleihung von der Nor: 
malform x? px = q läßt fih dur die Subftitution von 
xey- 2 
, = 973 
in eine rein-quadratifche Gleihung für y umformen. 
Bew. Durch die genannte Subftitution wird: 





’ = y2—py+B 
hr 
pyx— py-i 
24p=yp—E=y 
— = a+E- 
Anm. Die Analyfe für die vorftehende Gubftitution liegt fehr nahe 
Seht man 
x=y-+3, fo itix? = y?+28y+2? 
px = py-+-p3 


+px=y’+p+23)y+5p+9 = 14 
Sol y wegfallen, d. b. die Gleichung rein» quadratifch für y werben, 
fo mug po 
p 


= — — 


2 


alſo x — y43 2 
geſetzt werden, wie oben. 





8’ 
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Auf dem Lehrfage diefed 8. beruht folgende 
$. 381. 
Zweite Aufldfung der gemifät-quadratifhen 
Gleihung 
x?-+-px = (. 
Sehe p 
x=y—-,, 
wodurch ſich die gegebene Gleichung verwandelt in 
= 4g+5- 
nm? 
dam ity—=+Ya+E G. 379 
undx = y-; = 5 + Ya+B 
übereinftimmend mit dem Refultate in 8. 378. 
8. 382. 


Zuf. Geben wir den algebraifhen Zahlen p und q ihre 
Borzeichen bei, fo daß wir nun unter p und q nur abfolute 
Zahlen verftehen, fo treten aus der Normalgleihung zwei, 
Hauptfälle der gemifchtequadratifchen Gleichungen mit je zwei 
Unterabtheilungen hervor, nemlich: 

IJ. z2tpx=-4q (lu?) 

D. 22 +px=—q (3 u. 4) 
die in Beziehung auf die Natur ihrer Wurzeln charakteriftifche 
Unterfchiede zeigen: 

Für den Hauptfall J Mygq iſt, je nachdem p dad Bor- 
zeihen 4 oder — hat: 


= 34 Var (für 1) 
x- + — (für 2) 


und da VYı+% immer reell und immer größer als F iſt, ſo 


hat die quadratiſche Gleichung des Hauptfalles J immer wei 
reelle Wurzeln, und zwar eine pofitive und eine ne- 
gative. Für den Fall dd), für +-px, ift der Zahlenmwerth der 
negativen Wurzel, für den Fall (2), für — px, der tZahlenwerth 
der poſitiven Wurzel der größere. 
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Beiſp. 25 x — vw = —12 
ı-x=d; =) wı=—6. 


Für den Hauptfall II (—q) if, je nachdem p das Vor— 
zeihen 4 oder — hat: 


\ j 2 

x- —-?+Y-u4& ® 
2 

= 2+Y-u4E @ 


PP Po 00 
und da Y-.+% für q>7 imaginär, fonft aber immer 


< 3 ift, fo bat die quadratifche Gleichung des Hauptfalles II | 


entweder wei imaginäre Wurzeln, wofern nemlich 
ı>E ift; oder fonft zwei reelle Wurzeln mit gleichen Bor- 


seien, und zwar die Gleichung (3) zwei negative, die Gleichung 
(4) zwei pofitive Wurzeln. „Diele Wurzeln find gleich in dem be 


fondern Falle, wo q = * iſt. 


Beiſp. x246x — — 13 hat ſowohl für +6x, als auch für — —8 
T 
zwei imaginäre Wurzeln, weil 13>(Z) oder 13 >99 ift. 
x?2-+8x — — 15 hat die beiden negativen Wurzeln x — — 3 und x—=— 5; 
x? — 4x — — 83 bat die beiden pofitiven Wurzeln x=3 und x=l|; 


x? — 101 — 26 hat die beiden gleihen Wurzeln x — 5. 


$. 383. - 

Zuſ. 2. Unterfcheiden fich zwei quadratifche Gleichungen nur 
in den Borzeichen des Glieded mit x und find übrigen? ganz gleich, 
wie 3. DB. die beiden Gleichungen x? +px = q und z?— px 
= q, fo find ihre Wurzeln das Entgegengeſetzte von einander, 
d. h. ſie ſind an Größe gleih, aber in den Vorzeichen entgegen 
gefebt. 

Der Beweis liegt freilid au in den allgemeinen Aub 
löfungsformeln für x ($. 382) enthalten, ift jedoch unmittelbarer 
darin: zu finden, daß die eine Gleichung in die andere übergeht, 
wenn man für ihr x feßt (— x). Denn. diefe Aenderung des 
Zeihend von x ändert nad) $. 320 nur das Zeichen des Glie 
des px, läßt aber dad Glied x? wie auch q unverändert . 


XI. Abſchnitt. 861 


Beiſp. Wenn in ber Gleihung x?-H6x = — 8 
x=—2 und = —4 if, 
fo folgt daraus für 2 —6x = —8 
x= 2 und — A. 


Merkwürdige Reziehungen der Wurzeln der Hleichung zu den 
Zahlmertden ihrer Hlieder. 


$. 384. 

Lehrſ. Iſt x — a eine Wurzel der quadratifchen Gleichung, 
fo ift (x — a) ein Factor der auf Null gebraten ($. 228) Glei⸗ 
dung, oder Teßtere ift durch (& — a) ohne Reft theilbar. ° 

Bew. Dividirt man die Gleihung 

x? -px+q = 0 
durch (X —a), nah dem gemeinen Divifiondverfahren ($. 98), fo 
fommt alsbald der Reft a +-pa-+-gq, mwelder, weil a eine Wur⸗ 
jel der Gleichung if, gleih Null ift. 

Anm. Um daher leicht und unmittelbar nicht nur die allgemeine Rich» 


tigkeit de8 Satzes, fondern zugleich die Form des dur die Divifion hervors 
gehenden Quotienten zu erfennen, verfahre man zum Beweiſe noch alſo: 


x2 px tg = 0 

a?:-pa-4+q = 0 (meil a eine Wurzel der Gleichung ift) 
2? — 02 --p(x—a) = 0 ($. 224) 
[x?—a2 + p(z—a)}:(x—o) == x-+a+p ($. 69. 3) = (z—ß). 


8. 385. 
Folgeſ. Jede auf Null gebrachte quadratifche Gleichung von 
der Normalform 
x? -pxtq = 0 


iſt anzuſehen als das Product zweier Factoren (& — a) (&—ß). 
wofern a eine Wurzel dieſer Gleichung iſt. Da dieſes Product 
aber nicht nur für x — a, ſondern auch für x=ßB= —(a-+-p) 
(8. 384)_ gleich Null wird (vgl. $. 376), jo hat demnach auch jede 
gemifchtequadratifche Gleihung zwei Wurzeln, « und ß, ein Re 
fultat, übereinftimmend mit der Auflöfung in $. 378. 
$. 386. 

Zuf. Bildet man da® Product (x — a) “Mn — 0, wo- 

durch die quadratiſche Gleichung 
x? —(a+B)x-toß = 0 


| 


hervorgeht, in welcher gemäß dem Urfprunge derſelben x =a | 
und x — B die Wurzeln der Gleichung find, und vergleicht diefe | 
quadratifche Gleihung mit der Normalform 

x’ +px+q = 0, 
fo ergeben fi) daraus die beiden folgenden merkwürdigen Bejie 
bungen: in jeder quadratifchen Gleichung von der Form 
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x? --px rg = 0 
iſt 
1) der Cokfficient von x gleich dem Entgegengefebten der 
Summe der beiden Wurzeln; p = —(a-+-Pß); 


2) das abfolute Glied gleih dem Producte der beiden Wur 

zeln; q = a.ß. 
$. 387. 

Zuſ. Das Nefultat des vorigen Paragraphen läßt fih zu | 
folgenden zwei Anwendungen benupen: 

1) fann man für gegebene Wurzeln ohne weitere® die qua 
dratifchen Gleichungen bilden, denen diefe Wurzeln angehören, in 
dem man in der auf Null gebrachten Gleihung den Eoöfficienten 
von x-.gleih dem Entgegengefeßten der Summe, das bekannte 
Glied gleich dem Producte diefer Wurzeln fest, z. B.: 

zu den Wurs | deren entgegen» | deren | gehört die Gleichung 
zeln gefegte Summe | Product 


— — — — — 


1u.2 —3 2 x? — 3x 42 =(0 
lu. —2 41 —2 |x?+x —2 —0 | 
—1u.2 —1 —2 |x—ı —2 =0( 
—1u. —2 -3 2 x?243x +2 = (0 
5u.6 —1l11 | 30 x? — 11x+430 = 0 
7u.9 2 —63 |x?4+2x —63 — 0 
U. 2%, 


2) läßt fih daraus eine neue, dritte Auflöfung der ge 
mifcht-quadratifchen Gleichungen (vgl. 88. 378 u. 381) aus der durh 
die Glieder der Gleihung befannten Summe und dem Pro- 
ducte dDiefer Wurzeln alfo ableiten: 

Dezeichnen wir die beiden Wurzeln der Gleichung 


"pxrq=0 


2 


mit a und ß, fo ift: 


XI. Abſchnitt. 353 
arß=—p () 
BEE Ai — 
(@a+ß)?2 = a2 +20ß +? — p? 


daß — 4q 
ng IT 
a = pr —4g 
(a—B)? = p?—4q 
a—ß = tVp?—4q 
a-? = —p (1) 
.— —— (8. 249. 25) 
a _ PVP —4g 
2 


welche Refultate ganz mit $. 373 übereinftimmen. a und ß wer- 
2 
den gleih für q = Er ‚ imaginär für q>— Br 


Anm. Degen der —— Beziehung oder Sufmmengeriti ber 
+ vor dem zweiten Gliede von a mit dem + vor dem zweiten Gliede von ß, 
in Folge der Gleichung 
a+-Pß = — p, 


hat man ſich, da durch eine andere Wahl dieſer zufammengehörigen Zeichen bie 
Werthe von a und B nur gegen einander vertaufcht werden, d. h. dad neue a 
das frühere B und das neue B das frühere « wird, bei beiden nur für eine 
der beiden Zeichen, 3. B. bei a für +, demnach bei B für —, oder bei a 
für —, demnach bei B für +, zu entfheiden; fo daß die Gleichung immer 
nur ein Paar verfhhiedener Wurzeln hat (vgl. 8. 397 unten). 

Ein folder Zufammenhang der Werthe von a und B war übrigend auch 
aus den für «a und B abſolut ſymmetriſchen Gleihungen 8 = —p und 
a.8 — q mit Beftimmtheit zu erwarten nad) $. 236. 


$. 388. 

Lehrſ. Nah Art einer gemifcht-quadratifchen Gleichung, d. h. 
nach 8. 378, läßt fi) jede Gleichung Töfen, weldhe die Unbefannte 
nur in zwei Gliedern enthält, und zwar in dem einen in ber 
doppelten Potenz von der in dem andern, allgemein jede Glei- 
Hung von der Form | 

oo. ax? I_bx? — c. 
Bew. Hat man eine ſolche Gleichung auf die Normalform 
Helmes, Slementar-Matbematil. I 23 
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pe = 
gebracht, und fept darin x? = y, alfo x? — y?, fo erhält man 
die Gleichung 

y’+py=4 i 
woraus ſich nach 8. 378 y, und daraus x Vy berechnen läßt. 
Beifp. 1. x642 — %6 


für x2 — y 
y„+4y = 9% 
y- — 2+YV 10 — 8 und — —12 
J 
xVy = 2 und = — 2,2894286. 
Beifp. 2. x-+7Vx = 30 
für Vx = y 
y?+7y = 30 
_—7tV 4.30+72 
= —t — 
— — =3 und = —10 


x= y? = 9 und = 100; von melden beiden Werthen 
der eine für + x, der andere für — Yx ber Hauptgleihung gilt. 


Beifp. 3 Var—6=—yYx 


für Yx = y 
”’yy=6 
y=2?ınd = —8 
xy’ =8w = — 27. 
8. 389. * 


Bu. Auch noch auf die beiden befonderen Formen 
(x?— a)? -x? —=b (Il) 
(x? —2ax+b)?+(x—a)? = c (2) 
findet da8 Subftitutiond-VBerfahren des vorigen Para— 
graphen eine Anwendung. Denn fegen wir in (1) x? = y, fo 
erhalten wir 
(x? —a)? = (y—a)? = y?—2ay-+-a? 


x? — — — — y 
(x? — a)? +x? = y?—Rßa—l)y+a? =b, 


woraus y nad $. 378 und daraus x = Yy zu berechnen ifl. 
Und feßen wir in (2) (& — a) = y, fo erhalten wir 
x? — 2ax+-b = y?— (a? —b) 
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und demnach 
(x? — 2ax-+-b)? - (x— a)? = [y? — (a? —b}’+y? =c, 
welche Gleihung, für a —b da8 einfache Zeichen « gefebt, in 


der Form 

G?—a?+y?’ = c 
ganz die Gleihung (1) ift und demnach ebenfo gelöst wer- 
den Tann. 


Beifp. 1. (x? —5)’+x2 — 25 
x = +3 und — +0. 


Beifp. 2. (X? —8x +11)? + — 4)? — 23 
x=T,1,4 (gweimal). 

Anm. 1. Das in den $$. 388 u. 389 angewandte Verfahren der Sub» 
ftitution einer neuen Unbelannten für irgend welchen zufammengefepteren Aus» 
druck der urfprünglihen findet noch in vielen befonderen Fällen eine zweck⸗ 
mäßige Anwendung, die Auflöfung einer gegebenen Aufgabe zu erleichtern. Nament- 
lich dient es als einfachftes Mittel, Wurzelgeihen vor der Unbelann- 
ten wegzufhaffen, wenn diefelben mit gleichem Wurzelerponenten in meh⸗ 
reren Gliedern der Gleichung vor verfehiedenen Potenzen (die bier nur bis zur 
zweiten gehen) eines und desfelben Dignanden vortlommen. So wird 


z. D. aus ; 2 
Ve+x)?+Yatx=bi-+i) 


durch die Subftitution von y — Ver x) die quadratifche Gleichung 
„”+y=b.06b-+1) 
y-bwd= —(b+1) 
demnah x = y’—a = b’—a und = —(b-+1)’—ıa, 

Mebrigend dienen alle foldhe Subftitutionen nur zur leichteren Weberficht 
und bequemeren Ausführung von Potenzirungen der fraglichen Gleichungen, 
wodurch in Wahrheit allein ſolche Srrationalitäten der Unbelannten befeitigt 
werden können. ‘ 

Anm. 2. In allen Fällen, wo die Radicanden verfhiedene Aus⸗ 
Drücde in x, die geforderten Wurzeln aber feine höhere ald quadratifche find, 
laſſen fi, fei es durch Subftitution, fei ed, was hier vorzuziehen if, durch uns 
mittelbares Potenziren, die Wurzelgrößen, ohne höhere ald quadratifche 
Gleichungen zu geben, nur dann wegfchaffen, wenn die gegebenen Gleihungen 
je nach der Anzahl der wegzufhaffenden Wurzeln die folgenden Formen haben: 

1) für nur eine Wurzel: 


atax — mxı-+n, 
2) für nur zwei Wurzeln: 
. V atfa'x+YVb+bx =n, 
3) für nur drei Wurzeln: 
V»Fez+ ViFba+ Vortex = 0, 


23* 
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Für nur vier Wurzelglieder laſſen ſich freilich aus einer Form 
9 VaFez+ VoFwE + VerFi+ Yitdr = 
durch viermaliged Duadriren fänmtlihe Wurzeln megfhaffen, aber die Gleis 
hung wird ſchon eine Gleihung vom Aten Grade. 
Hätte die Gleichung aber vollends die Form 


Vatax+yVb+br+Yycetex+ydtdı=n, 
fo liegen fich felbft die Wurzeln durch das angeführte Verfahren nidyt mehr bes 
feitigen, wie überall nicht mehr, wenn die Gleihung fünf oder mehrere 
MWurzelglieder hat. 

Für befondere Fälle wird auch in Gleichungen, die mehr alö vier 
MWurzelglieder haben, das Wurzelzeihen weggeſchafft werden können, mie dies 
denn auch für die obigen Falle oftmald Teichter als nad) der allgemeinen Me 
thode ded Potenzirend gefihieht. Der höhern Algebra (Analyfis) fehlt es nicht 
an Mitteln, die Gleichungen der genannten und aller anderen Arten zu löfen. 

(Mehrere Beifp. der obigen Art f. unten in den Uebungdaufgaben.) 


2. Rapitel. 


Uebungen in der Aufitellung der Gleichung für einige 
Mufter- Aufgaben. 


8. 390. 

Borbem. Bon der Aufftellung folder Gleichungen auf Grund der ge 
gebenen Beitimmungen einer Aufgabe gilt das im $. 230 Gefagte. 

Was das Nefultat der Auflöfung anbelangt, fo tritt bei den Aufgaben 
diefer . Art die doppelte Eigenthümlichkeit auf, einmal, daß dies Refultat im all: 
gemeinen ein zweifaches ift, oder daß die aufgeftellte Frage auf eine doppelte 
MWeife beantwortet wird; zmeitend daß außerdem dies Nefultat öfter in ima⸗ 
ginären Zahlen ausgedrüdt ift. 

Was die erfte Eigenthümlichkeit, die doppelten Nefultate einer 
Auflöfung anbetrifft, fo werden wir foldhe in vielen Fällen von vornherein 
vorausfegen und von einer Nechnung, die ald vollftändige Auflöfung einer 
Aufgabe gelten foll, erwarten, wie in der erften Frage von Aufg. 92 8. 391. 

: Sn anderen Fallen (und namentlih find das die Falle, mo die 
$. 111 betrachtete Bedeutung des Negativen hervortritt) werden wir dadurch 
auf's Tehrreichfte auf eine gewiſſe Mangelhaftigkeit, ‚Unvollftändigkeit, ja Un 
richtigkeit unferer urfprünglichen Borftellungen aufmerkfam gemacht werden, wenn 
wir nemlih anfänglich allerdings nur eine Zahl als Refultat einer vorliegen 
den Aufgabe dachten, und darauf unfere Frage ftellten, nun aber durch Die ger 
fundene Doppelantmwort bald erfehen, daß allerdings zwei verfchiedene Auf 
löfungs3-Refultate gleich richtig find, und darum von Anfang an ind Auge zu 
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foffen geweſen wären. Borzügliche Beifpiele der Art werden und unten Die 
verfhtedenen Bervegungsaufgaben in den arithmetifchen Reihen liefern (Abfchn. 
XI). ber aud andere zeigen diefelbe Erſcheinung, wie 3. B. die Aufgaben 
Nr. 3 u. 4 unten. 

Dftmald aber wird von den beiden Refultaten der quadratifchen Gleihung 
allerdings nur eind als Auflöfung einer vorliegenden befonderen Aufgabe zu 
gebrauchen fein, wie wenn man fragt, wie groß bie Zahl der Arbeiter an einem 
Werte war, für welches im Ganzen 380 Groſchen verausgabt wurden, und 
wobei jeder Arbeiter 1 Grofchen mehr erhalten hatte, ald die Zahl der Arbeiter 
betrug. Die Gleihung x (x+1) = 380 giebt x = 19 und x — — 20; 
und der allgemeinen Gleichung x(x +1) = 380 genügt allerdings fo gut der 
eine twie der andere Werth, mährend ihr in Anwendung auf die vor— 
liegende Aufgabe, wo x eine Zahl von Arbeitern bezeichnen foll, nur der 
Werth +19 ald Werth von x belaffen werden kann. 

Die Sleihung x.(x +1) — 380 ift nämlidy allgemeiner als ihre Anwen⸗ 
dung auf den vorliegenden befonderen Fall. Sie enthält allgemein die Auf- 
löfung der Aufgabe „zmei Zahlen zu finden, deren Product gleich 380, deren 
Differenz gleich 1 ift* und folche zwei Zahlen find fomohl 19 und 20 als 
auh — 20 und — 19. Wo aber eine allgemeinere Gleihung zum Zweck der 
Auflöfung einer befonderen Aufgabe wie hier benupt wird, da wird auch das 
Befondere diefer Aufgabe die Allgemeinheit der Auflöfungsfornein darnah be⸗ 
ſchränken können und müſſen. Es ift das nichts anderes ale ein befonderer, 
und zugleich der einfachfte Fall einer Art unbeftimmter Aufgaben, der Kal 
nemlich, wo höchſtens zmei Auflöfungen möglid) find, von denen dann die 
eine durch die Befchräntung des befonderen Falls (die Bedingungen der Aufs 
gabe) ausgefchloffen if. Andere Beifpiele der Art find Nr. 74 und 76 
8. 391 u. a. 

Es kann in einem vorfommenden Falle niemals zmeifelhaft oder ungewiß 
bleiben, ob beide oder ob nur eind, und dann, welches der beiden Auflöfungs- 
refultate zu nehmen ift. 

Die imaginären Refultate betreffend, fo enthalten fie hier jedesinal 
die Anzeige, daß eine Auflöfung der vorliegenden Aufgabe unter den gegebenen 
Bedingungen unmöglich ift, d. 5. daß dieſe Bedingungen einen mehr oder 
weniger verftedten Widerſpruch in fih enthalten. Denn die Darftellung oder 
die Angabe des Refultats erhebt Forderungen, die fih an Zahlen, wie wir 
fie bis dahin kennen gelernt haben (an den reellen Zahlen) nicht erfüllen 
lafien. 3. B. Es wird gefordert, die Zahl 10 in zmei foldhe Theile zu zer 
legen, daß das Product diefer Theile gleih 29 if. x(10— x) = 29 giebt x = 
5+2Y—1. ber wir wiffen auch aus einer gelegentlichen Bemerfung in 
5. 181.15, daß das genannte Product nicht größer ald 25 werden kann (vgl. 
unten 6. 

Die nun folgenden Aufgaben nebft ihren Auflöfungen find ganz mie die 
des 8. 230 mehr nur für die unten folgenden WUebungöbeifpiele zu vergleichen 
als der Reihe nah für ſich durchzunehmen. 

1. (Heis 8. 71, Rr. 60.) Gin Gourier geht von einem Orte A nad 
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einem Orte Z in 14 Stunden. Zugleich mit ihm geht ein zweiter Courier 
von einem um 2% Meile mehr rückwärts gelegenen Orte B nad demfelben 
Drte Z ab und kommt dafelbft zugleich mit dem erſten Courier an. Um dies 
möglich zu machen, halte er zu je 5 Meilen Weges eine halbe Stunde Zeit 
weniger gebraudt. Wie weit ift der Ort Z von A entfernt? 
Aufl. 1. 
x der Entfernung, in Meilen ausgedrüdt, 


alfo x — Bahl der Stunden, die der erfie Courier zu einer Meile gebraudit, 


xt} = u ” ” „m zweite ” ” " v u 
14 14 » . . . 
z Ira —4:5 = „15 (gebraudt d. zweite Gour. zu einer Meile weniger) 
35—.4x2?+ er 
x? + jx — 350 
— 5-+Y 5600 + 25 
= 7 
5473 
— 4 
—174 und = — 20, 
von welchen beiden Nefultaten nur das Z' zZ 
die vorliegeride Aufgabe brauche I BA —— 


Das zweite Reſultat würde Richtung und damit das „größer und kleiner⸗ 
der Schnelligkeit der beiden Couriere zugleich umkehren und dadurd allerdings 
die Auflöfung der ganz gleichen Aufgabe geben, worin die Richtung der bei- 
den Gouriere die entgegengefehte von der vorigen und in diefer Richtung die 
Schnelligkeit von A größer ald die von B (Z nach 2’ verlegt) wäre. 

Aufl. 2. 

x — Zahl der Stunden des erften Gourierd zu einer Meile 
do Lk = u » " zweiten "m ” 
14 











= Zahl der Meilen, die der erſte Courier zurücklegt, 
I — Pa — zweite v v 
14 14 
x — x =» 
14 = 42? — x 
x? — = 
„ atVi 
2 
_1t1 
— 20 


« 
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von welchen beiden Refultaten offenbar nur das erfte für die vorliegende Auf⸗ 
gabe brauchbar iſt. Die gefuchte Entfernung ift damad 14:4 = 70:4 
— 174 (Meilen) wie vorher. 

Die Aufgabe läßt noch eine große Mannigfaltigfeit von Auflöfungsarten 
zu, die fih namentlich dadurd in zwei verfchiedene Klaffen abtheilen, daß man 
entweder eine Zeit oder einen Raum als Unbelannte einführt. 


2. (Hei $. 71 Nr. 66.) Zwei Boten gehen von den beiden Dörfern 
A und B aus einander entgegen, und zwar geht der langfamere 2 Stunden 
früher von A ab als der fihnellere von B. 2715 Stunden nad Abgang des 
fhnelleren treffen beide zufammen und gelangen (bei unverändert beibehaltener 
Gefhmwindigkeit) zu gleicher Zeit in den Dörfern B ımd A an. In wie viel 
Stunden hat jeder der Boten den Weg zurüdgelegt? 

Aufl. 1. Seix — Zahl der Stunden -von der Begegnung an bis zur 
gleichzeitigen Ankunft beider Boten an ihren Beftimmungsorten A und B. 

Der Langfamere gebraudt nun diefe x Stunden zu einem Wege, den ber 
Schnellere in 2,4 Stunden gemacht hat, und darum haben wir bier für dieſe 
gleihen Wege ein Berhältniß der Gefchmindigkeit beider Boten in dem 
umgefehrten Verhältniß der Zeiten, die fie dazu gebrauchen, d. h. 

Geſchwind. d. Rangf. : Gefhwind. d. Scnelleren — 2ls: x. 

Ebenfo gebraucht der Schnellere jene x Stunden zu einem Wege, den ber 
Langfamere in 45, Stunden gemacht hat, und daher aus demfelben eben an⸗ 
geführten Grunde 

Geſchw. d. Langf. : Geſchw. d. Schnelleren = x: 4%. 


Alfo :x — x: 
x?’ — 3.44 
5.7 


=. =+244, wo für den vorliegenden 


Fall nur der erfte Wurzelwerth brauchbar ift (Borbemerf.). 

Daher die ganze Zeit a) des Echnelleren zu dem Wege = 24 4 2% 
— 5 (Stunden) ;"B) ded Langfameren — 214-4 = 7 (Stunden). 

Aufl. 2. Bezeichnen wir die Anzahl der Stunden, welche der fihnellere 
Bote zu dem ganzen Wege gebraucht, mit y, alfo für den langfameren mit 
y--2, fo haben wir deögleichen einen doppelten Ausdrud für das Verhältniß 
der Geſchwindigkeit beider Boten, einmal im umgekehrten Berhältniß diefer Zei⸗ 
ten, die fie zu gleihen Wegen gebrauden, d. 5. 

Geſchw. d. Langf. : Gefhm. d. Schnelleren = y:(y+2); 
zweitens im geraden Verhältniß der Wege, die fie in gleichen Zeiten (von 
der Begegnung an bis zur Ankunft) zurüdlegen, welche Wege für Beide in einer- 
lei Maß dur die Zeiten gemeffen werden, weldye der Schnellere dazu gebraucht. 
Der Langfamere madıt in jener gemeinfamen Zeit, die von der Begegnung 
bis zum Ende verfloß, den Weg, den der Schnellere in 27; Stunden zurüde 
legte; der Schnellere den Weg, der zu y— 2715 folder Stunden gehört. 

Darnadı 

Geſchw. d. Langf. : Geſchw. d. Schnelleren = 21:7 — 2. 
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Al — — —— 
ſo 42 - 2 
y=5 und = — H, wovon für die vorliegende Auf⸗ 


gabe nur das erfle Rejultat brauchbar ift, übereinftimmend mit der vorhergeben- 
den Auflöfung. 
Aufl. 3. Bei voriger Bedeutung von y ift, die Entfernung der beiden 
°“ Dörfer = 1 gefebt, 
‚1 


— dem Wege des Schnelleren in 1 Stunde 
= u. » Rangjameren» »  w 
y+? J 


1 
y tyra tr = 1. 


3. An melden Punkten der Aufftelung wird man den Schall zweier 
Sloden A und B gleich ſtark hören (daS Licht zweier Lichter gleich ſtark 
fehen, die Anziehungen von zwei Körpern glei groß finden), wofern die Ent: 
fernung diefer Glocken (Lichter, Körper) d — 18 Längeneinheiten beträgt, und 
das Verhältniß der Intenfitäten des Schalld der beiden Gloden (des Lichts der 
beiden Kichter, das PVerhältniß der Mafjen der beiden Körper) = a:b = 4:1 
ift, wenn man . 

1) in der geraden Linie zwiſchen den beiden Gloden (Richtern, Körpern), 
in der Entfernung x von A fteht; 

2) in einem feitlihen Abftande p = 8 von biefer Linie; 

3)* allgemein in einem feitlihen Abflande y von diefer Linie, der dann 
ebenfowohl von dem zugehörigen x, als died x von einem zugehörigen y als 
abhängig betrachtet werden mag. 

Aufl. von 1. Nad einem Gefehe der Phyßk nimmt die Stärke des 
Schale (des Lichts, der Anziehung) im quadratifihen Berhältniß der Entfernung 
ab. Iſt nun die Stärke ded Schalld von der Glode A in der Entfernung 
1 glei a und von der Glocke B ebenfo gleih b, fo find diefe Schallftärten 
der beiden Gloden an einem Punkte P, der von A die Entfernung x, mithin 


von B die Entfernung d—x hat, 8 und Kr Soll diefer Punkt nun 
der gefuchte Punkt fein, fo ift 
& b 


x2 (d—x)2 


x — — _(a+YVb) 
und in Anwendung auf die beftimmten Zahlen unfers Beifpield x = 36 u. = 132, 
weiche Refultate für die Auflöfung unferer Aufgabe beide gleich brauchbar find, 
indem fie nur die bejchräntende Beftimmung „zwiſchen den beiden Glocken 
aufheben und dafür die allgemeinere „in der durch die beiden Gloden geben 
den geraden Linie“ an die Stelle ſetzen. Denn zwiſchen den beiden Glocken 
liegt allerdingd nur der Punkt mit der Entfernung 12 von der ftärkeren; der 
andere Punkt: mit der Entfernung 36 von ihr liegt 18 über die ſchwächere 
Glocke hinaus. Uber ed Tann doch auch unmöglih in der Gleichung 
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& == 
x2 (d— 
bis B gefucht werden. 

Anm. Hätte man die x von B aud nad) A gezählt, d. h. x die Entfer- 
nung des Punktes von der ſchwächeren Glode genannt, fo würde man aus der 
Gleichung 


b d— 2): eine Befchränkung der Zählung von x auf die Strede von A 





b a 

x? = (d—x)? 
die beiden Werthe x — 6 und x — — 18 gefunden haben, mweldye beiden Auf- 
löfungen offenbar (vgl. $. 111) mit den beiden vorigen zufammenfallen und 

beide glei brauchbar find. 
a b 
Aufl. von 2. — d-sj?Fp 
ad-+ V abd? — p2 (a— b)2 
a—b — 

Es muß p?(a—b)? <= abd? fein. 


Marimum von p (vgl. unten Bemerk. vor 6) — + Veh. 


Aufl.* von 3. Es ift nur y flatt p zu ſetzen, wodurch die Sleihung . 
ſchließlich wird: 


x — 


2 2_ ad ad? ꝰ· 
x?2-+-y 2. pr, =(, 


die für x = —— (vgl. 8. 380) 








übergeht in die für x’ (mie fo fon für y) reinsquadratifche Gleichung: 


x24 247 ab. en —0. 


Anm. Dieſe Gleichung iſt die —— eines Kreiſes, deſſen Radius 
= V» (obige® Marimum für p, bier y), und deffen Centrum in der 








Gntfernun - H xx +) von A nah B hin liegt. In jedem 


Punkte eines folhen Kreifes werden die Bedingungen der Aufgaben erfüllt fein. 
Eine auf dasfelbe NRefultat führende geometrifhe Auflöfung diefer 
Aufgaben ſ. Ohm Elem.»-Mathem. II. $. 121. 


4. Nachdem man das Zerplapen einer Feuerkugel vertifal über fich ges 
hört hat, fällt n (= 10) Serunden darauf der Steinregen ihrer Splittern am 
Boden nieder. In welcher Höhe h zerplaßte das Meteor, wofern die Schnel- 
ligfeit des Schalls — e (— 1050 Fuß in der Secunde); der Tallraum ber 
erften Secunde = Ig (= 15$ Fuß) gelebt und, mie die Phyſik lehrt, ange 
nommen wird, daß die Fallräume den Quadraten der Zeit proportional, d. h. 
der Fallraum von n Secunden = %g.n? ift? 


Aufl. Sei x die Zahl der Serunden, melde der Schall gebraucht Hat, 
die fragliche Höhe zu durchlaufen, alfo (z-Hn) die Zahl der Gecunden, melde 
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die Steine zum Fallen gebraucht haben. Dann iſt die fragliche Höhe (b) ein 
mal —= cx, andererfeitS auch — Jg(x-+n)?. Demnad 
ex = 4g(x-+tn)2, 
— —22 
woraus x ⸗ — en) 
in Anwendung auf die beftimmten Zahlen unſers Beifpiels 
x — 42,293 und — 4,908 (Secunden) 
und daraus die geſuchte Höhe 
h = cx = 44407,8 und = 3145,2 (Fuß). 

Anm. 1. Etwas weniger bequem für die Auflöfung, übrigens fehr nahe 
liegend und aud ganz braudbar wäre eine der beiden folgenden Gleichungen, 
in welchen fogleich die gejuchte Höhe h felbft ald Unbekannte eingeführt ift: 

Iſt die gefuchte Höhe — h, fo hat der Schall, fie zu durchlaufen, die Zeit 
* gebraucht; die Steine haben demnach zum Fallen die Zeit (a+-) ge 
braucht, und es ift 

"= 4e(+2) 
— }gln )° 
Dder: Iſt die gefuchte Höhe = h = 4gy?, mofern y — Zeit des Yals 


Nlens, fo ift demnach diee y — Vz: die Zeit ift für den Schall wie oben 


h 

= —; demnad 
© — — 

2 h 


— — — nn 


g C 
Beide Gleichungen geben übereinftimmend mit der obigen 


h(= ex) = =fe-satVee-2m)}. 


Anm. 2. Obige Gleihung hat, da Ye? —2egn immer <c—gn = 
Ve?’— !cgn+g?n? ift, zwei pofitive Wurzeln, mwofern nur c— gu ſelbſt 
pufitiv ift, d. 5. wofern die in n Eecunden erlangte Fallgeſchwindigkeit gn 
Ghyſit) nicht fhon größer als c if. Da beide Wurzeln gleich brauchbar fit 
die Auflöfung find, fo bleibt darum immer eine gewiſſe Unbeftimmtheit derſel⸗ 
ben zurüd. J 

Es iſt aber auch offenbar, daß es von jeder Zeit an (in unſerm Beiſpiele 
von 4,908 Secunden an), während welcher der Fall eine gegebene Zeit (10 Se⸗ 
cunden) mehr gebraudt hatte ald der Schall, um eine beftimmte Höbe 
(3154,2 Fuß) zu durdlaufen, ohne jedoch bis dahin ſchon die Schnelligteit dei 
Ehalld erreicht zu haben, eine zweite Zeit geben wird (42,298 — 4,908 = 
37,385 Serunden), während welcher Schall und Fall nun eine gleiche Strede durch⸗ 
laufen (44407,8 — 3154,2 — 41253,6 Fuß) werden ($.391.83); von da an win 
dann der Fall dem Schale vorauf eilen, ein Zuftand, der als folder auch als 
Boraudfegung genommen werden kann, um die obige Aufgabe in eine ander 
zu verwandeln, wo man den Schall erft nah dem Falle Hörte. 


5. Nachdem man einen Stein in bie Ziefe eines Brunnens hat hinab⸗ 
fallen laffen, bört man ihn n(= 10) Secunden darauf auf dem Waſſer aw 
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J 
ſchlagen. Wie tief war der Brunnen, unter den Vorausſetzungen von 
Aufg. 4? 

Aufl. x = Zahl der Eecunden, welche der Schall gebrauchte, um von 
der Tiefe herauf oben anzulommen; alfo (n— x) = der Fallzeit des Steind. 
Demnah (Beifp. 4) 

ex = 4g.(n—x)? 
e+m+Vettie) e VEC Fi) 
x TEN TI HH, 
8 8 8 
mo wegen x <T.n für die vorliegende Aufgabe nur 
— ce-+gn — Ve(c+-2gn) 
u g 
braudbar und gültig ift (vgl. Borbemerf.). 
In Anmendung auf die beftimmten Zahlen unſers Beifpield folgt daraus 
x= 1,16... 
und daraus die Tiefe des Brunnens 
1050x — 1218,... 

Anm. Auch bier würde die Einführung der Tiefe des Brunnens h 
als Unbekannte ganz nad Art der vorigen Auflöfung Anm. 1 auf die etwas 
minder bequemen Gleichungen geführt haben: 


Entweder: h= i8( 4), 


oder: 7 +— =n 
Beide Bleichungen geben uͤbereinſtimmend mit der obigen 
h(= cx) = z tet -VecFm), 


wo Die in der Natur der Aufgabe liegende Bedingung h< ne felbftändig auf 
Die Verwerfung des — vor dem Wurzelzeichen führt. 


NB. Durd) Bertaufhung der Vorzeichen vor n gehen die Auflöfungefor- 
meln der Aufg. 4 u. 5 in einander über. 


Bemerk. Zu einer befondern Klaffe von Aufgaben giebt das Auftreten 
des Imaginären PBeranlaffung. Enthalten nemlich die Wurzeln der Gleihung 
im Radicandus ihres irrationalen Theiles eine Differenz, fo darf diefe Differenz 
nie negativ werden, wenn die Aufgabe auflösbar bleiben fol. Je nachdem nun- 
im Subtrahendu® oder im Minuendus diefer Differenz eine nach den 
gegebenen Zahlen der Aufgabe ſich ändernde Größe y vorfommt, wird es für y 
im erftien Falle einen größten, im zweiten Falle einen kleinften Werth 
geben , für welchen die Aufgabe noch lösbar ifl. Erſcheinungen der gedachten 
Art führen demnah auf 
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Aufgaben über Maxima und Minima, 


oder Aufgaben über größt«möglicdye und Bleinft » mögliche Werthe von Größen, 
bie wir durd folgende Beifpiele erläutern. 


6. Die Zahl a in zwei Theile zu theilen, fo dag das Product bdiefer 
Theile ein Marimum wird. 
Aufl. Bezeichnet man den einen der beiden Theile mit x, den andem 
alfo mit a— x, dad Product derfelben allgemein mit y, fo folgt aus 
x(a —xı)=y 
x? — ax = —y 


-2+y@)-r. 


2 
Soll fi) demnad ein x angeben lafien, fo darf y nicht größer ala (2) 


fein; d. h. das Quadrat der Hälfte einer Zahl ift das größte, welches fich aus 
irgend zwei Theilen diefer Zahl bilden rap. — Für died größte Product, d.h 


fr y= (2) ergiebt ſich dann x — — 5 unb auh (x—a) = — 


Anm. Nicht blos daß, fondern au wie viel das Product mei uns | 
gleihen Zahlen a und b Meiner ift als das Quadrat der Hälfte ihrer Summe, _ 
ergiebt fi übrigen® einfach aus der Gleichung 

a--b\?2 a — b\2 
ab = ( + ) -( 2). 
woraus man alfo fieht, daR jenes Product um das Quadrat des halben Unter: 
ſchieds kleiner ift ald das Quadrat der halben Summe, mithin mit zunehmen» 
dem Unterfchiede der Theile Leiner wird. So ift 6.2 < 5.3, beide <A. 
Ein anfhauliches Bild der Veränderlichkeit folcher Producte, wie auch ihres 
Marimums giebt die geom. Conftr. Plan. Abfchn. IX. Kap. 3. Uebrigens vgl. 
oben $. 181. 15. 

7. (Heid 8. 71 Nr. 74) Auf den Schenkeln eines rechten Winkels be- 
wegen fich zwei Körper A und A‘ mit den Schnelligfeiten c und c’ nad. dem 
Durchſchnittspunkte diefer Schenkel hin und haben von demfelben zu einer Zeit 
die Entfernungen d und d'. Wann haben diefe Körper die kleinfte Gnt- 
fernung von einander, und wie groß ift diefelbe? 

Aufl. Sei allgemein y die Entfernung diefer Körper von einander nah 
der Zeit (in Secunden ausgedrüdt) x; fo ift zu diejer Zeit 

die Entfernung des Körperd A vom Durchſchnittspunkte = d — cx 

A’ " — d’—c’ıx 
und nad; der Ratur de3 rechttointtigen Dreiecs 
y? = (d—.cx)?+ (d - c'x)? 
= (c?+c0'2)x?— 2(cd+4c’d)x+d?+d'? 


ed 4 ed + YV y? (0? 0?) —(ed’— od)? 
——— — x 77"? — 
Soll fich demnach ein x angeben laſſen für irgend eine Entfernung y, fo darf 
y?(c?2-+c’2) nicht Meiner als (cd’—.o’d)?, 
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d. h. es muß y => t ſein, 
cd'’—.c’d 
eier, 


wird die Fleinfte Entfernung fein, in welche die Körper kommen fönnen. 


NB. Sollen fi die beiden Körper im Durchſchnittspunkte treffen, d. h. 
fol ihre Meinfte Entferriung Null fein, fo folgt aus 





— „ed —.c’d —_o 
— YVe?+e' 
cd’ = c’d 
ee _ıd 
6 — — 


d. h. die Sqhnelligkeiten müſſen ſich mie ihre gleichzeitigen (Entfernungen d 
und d’ verhalten, ein Refultat, von deifen Richtigkeit man wohl unmittelbar 
überzeugt iſt. 


8 (Hartmann, arithm. Rune ©. 301.) Es fol der Werth von x 








beftimmt werden, welcher den Ausdrud @ en zu einem Minimum madıt. 
ax? - _ 
Aufl. @—b)ı 7 
(«—b}y+ V(a—b)? y? —4ab 
— ö———— —— — 
4ab 
von —— 
y => (a — b)2 





2 V ab 
y= 5 der Heinfte Werth von y 


und für diefen Fall 
v» _ v: 


Anm. Einige andere Beifpiele der Art f. unten in den Progreffionen, 
beſonders noch Geom. Abſchn. XI 





x = 


über die Auflöfung der quadratifchen Sleihung mit einer 


1. 5x? —16 = 64 ........000euceneenn ern = +4 
2. (2x+5) (2x—5) = 8x? —61........... x=+3. 
4 4-+x 
. m ——— 0000er eree rer nn = +2. 
8 4 —- xxX2-1 1*4 
x x 8 
— — .............. = 8. 
— 73 —— 
V b 
5. ax? WE x = + Fi 
— 
6. ax? —b = 6 .............. ..... ....... x=+ te 
xta x—a 10 
7. — 5 — x= +28. 
2ab 
8 a-+x = 564 x=+ Va) 
2. gemifcht- quadrafifche Yleichungen. 
a. In der Normalform. | 
9. x 12 ................5. x — —3; X" — +4 
10. x? — 4x = 60 ................. x —=10,; "= —6. 
11. 2 — 5x — 6................. x —=6; x’ — —1. 
12, x2 —x 12 .................. x —3 xX"—=-4 
13. x— x? = — 2 .-................ x’ = 2; x’ —1. 
14. x?2-+x — 12 or en... x’ = 3; x“ = —4. 
15. x? — x = 90 .................. x—10; 8 —9 
16. x+3x? = — —.............. x x“ — —|. 
17. 2 +ı +1=0 ............... x =4(-1+YV-)3). 
18. x? — 13x = —36 ............. x —=4; x“9. 
19. 12 19x = 216 ............... x’ *8; x'— — 2. 
20. 2 Ur —8 .............. x—=4; x’ —=4. 
21. 22 (st =0....... x a; x’ —=b. 
22. xz2-+(a+b)xtab=0........ x—=—ıa "= —lb. 


Arithmetik. 
8. 391. 
Uebungsbeiſpiele 


Unbekannten. 


— —— 


A. Aufgeftellte Gleichungen. 
I. Jein- quadtatifche Aleichungen. 





























24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
37. 


38. 


39. 


41. 
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—@a—b)x—ab =0........ x 3; x —=—b. 
— — 3d? d(4n—d?) 
j .n—d? , 3d? + 3d( 
x? --dı = FF EEIREREBEERRERE 54 
b. Ungeordnete. 
1 1 
te _ 14 _ .......... x) und —8. 
x—1 x 
120 120 
ı rn! or ——— — x 20 und = — 24. 
0 
so 9.5 ernennen x=6 und — —A 
x—2 x 
4 1 
x? = (18—x) u. 0010000 .0% x —= 12 und = 86. 
x x ” 
x_1 — 3 —oror..e. x— 3 und = —4. 
x 20 
Fr, Fr Pa x=2:cuımd—= te. 
9 4 
* Boa ı=6 w=f. 
160 110 72 
a irrt If 
.z=4—-1+YV-3). 
b a?-+-b2 
un et... zent V tr, 
x—i1i xı+i b & 
— —b a2 b2 
„‚ atban) _ ni, = + zın, 
a n 4 
(x—a)?—b(x—a4c)—=—be. x = s4+-b und = a. 
100—x _ 100 __—&a+Y (400-4) 
ſõõ —100 * 2 " 
2 2 _ 2b? 2 
ab 21.22 x _ 6a 3 2b DL 
- _2a—b . _ 132472b 
ac be 





a _  b — 
wg x=c 
ey = 4glt—Y)? .......... 
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42. = 181%) ........... x ztetett V Ac-+ 2gt)}. 


a. * —(—ı?tax432)=0 x= >(-1+V3). 





X— 4 


e. Gleichungen, deren Aufloͤſung erſt durch eine vorgängige Subſtitution neuer 
Unbekannten oder eine vorgängige Potenzirung moͤglich, oder doch 
ſo erſt leicht wird ($$. 388 u. 389). 


a Gubftitutionen 


4. yl—13y2 = —86 .............. y=-=+23: w=-+93. 

2 
Ab. ya Ppyr ug .................. y —4p+ v +7 
46 Pe .................. 9; "=16 


48. Ga A Loneenanenunee y-6; y" = —3. 


49. ys 19y2 — 216................ *2; Y=—3. 
50. (5x)? —dx = 90 ................ 2; "= —1#. 
51. + Yx = 182................. x = 169 und 196. 
52. xt Yx = 6 ................... x — 4 und — 9. 
14231 YVY4a-1 
53 x+YVx — VE x It FY4ert 
54. zT YVx=1W ............... x = 10 und = 289. 
5. 20 - Vx x ................. x—2 und = 16. 
56. 3x + Yx—4= 186 ............ x = 40 und —= 44}. 
— — 3-———— 
57. VÜHRYP+YVÜT)=E ...... x-7 und —28. 
3,—— 
8. Yır = ala + Yx........ a2 und — —atl). 
9 (2 - 92 452 = 160 ........... 1 44 und +3VY—ı. 
ß. (Vorwiegend) Potenzirungen. 
60. 2x + YV5x—11 — 8 ............ x — 6; x’ — 3 | 
61 3-+-V5x—9 = x42 .......... x; " 2 | 
| 
x u / 2x c — | 
62. + T mt ......... x = zietsit Ve(c+ 280} | 
j 2ac-t-b bꝰ + 4abe 
63. ax + Ybx = 0.......... x _ ethEy rede, 
vr & 
| 2204+b2++bY4ac+b? 
64. ax—byx — EEE x= ——— 
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65. 4 180—-18x = 30+-Y 17x—15 .. x = 72; “8. 
2 
1 uayazeyara 2 th 


2a? 
67. V 16}x—-y 13x = Y: ....... x 9; ı"=4,. 
68. Var-Via=yı ı- Sb—ar2 y brb—erte vr, 


B. Aufzuftellende Gleichungen. 


69. Welche Zahl ift ed, deren Hälfte mit ihrem dritten Theile multiplicirt 
96 giebt. Antw. +- 24. 

70. Wenn man zu einer Zahl einmal 3 addirt, ein anderes Mal von ihr drei 
fubtrahirt, und jene Summe mit diefer Differenz multiplicirt, fo erhält man 
9. Welches ift die Zahl? Antw. +10. 

711. Man verlauft eine Anzahl Ellen eines Bandes zu eben fo viel Groſchen 
über 10, ald Ellen an 10 fehlen, und erhält fo 64 Grofchen. Wie viel Ellen 
hat man verfauft und zu welchem Preife die Elle? Antw. 4 Ellen, 16 Gr. 

72. Dan beftimme eine Zahl fo, daß fie einmal zu a addirt, dann von 
a jubtrahirt, als Product jener Summe und diefer Differenz dad Dreifache des 
Quadrat® von Fa giebt. Antw. +Ya. 

® 


73. Als man die Zahl 60 durch eine um 3 größere Zahl dividirte ald zus 
vor, erhielt man einen um 1 Beineren Quotienten. Durch welche Zahl hatte 
man Anfangs die Zahl 60 dividirt? Antw. dur 12 oder durch —15. . 

74 Es werden 60. auf eine Anzahl Perfonen gleichmäßig verteilt. 
Wären ihrer 3 mehr gewefen, fo hätte Jeder 1.P weniger belommen. Wie 
viel Berfonen waren da? Antw. 12. 

75. Wenn man die Zahl 6000 dur eine um 2 fleinere Zahl dividirt als 
zuvor, fo erhält man 500 mehr. Durch welche Zahl hatte man anfangs divi⸗ 
dirt? Antw. durh 6 oder —4. 

76. Durch den Tod ziveier Gefchwifter erben die übrigen von einem Nach⸗ 
laß von 6000 , der gleichmäßig unter alle vertheilt werden foll, jeder 500 „PB 
mehr. Wie viel Gejhwifter waren anfangs da? Antw. 6. 

77. Ein Neifender gebraudht zu einem Wege von 120 Meilen 4 Tage mehr 
als ein anderer, weil diefer täglich 1 Meile mehr zurüdlegt. Wie viel Tage 
gebraucht Jeder zu dieſer Reife? Antw. 24 und 20 Tage. " 

78. Der Unterfchied der Guben zweier auf einander folgender ganzer Zah⸗ 
len beträgt 721. Welche Zahlen find es? Antw. 15 u.16 und — 16 u. —15. 

79. Der Unterfchied der Guben zweier auf einander folgender ganzer Zah⸗ 
len beträgt n.. Welche Zahlen find es? 


—3 8(4n—1) 3 V 3(4n—1 
Antw. un Ale] und rec 


mit Beziehung der + auf einander, oder 2 Paare von Wurzeln f. unten 8. 397. 
Helmes, Slementar-WRathematik. 1. 24 
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80. Der Unterſchied der Cuben zweier um B von einander abſtehender ganzer 
Zahlen beträgt 657. Welche Zahlen find e8? Antw. 7u.10 und —10u.— 17. 

81. Der Unterfhied der Guben zmeier um d von einander abftehender 
ganzer Zahlen beträgt n. Welche Zahlen find e8? 

— 2 — d3 2 — gd3 
3d?-+ Y3d (4n — d?) und 3dꝛ 4 Vzã (4n —d?) 
6d 6d 

82. Bei einem Steinregen zu Montgomery in Maryland vergingen 15 Se⸗ 
cunden zwifhen dem Knalle einer Feuerkugel und dem Ankommen der abgefplit- 
terten Steine am Boden. In welcher Höhe zerplapte die Kugel?! Antw. in 
einer Höhe von 7128 oder 34848 Fuß, zu denen die Zeiten des Fallens 21,8 
oder 48,2 Secunden gehören (vgl. oben ©. 360). 

83. Aus welcher Höhe werden die Splittern eines dafelbft zerplagten Kör⸗ 
pers und der dadurch gebildete Knall zu gleicher Zeit am Boden ankommen? 


7 2 
Antw. aus v: = * folgt h = 20 


Antw. (vgl. Rr.79). 


84. An Schweden foll es Höhlen geben, mo man einen hinabfallenden 
Stein erft nah 25 Secunden unten in der Tiefe aufihlagen hört. Welche 
Tiefe folgt daraus für diefe Höhlen unter der S. 360. 4 erklärten Borausfegung? 
Antw. 5880,6 Fuß. 

85. Die Schallftärken zweier Gloden, die 10,089 Fuß von einander ent- 
fernt find, verhalten fich zu einander wie 3 und 4. In melden Punkten der 
fie verbindenden geraden Linie mird man den Schall der beiden Glocken gleich 
ſtark hören, wofern diefe Stärke (f. oben ©. 359) im quadratifhen Verbältniffe 
der Entfernung abnimmt? Antw. in der Entfernung 5358,984 und 74641,016 
von ber fiärferen, oder 4641,016 und — 64641,016 von der ſchwächeren Glocke 
(gl. unten Nr. 87). 

86. Cine Zahl a — 10 in zwei Theile zu theilen, fo daß die Summe der 
Quadrate Diefer Theile = n = 68 wird. Antw. 8 und 2. 


„_t Va 


2 
Für welche Werthe der beiden Theile wird die Summe der Quadrate ein 


Minimum? Antw. für die gleichen Werthe derfelben, z 5 und 5. 

87. Die Stärke zweier Lichter, die d — 18 (Längeneinheiten) von einander 
entfernt find, verhalten fih wie a:b — 4:1. Welche Punkte der durch fe 
gehenden graden Linie werden von ihnen gleich ſtark erleuchtet fein? Antw. 


a V ab 
die Bunte, deren Entfernungen von A find Fe Au — 12 und = 36. 


88. Bon zwei Städten, die 60 Meilen von einander entfernt find, gehen 
zu gleicher Zeit zwei GEifenbahnzüge aus, von denen der eine zu einer Meile 
Da Stunde mehr gebraucht ald der andere. Wenn fich diefe Züge nun 6 
Stunden nad) ihrer Abfahrt begegnen, mie viel -Zeit gebraucht jeder zu einer 
Meile? Antw. + Stunde, 4 Stunde. 
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89. Ein Courier geht von einem Orte A nad einem Orte B in 7 Stun⸗ 

ben. Zu gleicher Zeit gebt von einem um 34 Meilen weiter von B entfernten 

Drte ein zweiter Courier ab, der, um mit dem erften zugleich in B anzufoms 

men, auf je 3 Meilen eine Stunde Zeit gewinnen muß. Wie weit ift A von B 
entfernt? Antw. 7 Meilen. 


90. Zwei Boten, die von den Dertern A und B ausgegangen find, und 
zwar der eine 24 Stunde früher ald der andere, begegnen ſich 2 Stunden 
nad dem Abgange des Letztern und werden bei gleih bleibendem Verhältniß 
ihrer Geſchwindigkeiten zu gleicher Zeit in B und A anfommen. In mie viel 
Stunden hat jeder der Boten den Weg zurüdgelegt? Antw. in 7} und 
5 Stunden. 


91. Zwei Reifende A und B gehen zu gleicher Zeit von den entgegens 
gejebten Enden eines Weges aus und in gleichförmiger Bewegung einander 
entgegen. Als fie fi) begegnen, bat A 20 Meilen mehr zurüdgelegt als B, 
und wenn fie nun Beide mit unveränderter Schnelligkeit fo weiter gehen, wird 
A bereitd nad) 6 Tagen, B aber eıft nad) 16% Tagen am Ende des Weges ans 
gefommen fein. Wie lang ift der Weg? Antw. 80 Meilen. 


92. Zwei Körper A und A’ bewegen fi) mit der gleihförmigen Geſchwin⸗ 
digkeit ce — 4 Meilen und c’ — 5 Meilen auf zwei unter rechtem Winkel ſich 
durchfchneidenden Linien und find zu einer gewiffen Zeit, jener d = 25 und 
diefer d’ — 20 Meilen von dem Durchſchnittspunkte derfelben entfernt. 

1) Nach welcher Zeit x werden die beiden Körper die Entfernung d — 12 
Meilen von einander haben ? 

2) Welche Bedingung muß unter den Größen c, ce’, d, d’, 8 ftattfinden, 
damit fi für ein gegebenes 5 überall eine Zeit angeben laßt? 

3) Welches ift demnach die kleinſte Entfernung, in welche die beiden Körper 
unter den obigen Umftänden der Bewegung kommen erden, und 

4) wann werden fie diefe kleinſte Entfernung haben? 

5) Für melde Bedingung unter den Größen c, c‘, d, d’ werden die beiden 
Körper im Durchſchnittspunkte der Linien zufammentreffen? 

“24 2/02 2) __ (ed — ‘ 
Antw. 1 x — cd-+ c’d +V5 Fr (ce'd— cd‘) 2 
— 6,389 u. = 3,35; 
ded. 3) Minimum von 5 —= _d—ed, 
V?te? Ve” ’ 
c’d’ 


Ayr cd—+- 3 ⸗ .n! 
4) da8 zugehörige x — ter 5) für c:c‘ = d:d'. 


yi3=> 


24” 
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3. Kapitel. | 
Die quadratifchen Gleichungen mit zwei und mit 
mehreren Unbelannten. 


A. Theorie der Auflöfung. 


$. 392. 

Erkl. Eine vollftändige quadratifhe Gleichung mit zwei Unbekann⸗ 

ten heißt eine Gleihung von der Form 
ax? --bxy+cy?-+dx--ey+f = 0. 

Fehlt eind oder das andere der ſechs Glieder, d. h. find die betreffenden 
Gozfficienten a, b, ... = 0, fo beißt die quadratifhe Gleichung eine un: 
vollffändige. 

Sind die Codfficienten der drei erften Glieder, a, b, c, zugleich Null 
oder fehlen alle drei Glieder zugleich, fo geht die Sleihung in eine eins 
fahe Gleichung mit zwei Unbefannten über. 

Die Gleichung ift und heißt aber noch eine quadratifihe Gleichung, wenn 
auch nur eins diefer drei erften Glieder, namentlih alfo auh no, wenn nur 
bxy darin vorfommt; denn binfihtlih der Auflöfung der Gleichung madıt «3 
feinen Interfchied, ob ein Glied derfelben das Quadrat einer und derfelben 
Unbelannten oder das Product zweier verfchiedenen enthält. 


8. 393. * 

Inf. Löst man eine vollftändige quabratifche Gleichung nah den Regeln 

der $$. 227 u. 378 für eine der beiden darin vorlommenden linbelannien, 3. 2. 
für x, auf, fo folgt aus der demgemäß nad) $. 377 eingerichteten Rormalform 


2 
I t4, _ tet 


x — 





brtt4 VPE GE) 


Und ebenfo aus Be "für y eingerichteten Form 
bx-+e ax? dx +f 
yayite, tat 


y--te4 y_rEEH, E. 


Es iſt demnach, in ebereinſtimmung mit 8. 233 Vorbemerk., die eine der 
beiden Unbekannten erſt durch die andere beſtimmt; und es bedarf einer zwei⸗ 
ten Gleichung zur unabhängigen Beſtimmung beider. 


S. 394.* 
Anfg. Aus zwei vollftändigen quadratifhen Gleihungen mit zwei Unbe⸗ 
tannten von der Form: 
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ax? 4 bxy Peyꝰ Hdixe+tey+f=0 DM 
ax? +-buay+cy?+dxteytff=0 (M 
eine der beiden Unbelannten zu eliminiren. 

Aufl. Man mende eine ber drei in dem $. 238. gelehrten Climinations- 
Methoden an, fo wird man eine Gleichung mit nur einer Unbekannten erhalten. 

Bew. Die Anwendbarkeit der beiden erften Methoden zu dem angeführ- 
ten Zwecke ift offenbar. Denn mag man nun ben etwa aus der Gleichung (I) 
gefundenen Werth von y und den daraus abzuleitenden von y? in der 
Gleichung (II) fubfitutren, oder die aus beiden Gleichungen nad) $. 393 
gefundenen Werthe von y einander gleichſetzen: in jedem Falle wird man 
eine Gleichung erhalten, in der nur noch die Unbelannte x vorkommt. 

Die dritte Methode für ſich allein würde zur Eliminirung einer Unbe⸗ 
fannten, 3. B. y, meil diefe in zwei Gliedern zugleich, und zwar mit verfchies 
denen Coefficienten, ald cy?, ey; c'y?, e'y, vorkommt, nicht angervandt werden 
fönnen. Jedoch in Berbindung mit der Eubftitution giebt fie felbft das einfachfte 
Mittel folder Elimination in folgender Art: Gliminirt man nur erft y2 nad 
diefer dritten Methode, wodurch man eine Sleihung von der Form 

a’ +paytixtıy tg = 0 
und daraus y— —  IIT? — 
erhält, und ſubſtituirt dieſen daraus abzuleitenden Werth, ſowie den von y? in 
eine der beiden Gleichungen I oder II, fo ergiebt fi wiederum eine Gleichung, 
bie nur x in verfchiedenen Potenzen derfelben enthält. 


8. 395.* 
Folge. Die aus zwei vollftändigen quadratifchen Gleichungen abzuleitende 
Eliminationsgleihung mit einer Unbelannten ift im Allgemeinen eine Gleichung 
deö Aten (Grades für diefe Unbelannte, wie bei den beiden erfien Eliminationd- 
Methoden dur Wegſchaffung des Nadicald, bei der britten unmittelbar durch 
den Ausdruck von y? erhellt. 
In ihrer ganzen Allgemeinheit fönnen darum die quabratifchen Gleihungen 
mit 2 Unbelannten nicht Gegenftand der Auflöfung an diefer Stelle fein. 


8. 396. 
Lehrſ. Iſt die eine der beiden Gleihungen mit zwei Unbelannten eine 
vollftändige oder unvollftändige quadratifche, die andere aber eine Gleichung des 
erfien Grades, fo ift die daraus zu erhaltende Eliminationdgleichung mit 
einer Unbekannten von keinem höhern ald dem zweiten Grade. 
Bew. Sei die gegebene Sleihung vom erften Grade 
dx+ey+f=0 (U) 
d’x-+f' 
e 
Diefer Werth von y und der daraus abzuleitende von y? in bie obige Glei⸗ 
hung I ($. 394) fubftituirt, giebt offenbar eine Gleihung von der Form 
Ax?-+Bx-+C = 0, 
in welcher eine höhere Potenz von x ald dad Quadrat nicht vorkommen, wohl 





alſo y — — 
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aber für befondere Werthe ber gegebenen Gleichungen einer oder der andere ber 
Cotfficienten A, B, C gleich Null fein Tann. 

Anm. Die fid) dad Eliminationd » Berfahren befonderd einfach für den 
vorliegenden Fall geftaltet, fo verliert e8 überhaupt in demfelben Maße die 
Schwierigkeit und Weitläufigkeit des allgemeinften Falls (5. 394), ald die gege 
benen Sleihungen einfadher find (vgl. $. 240). 


8. 397. 


Die doppelten Vorzeichen der Unbelaunten und die Auzahl ihrer verbun⸗ 
denen Werthe. 

Ueberfteigt die Endgleihung für eine Unbekannte den zweiten Grob nicht, 
wie im Allgemeinen bier vorausgeſetzt wird, fo giebt fie für dieſe Unbekannte 
in Folge der doppelten Borzeihen des Radicald im Allgemeinen zwei verſchiedene 
Werthe. Da dies num ebenfo von der zweiten Inbelannten gilt, fo folgt daraus: 

1. In allen den Fallen, wo die Endgleihungen für bie beiden Under 
fannten gleich felbftändig und gleich unabhängig von einander gebildet werden, 
und wo demnach jeder Werth der einen mit jedem Werthe der- andern verbuns 
den werden kann, giebt ed vier Paare von Auflöfungen für die qua 
dratifhen Gleihungen mit zwei Unbelannten. 3. B. aus 

'x?-+y?2 — 104 
x? —_y?2 — 9%: 
folgt x = +10, y = +2 ohne alle Beziehung der 
Vorzeichen auf einander, fo daß jeder Werth von x mit jedem Werthe von y 
verbunden der Gleihung Genüge thut. Andere Beifpiele diefer Art bieten die 
Aufgaben 4, 14, $. 399, u. m. a. 

2. In den meiften fallen aber ift durch die eine oder die andere der beiden 
gegebenen Sleihungen oder auch durch beide zugleich die Abhängigkeit der bei⸗ 
den Unbekannten von einander fo beftimmt, daß durch den Werth der einen 
ber Werth der andern auf eine einfache und unzmweideutige Weife folgt, 
wie 3. B. wenn durch diefe Gleichungen die Summe, Differenz, dad Product 
oder der Quotient der beiden Unbelannten gegeben if. Alsdann gehört zu je 
einem Werthe der einen Unbekannten nur ein einziger, dadurch bedingter Werth 
der andern, fo daß man in einem folhen Falle nur zwei Paare von Aufs 
löfungen oder zufammengehörenden Werthen hat. Solche zufammengehörende 
Werthe wollen wir durch gleihe Indices an den Unbelannien x und y 
bezeichnen. So 3. B. ergeben fid) aus den Gleichungen 


xy = 20 und — = 


bie Wurzeln x = +10, y= +2; aber vermöge x=5y iſt füry = +2 
zx—=+10, üy=—?2? x= —10, fo daß wir demnach die Wurzeln der 
fraglichen Gleichung mit 


* —=-+10 3) —+2 
zu bezeichnen haben. 


Die gemeine Bezeichnung vorftehender Auflöfung durch 
x=+1, y=+2 
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in welcher Form fie nicht verſchieden wäre von der Auflöfung der vorhergehen⸗ 
den Aufgabe, muß demnad im Allgemeinen ald ungenügend und unbeftimmt 
ertannt werden, wenn dazu nidt noch ausdrücklich bemerkt wird, daß die 
DVorzeihen in gegenfeitiger durch das „oben und unten in —“ anger 
deuteten Beziehung auf einander fteben. 

3. Beſonders hervorzuheben ift hier nun noch der dritte Kal, wo quadra- 
tifche Gleichungen mit zwei Unbekannten nur ein Paar zufammengehörender 
Wurzelwerthe haben; einmal, weil diefer Fall befonderd oft vorfommt, und 
zwar bei Aufgaben, deren Auflöfung geläufig zu fein verdient; dann auch, weil 
bier diefe Auflöfung in einer zweckmäßig abgekürzten Weife gegeben merben 
Tann. — Wenn nemlich durch die verfehiedene Wahl der Vorzeichen in den zu⸗ 
fammengehörenden Werthen der Unbelannten feine andere Aenderung hervor⸗ 
gebradht wird, als daß Ddiefelben ihre Werthe gegen einander vertaus 
ſchen, fo daß x” = y! und y“ x wird: fo thut man gut, für jede der 
beiden Unbefannten nur ein® ihrer Borzeihen zu benugen und fi demnach 
auf ein x’ und y’ zu befchränfen. 3. B. aus den Gleichungen 

ty 4 
xy — b 
folgt ($. 399 Nr. 5) 


x a-+YVa?—4b y' F — 


“ “ 


2 y 
wo bie sufammengebörenben Werthe x’ und y“ nichts andere? al® die ver⸗ 
taufähten Werthe v von y’ und x’ find, fo daß 


voye — 
— 2_- 
Yar- a —— 4b 


In einem ſolchen Falle, wo die Seisung in Wahrheit doch nur ein 
Paar zufammengehörender Wurzelwerthe hat, x’ und y’, oder y“ und x”, 
trifft man darum die- offenbar willkürliche Unterfcheidung zwiſchen x und y da- 
bin, daß man der einen das eine, der andern das andere Vorzeichen beilegt, 
und bezeichnet demnad) ihre Auflöfung 

x’, y“ x + a? — 4b 
rn) 
zwedmäßig furz alfo: 


a+y a’— 4b a— Va? — 4b 
1 — 


wo ſelbſtverſtändlich x und y auch vertauſcht werden konnten. 

Dieſer Fall wird, fiher jedesmal da eintreten müſſen, wo die beiden Glei⸗ 
chungen in Beziehung auf x und y fommetrifh find und darum die Auflös 
ungen für x und y nad $. 236 zu vertaufchen fein merden. 

Die Entfheidung über zufammengehörende Werthe der Unbekannten, ſowie 
über die damit zufammenhängende Anzahl der Auflöfungen einer Aufgabe ers 
giebt fih in jedem Falle fiher und mit Nothwendigkeit durch auf 
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merkſame Behandlung der Auflöfung, namentlich durch ſorgfältige Beachtung 
der gegenſeitigen Beziehungen der erſt nad einander auftretenden Reſultate, 
und follen die nachfolgenden Auflöfungen befonderd auch zur Hebung biefer 
wichtigen Entfheidung dienen. 


$. 398. 

Zuſ. Die in $. 394 gezeigte Anwendung des gewöhnlichen Elimination 
Berfahrend auf quadratifche Gleichungen mit zwei Unbefannten bleibt weſent⸗ 
lich diefelbe auch bei Gleihungen folder Art mit mehr ald zwei Unbelfanns 
ten, und wiederholt ſich nur für jede derfelben, ganz nad) Art des $. 237. 

Anm. Daß die jhlieplihen Eliminationdgleihungen mit einer Unbekann⸗ 
ten bei vollfändigen quadratifchen Gleihungen mit mehr ald 2 Unbelannten 
von noch höherem Grade ald dem 4ten fein werden, ift leicht Daraus zu er— 
fennen, daB ſchon die Elimination einer Unbelannten aus zwei ſolchen Glei- 
Hungen im Allgemeinen auf eine Öleihung vom 4ten Grade führt ($. 395), 
und daß demnad die fortgefehte Elimination einer neuen Unbekannten aus 
diefer Sleihung vom 4ten Grade und einer der neu zugezogenen Gleichungen 
vom 2ten Grade nad) der Borftellung z. B. der Subſtitutions⸗Methode ficher 
eine Gleihung fhon vom 8ten Grade geben muß xc. 

Es läßt ſich beweiſen, daß allgemein der Grad der ſchließlichen Elimina⸗ 
tiondgleihung mit einer Unbelannten das Product der Grade der einzel 
nen Sleihungen ift, fo daß 3. B. für drei vollftändige quadratifche Gleichungen 
mit 3 Unbekannten die Endgleihung vom 2.2.2 —= ten Grade if. Nament- 
lich aber läßt fih (vgl. $. 396) unmittelbar erfennen (mas nur ein befonderer 
Tall des allgemeinen Geſetzes ift), daß dieſe Gleihung vom zweiten Grade 
bleibt, wenn nur eine Öfeihung eine vollfiändige oder unvollftändige qua 
dratifhe Sleihung, alle anderen aber einfache Gleihungen find. Jedoch 
übergehen wir den Beweis des allgemeinen Satzes, weil er im Berhältnig des 
geringen Intereſſes, welches er an diefer Stelle hat, zu weitiaufig iſt (vgl. 
darüber Egen, Handb. d. allgem. Arithm. II. 8. 332). 

Was die doppelten Vorzeichen der Unbekannten und die damit zufemmen- 
hängende Anzahl ihrer verbundenen Werthe betrifft, fo gilt davon ganz das im 
vorigen Paragraphen Gefagte, nur in erweitertem Maße; in den paar unten 
vorkommenden Beifpielen ift die Entfcheidung darüber leicht. 


8. 399, 


B. Auflöfung einiger Mufter-Aufgaben über quadratifche Yleichungen 
mit mehreren, gemifcht-quadrafifcher Kleichungen mit nur zwei 
Anbekannten. 


Borbem. Rur felten find die vorkommenden quadratifchen Gleichungen 
vollftändige, und obwohl dagegen auch unvollftändige bei der nädhftliegenben 
Behandlung berfelben öftere auf höhere als quadratiſche Gleichungen führen 
(f- unten Beifp. Nr. 13.): fo laffen fi doch einmal viele derfelben alsdann 
nah $. 888 Höfen, wie bas eben angeführte Beifpiel; viel häufiger aber 
laffen ſich diefe Gleihungen von höheren Graden vermeiden. und ftait ihrer 


— —— — 
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quadratifche erhalten durch die beiden Mittel einer mehr ausgebildeten Behand⸗ 
ung derfelben, einmal durd) eine zmedmäßige Wahl der einzuführenden Unbe⸗ 
fannten, und zmeitend durch gefcidte Handhabung der Elimination. Durch 
die Wahl der Unbekannten erreicht man den gedadhten Zweck meiftens fo, daß 
man die Aufgabe gleihfam in mehrere einzelne zerlegt, indem man nicht uns 
mittelbar die Unbekannten felbft, fondern Verbindungen derfelben, namentiid) 
ihre Summe, Differenz, ihr Product, ihren Quotienten,; Summe oder Differenz 
ihrer Quadrate ꝛc. als neue Unbekannte einführt und vorab berechnet (vgl. unten 
Beifp. Nr. 4,11,15). Durch die Elimination wird obiger Zweck vorzugsweiſe fo 
erreicht, daß man aus ben urfprünglihen Sleihungen durch geeignete Verbin⸗ 
dungen derfelben unter einander neue einfachere Gleichungen ableitet, die dann 
weiter ftatt der urfprüngliden zur Bildung der fchlieglichen Siintnaftondglei 
hung benugt werden (vgl. unten Beifp. Nr. 2). 

Für den Fall, mo von 2 Gleihungen mit 2 Unbefannten nur eine Glei⸗ 
Kung eine unvollfiändige quadratifcdhe, Die andere aber eine einfache ift, wird 
manchmal auch die Gliminationdgleihung nur eine einfache, wie in den Bei- 
fpilen <+y = a; x? — y? —=b. In gleicher Weife führen denn felbft 
höhere ald quadratifhe Gleichungen in folder Verbindung mit einer einfachen 
Gleichung fhließlih nur auf quadratifche (ngl. unten Beifp. Nr. 12 u. 15). 

ie fi) über alles diefed allgemeine Regeln nicht wohl geben laſſen, fo 
wollen wir das Derfahren der Auflöfung nur an den folgenden Beifpielen 
fennen lernen. 

Einen reihen Stoff ſolcher Uebungsbeiſpiele bilden die meiften der Auf⸗ 
gaben, in welden von den 6 Größen: Summe, Differenz, Producd, Quotient 
zweier Zahlen, Summe und Differenz ihrer Quadrate, je zwei derfelben gegeben 
find. Denft man fi zugleich unter diefen Zahlen Eeiten theil® eines rvecht- 
winfligen Dreiecks, theils eines Rechtecks, fo find unter Berüdfichtigung der 
beiden Sätze der Planimetrie: 

1) das Quadrat der Hppotenufe ift gleih der Summe ber Quadrate der 

beiden Katheten, 

2) der Flächeninhalt des Rechtecks wird dargeftellt dur da8 Product von 

Grundlinie und Höhe, 
alle die genannten Aufgaben zugleich no einer geometrifhen Deutung fähig, 
wie die Aufgaben 8.400 B. mehrere Beifpiele davon enthalten. (Die Verbin: 


‚dung von x—+y unter einander, ſowie mit 7 und mit x? — y? bilden ein 


fach e Gleichungen; die Berbindung von Z mit xy und mit x?--y?, ſowie 
die Berbindung von x? 4-y? mit x? — y? bilden rein-quadratiſche Glei— 


dungen.) 


I. NReinsquadratifche Sleihimgen mit zwei und mehreren Unbekannten. 
1. 2 +ıy=a 
„2+xy=b 
x? +-y?+2xy = a+b (dur Abbit. db. beiden Glchgn.) 
x+y=+YVatb 


u 
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x? —y?2 (x4). - ⸗ a —b (durd Subtr. d. beiden Glchgn) 
4— d a — -b 
— V 


Aus x+y und x—y folgt nah Nr. 25 ©. 232 und unter Beachtung 
der Zufammengehörigkeit der oberen und der unteren Zeichen in den 


Ausdrüden für x+y und x—y . 
"\__ 8 —: N - bg 997.2) 
2 +Ve+b y“ ——— —*8 


d. h. nur zwei Paare zufammengehörender Wurzeln; gewöhnlich 
b 


& 
— y——— 
+YVa+b +Ya+b 
unter ſtillſchweigender Vorausſetzung der gegenfeitigen Beziehung der + in ben 
Ausdrüden für x und y. 


x — 





x xZ ” Z 
2. = =; Zebib; — — e (IM). 


Durch Multiplication von (I) mit (II), von (I) mit (IM), von (IT) mit 
(III) erhält man x?, y2, 22 und daraus 


=+Yeıb; y=+tYVe; z=+YVbe; 
wo nur dad Zeichen der dritten Unbelannten in Abhangigkeit von den willkuͤr⸗ 
lid) zu wählenden der beiden erften fteht, fo daß fih vier verfchiedene Berbin 
dungen der drei Wurzelwerthe ergeben. Die Ansdrüde für y und z konnten 
aus.dem Ausdrude für x vermöge $. 236 durch bloße Bertaufhung, dort von 
b und co, bier von a und c, abgeleitet werden. 








3. y=a () 
xz=b (Ü) 
yzz—=c (MN) 
x?y273 — abe (durd) Multiplication der drei Bleihungen mit einander) 
y222 —=c? (D 
ab x 
x? 7 x \ = + r . 


Ebenfo ) —-+ v®: e h -r 
y b 2 


d. h. nur zwei verſch. Verb. der drei Wurzelw. ($. 397. 2); gewoͤhnlich 


ab ac v* | 


unter ſtillſchweigender Borausfegung gegenfeitiger Beziehung der — in allen 
drei Ausdrüden zugleih. Denn wegen des pofitiven Productes je zweier ders 
felben haben alle drei Wurzeln zugleich — oder alle zugleih — Die Ablir 
tung der Ausdrüde für y und z aus dem für x wie in Ar. 2. | 


4. xy+ız — a4 
xıytyz=b. 
zy-+y2 = c. 
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Eee xy = x’, xs = y‘, ys == 2‘, fo folgt aus 








x ty=a 

x+z —=b 

yt!=e 
nah ©. 236 Nr. 77 (NB. die drei Zeilen von „oder au ...” an dafelbft zu 
ſtreichen) 
u raze_ ;y- atezb — 63* 2 2a; 
und dann aus 

"=-y=jy 

y=-ı=ß 

zZ’ =yz=a 


nah Nr. 3, indem wir flatt der dortigen a, b, c nun Y, B, a feben, 


_ y _ v# b—og)@a+e—b) 

x’ =+ a =ty- 2(b+-c—a) 
F 5 vr ste" 
2 — +y% — + 2(@-+c—b) . 
\=+y® - + years DeteZe 


2(a+b— c) 
d.h. nur et verfch. Verb. der drei Wurzelw. ($. 397. 2); gewoͤhnlich 


x=+yA, y=+YB = +YC 
unter ſtillſchweigender Borausfehung gegenfeitiger Beziehung des — in allen 
drei Ausdrücken zugleich. Denn die Wurzeln haben wegen der pofitiven Sums 
men der Producte von je zweien alle zugleich +, oder alle zugleich — Die 
Ausdrüde für y und z waren aus dem für x nad $. 236 durch bloße Ber- 
taufhung von a, dort mit b, hier mit ce abzuleiten. 


1I. Gemiſcht⸗quadratiſche Gleichungen mit zwei Unbelannten. 


5. =77 =3 
.y=b. 
Ale "Brei Eliminationg » Methoden des s. 233 führen ziemlich gleich Leicht 
auf 
x, y" x a+ Y a? — 4b 
a", (yo 
a a? —4b a a? — 4b 
a VE „re ($. 397 8.), 


d. 5. die Gleichungen haben nur ein Paar zufammengehörender Wurzeln. 
Ein viertes Verfahren der Auflöfung f. oben $. 387. 2. 
6. x—y=a 


x.y=b. ' 
Ganz tie Ar. 5 zu löfen. Rad dem angebeuteten dien Berfahren der Auf- 
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löfung wird man (x — y) = a quadriren, dazu 45y — 4b addiren und dar⸗ 


aus (xy) = ty ri — ableiten. Es ergiebt ſich 
— a+ Vaart 5 — 4 
x — nm y — mn 


923 ’ y“ . 
wegen nothwenniger Beziehung der — auf einander, d. h. die Gleichungen 
haben nur zwei Paare zufammengehörender Wurzeln. 
7. x+y =a 
x?2-+-y? = b. 
Die Auflöfung gefhieht am einfachſten durch Gubftitution, oder aud 
durch Gleichſetzung; fonft au wohl durch Zurüdführung auf Nr. 5 vermittelt 


2 __ 2 _ 
xy ary’-a'ry”) 8* B ‚und giebt in jedem Falle das Refuttat 





2 2 
x’, A | a+V?2b—a? 
u ı = = — — — — 
x“, y 2 
a+-y?2b—a? a+V2b — a? 
oder x = — ; , 


d. h. die Gleichungen haben nur ein Paar zuſammengehoͤrender Wurzeln 
(8. 897. 3). 


8. x —y =a 


x?-y?—=b. 
Die Auflöfung, ganz wie in Ar. 7, führt auf das Refultat 
x’ a 2b — a? ' — 4 2b — 42 
, , 
x 2 y 2 


mit Beziehung der + auf einander, d. h. die Gleihungen haben nur zwei 
Paare zufammengehörender Wurzeln. 
9. xı+ty=a 
x?+y?+ıy =b. 
Die Auflöfung geſchieht am einfachften durch Subftitution, fonft auch ver 
mittelft Zurüdführung auf Nr. 5 durch xy = a? —b. Es fommt: 
x’, y“ x a) 4b — 3a? 
x, I y| 2 
a--Y 4b— 3a? a— V4b— 3a? 
— — —N — 


Die Gleichungen haben alfo nur ein Paar zuſammengehoͤrender Werthe (vgl. 
oben 8. 897. 3). 
10. xty=xıy=x?—y, 
Aufl. Wixty=x?— y?=(xty)x—y) 
folgt sy =1 
x=y-I. 
Dielen Werth für x in die erfte Gleichung fubftituirt, kommt 


oder x — 


I. Abſchnitt. 381 


sy1=y?’+y 
„= 
14*V 
y ‚\ y- ıtVa — 1,6180840 und — — 0,6180340 


und wegen x = y+1 
mit Beziehung der — auf einander, d. Pi mit zwei Baaren jufammen« 
gehörender Werthe; indem durch die Öleihung x = y+1 die Zufammen« 
nehörigkeit der + in den Ausdrüden für x und y bedingt ifl. 


11. x+y)tx.y=a 
»”+y?—(z+y)=b 


ift durch (x«+y) =u 
x.y)=v 

zurüdzuführen uf utvr=a 
u —-2v—u=b, 


welche Gleichung auf ganz gewöhnliche Weife zu löfen ift. Aus u und v findet fidh 
alsdann nad Nr. 5 (freilich in ziemlich zufammengefegten Ausdrüden) x und y. 

12. x +y =& 

x! +-y?’=b. 

Man bilde («+ y)? — (x?-+y?) = a?—b = 3xy(x-+y) = 3axy 

ad! — b 
Z3a 

wodurch die Aufgabe auf Nr. 5 zurückgeführt iſt. Es iſt darnach 


x, ir}: — a’ 4b 
=, „Et _—_._ 





xy= 


x", y' 12a ’ 

8 —a? +4b _& — a? +4b 
oder (8. 397. 8) ı=>+ v3: Jen. EEE T Pu ‚ 
d. b. die Sleihung hat nur ein Paar zufamnengehörender Wurzeln. 

13. x.y 4 
x2452 b 
x’ b b2 — 4a? ‘ b—Y b?2 — 4a? 
lH Verve, rn), a VoVee, 


d. 5. zwei Paare zufammengehörender Wurzeln; gemöhnlid): 


b bꝰ „— 4a? b—Y b?— 4a? 
, , 


unter ſtillſchweigender Vorausſetzung gegenſeitiger Beziehung der + auf ein⸗ 
ander. 
Subftituirt man nemlich aus der erften Gleichung in die zweite, fo erhält 
man die biquadratifche Gleichung 
xt bx? — a2, 
weiche nad) $. 388 Iödbar ift, und giebt: 
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b b2 _ 422 b b2 — 4a? 
x?2 — — und demnach (Gl. 2) y? = ae At 
d.h. x‘, y“2 x? b+yYb? — 4a? 
ya — ($. 3897. 3) 


und daraus dann wegen xy = —& 


x’ b+-Vb? 4 y bB—Vbr 4 
ho 4 VorVEeR, vn) „ yerVEzer 


d. h. die Gleihungen haben nur zwei Paare von Wurzeln, indem nur die 
mit gleichen Vorzeichen verfehenen Werthe von x und y zu verbinden find. 
Eine bequemere Auflöfung vermitteln die Ausdrüde: 
(x+y)? = b+2%a 
(x—y)? = b-—2a, 
wonach x+y = tYb+ 2a 
x-y— tyi-a 
und daraus, indem ſich die vier Werthe von x fammt den zugehörigen von y 
nad $. 397. 3 zu zwei Paaren zufammenziehen 


x’. b-+2 b—2 
«| _ „Vrratyboee 
x — 2 

V}+22—yYb—2a 
Yet — — 
y 2 
fo daß mir, wie vorher, nur zwei Paare zufammengehörender Wurzeln haben. 


Die Identität der beiden anfdheinend fo verfchiedenen Ausdrüde für x und 
y betreffend, f. unten Rr. 16. 


’ 


14. xy — a4a 
x? —y? = b. 
Eine einfache Subftitution führt durd) 
222 
x2 · 3 * b 


nad) 8. 388 auf 
_ b+Y 4? 4b? 
2 


x 
. — . 2 7 
————— 
2 


und darnach wegen der Zuſammengehoͤrigkeit der Vorzeichen + auf 
2 1821.92 2 — 75 
x 2 b+Y 4a +b 7 ı—_ b+YA4a?+b 
x“u2 2 y'2 y Q ’ 


Bezeichnen wir nun die beiden Werthe von x‘ ınit z’ und E&', von x“ mi 
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x“ und E*, und ebenſo die beiden Werthe von y mit y und m, von y“ mit 
y“ und n“ wonach alfo 


4 VaVETT, 2). VeveR® 


r’ 

& & 

' —b+YA4a?--b? y“ V=*= 442 b2 
— ———— —— — —— Eu 


fo wird, wegen xy — a, eben durch diefe Indices die Zufammengebörigfeit 
der Wurzeln nad) $. 397. 2 vollftändig ausgedrüdt fein. Die Sleihung hat 
demnach vier Paare zufammengebörender Wurzeln. Die gemöhnliche Auflöfung 


os — t ⸗e gg — 
‚+ — 


bedarf noch der ausdruͤcklichen Beſtimmung, daß die erſten + in Beziehung auf 
einander ftehen, nicht aber die zweiten, die (im Radicanden), wodurch denn eben» 
falle die vier Paare zufammengebörender Wurzeln hervorgehen (vgl. verſchie⸗ 
den davon Rr. 15). 


15. x ty =a 








x!iyt—=b. 
Sehen wir x—y = z, fo ift 
— a Z — a —z 
= =77 
IABE VE LT EL SSENTOENG 
4 at — 4a9z + 6a?z? — Aaz? 2* 
mm — 
4 422 4 
Xi yt — ———— — b 
20 64222 — 8b — a2* 
“2 — 
a h 22 — — 322 + Vai F 86 
4 N + V- 382-4 V 8a! 8b (8. 897. 3, 
, F und nach der Bezeichnung 
Zt — + V — 3a? — VGa 8b von Nr. 14). 





Da nun allgemein x — Tr, y- —, ſo fallen von den vier Werthen 
für x und y zuſammen 


Fe man 

a480 a — 3 

5 

und ebenſo. x — — — == U 
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und man erhält darnach 
Hy x’ atY— 3a? + Ya‘ —+- 8b 
Ey u . 2 
r", 7 x’ 24*V 342 — VBs- 8b 
gr y“' } — u} — 2 
d. h. die Gleichung hat nur zwei Paare zufammengehörender Wurzeln (vgl. 
Beiſp. Nr. 16 unten). 
pp at YV — 322 + V 8a‘ + 8b 
Die gewöhnliche Auflöfung: x = ö— —ñ— — — 
a V — 322 4 Ya! + 86 
a — 
bedarf noch der ausdruͤcklichen Beſtimmung, daß beide Paare von +, ſowohl 
das erfte vor dem ganzen Radicale, ald auch das zweite im Nadicundus, jedes 
für fih in der angedeuteten Beziehung zu einander ftehe, fo daß ich Dort die 
entgegengefehten,, bier die gleichen DBorzeihen für x und y nehmen muß, wo⸗ 


durch denn aud) bier immer nur zwei Paare zufammengehörtender Wurzeln der 
vorgehen (vgl. verfhieden davon Nr. 14). 


16.* y-+V: a+YB = Yx+Yy (offenbar zwei Gleihungen mit zwei 
Unbefannten). Erheben wir auf beiden Seiten ind Quadrat, fo iſt 

a+YB8 =x+y+2 17637 mit der angedeut. Bezieh. der — auf einander. 

xt y= 


und demnach nah Nr. 5 


—— — 
un Va = VIE —— vv 


mit gegenfeitiger Beziehung der — auf einander 


In jedem Falle, wo Vaa rational, oder a? — ß eine Quadratzahl iſt, 
laßt ſich die Quadratwurzel aus dem irrationalen Binomium 44 als 
Summe oder ald Differenz zweier Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen am 
drüden. 


Anm. Bienun VV)). 
fo it natürlich ud —YVa+ Vs = —(Vx+Vy). 


alfo allgemein 


— EV 


in welchem Auödrude die Beziehung der verſchiedenen — auf einander unzwei⸗ 
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felhaft ausgedruͤckt liegt, wofern man bedenkt, daß die erſten Paare auf beiden 
Seiten der Gleichung und ebenſo, und unabhängig von ihnen, die zweiten 
Paare in der ausgedrückten Beziehung zu einander ſtehen. 

Sn Anwendung des gefundenen Reſultats auf die Reſultate in Nr. 13 er⸗ 


fennen wir nun alfogleich, daß fin 


2 _ 
‚= om, ; alfo a —ß = a? 


DL Vom VETa+ Vin 
VET | ‚ver yon 


b— Vb? — 4a? b+22— Vb— 2% 
„ ‚VE VE 


wird, wo dann die beiden Geiten diefer Gleihungen die beiden verjchiede- 
nen Formen Ddarftellen, in denen dort auf zwei verfchiedene Weiſen eine und 
diefelbe Zahl ausgedrüdt war. Will man nur die Identität jener Ausdrüde 
prüfen, fo gefhieht das am einfahften durch bloßes Quadriren. derjelben. 
17. VAHiB = Yx-+iYy (offenbar zwei Gleichungen mit zwei Un- 
fannten.) Erheben wir auf beiden Seiten ins Quadrat, ſo iſt 
A+B= x—y+2Yry 
ao z—y=A; ayar =B; 





B? 
‚x.vy= T 
und demnad nah Ar. 6 
x} A+YVA?+ Bi y —A+YA?-+B2 
gi x — — TER, — eg — 


mit Beziehung der Vorzeichen von x und y auf einander, alſo zwei Paare zu⸗ 
fammengehörender Werthe von x und y. 
Demnad) r 

















‚y: ALVATTBE . 
VATtiB VIE = —— HB? = 28, alſo reell, 


— — — —— 
VA+B— Yı-B Fr — 2ib, alfo imaginär, 
wofern wir mit a und b die reellen Wurzelwerthe der vorflehenden Ausdrücke 
begeichnen. 
Anm. Wie nun +VÄFB =-+(Vx+Yy) 


fo tft natürli — VA+iB = —-(Vx+YVy) 


Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 25 
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alſo allgemein: 


() + yıi Pin _® (yst;yy) 
) 


wo einmal die erſten Vorzeichen + auf beiden Seiten der Gleichung im der 
angedeuteten Beziehung auf einander ftehen, dann auch die zweiten; die dritten 
aber, die im Nadicanden der beiden Glieder auf der rechten Seite, nur in der 
angedeuteten Beziehung auf einander, in welcher fie demnach zwei Paare zu: 
fammengehörender Werthe diefer Radicanden ausdrüden, gemäß der Auflöfung 
in Ar. 6. 


8. 400. 
Vebungsbeijpiele 
über die quadratifchen Gleichungen mit zwei Unbefannten. 


A. Aufgeflellte Hleichungen. 
1. NReinsquadratifhe Gleichungen (auch mit drei Unbel.). 








1. 2-+yY =a x' 7. 
X _n — Ver 
y y EP 
y' 1 — 7° 
nur zwei Paare zufammengehöriger Wurzeln. 
2 x? —.y? = x & 
22 Zbeefo 
T, Iy = + Ver ° 
y 
nur zwei P. zuf. ® 
3. zw =a ‚x' — 
x, = +Vs 
y — — 
Are 
nur zwei P. zul. ®- 
4. (442) —- 5 = 7 x \x -{ 7. 
| +2 _, x — 11 
5 y 5 


— 


nur zwei P. zuſ. B. 


5. 12 2 — 244 x= +12 

2 _v2 — — 

4 y=r1. vier P. auf. 
6. 2x?+2?2 = 17 x=+2 
— 8x? -+-42?2 — 24 =+3. 


viet B. zuſ. ®- 
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7. x? -xy = 15 x’ — 
y24xy = 10 .ja=+3 
y' 
— +2, 
AM: ‚=t nur zwei PB. zuf. ®. 
8 xy 1 x= + 2 
2 y= + 4 
Z_4 ı—=+8 
7 in allen Verbindungen je dreier Wurzeln, 
yz . . Pb 
’_ = 16 in denen dad Product von zweien dinidirt 
x durch das dritte — giebt, alto vier Berbin- 
dungen zufammengehöriger Wurzeln. 
9. y=2 x 
xız — 8 u} “= nu, 
ı=6 ' 
u 7 y=+t? 
y — 
st 


2 

nur zwei Verbindungen der drei Wurzeln, 

die alle drei + oder alle drei — find. 
10. sy tz =5 


ıy+tyz =8 Aufl. die vorige. 
xz--yz = 9 
2. Gemifchtequadratifche Gleichungen. 
11. xs+y=7 x‘, N — J — 
xy = 10 x, y)I y)J7 86 


oder x — 2, y — 8 
nur ein P. zuſ. W. 


12. —y —7 x' — — 
xy = 30 2} 1-83 
3 
2} y- {10 
j zwei P. zuf. W. 
13 x+ty= 2 x’, }=*} 4 
x?+y? = 20 X,yY)Oy 2 
nur ein P. zuf. ®. 
14. x—-y=15 x’ 
x? 45 — 153 zu! = r?2 
51) — 41 
| ‚vs? *t zwei P. zuſ. W. 
15. xt y—-1 x‘, y“ } _Sx1l_ 3 
+ y!+ıy =7 X, y I yJ}ı—2 
nur ein P. zul. W. 
16. u+v 


—I+YV&a+4b+1 
= 11 


_ 22-417) 834-4641 


2 
zwei P. auf. W. 
25” 


aA 
— u? 
Ss 


41408 
Nasa mn) 
4 


= a 
u? — u—2v = b 
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17. xty=5 x’, \=’1-[, 
x? +y? — 35 x", y — y — 2 | 
oder x — 3, y — 2 | 
nur ein P. zuf. W 
18. xty=1 — 
xt+-yi = 337 x“ —11—-V—5 
2 
x' —1—-3 
u. y= Vs 
2 
zwei P. zul. W. 
19. xy — 2 x’ 
x242 — 2)-*48 
— 
zwei P. zuſ. W. 
20. xy = 2 x I. y | 
x? — y? — 3 +2 y“ |y= +1 | 
BP Ge )— VA 
vier P. zuſ. W. 
21. xy+x = 36 x’ \2=[, 
xy—y = 24 x" 14 
' 3 
ty = 1; 
zwei P. zul. W. 
22. x+ Y xy = 10 ——A 
xty—=13 x 123 
yı\ 9 
) — 
zwei P. zuſ. W. 
23. tYy=a g — F u Ai 
xty=b * — — 
y' „ 3b — „nV EFT 
y“ 
” P. zuſ. W. 
24. xty+x?+y? = m — 3 und = =; 
x—y+!— y= -lw-=— 
ohne alle Besiehiing auf einander, r h. vier P. zuf ®- 
25. 23x24(x+y)2=17 x =2; y — 1 und — — 5 
- 3x2 40 -9)2 2 24 X = —-2; y 5 und — — 1 


vier Paare zuſ. Werthe, indem ſich jeder Werth von x mit zwei Werthen von 


y verbindet. 


26. 26- 3)2 0465 = 27 


—3(&—3)2+4(y+5)? = 24 


x— 5 und — 1 
y=—2 und = —8. 
vier P. zuſ. ©. 
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27. V7+4V3 = 2+ 3 nad ©. 384, N. 1; a—= 7, B—= 48 
8. V-3t4Y-1=1+2YT1 naq ©. 385, Ar. 17; A 
-3,B=2. 


” V-3+4y-1+V-3-ıy-i =2 
und V—3+4YV-1 —V-3-4YV-1 = ay-1. 


B. Aufzuftellende Aleichungen. 

30. Das Product zweier Zahlen iſt gleih 72, ihr Quotient gleih 2. 
Welches find die beiden Zahlen? Antw. +12 u. +6, mit gegenfeitiger Be- 
jiehung der Zeichen, d. h. 2 Paare von zuf. Werthen. 

31. Der Flächeninhalt eines Rechtecks ift gleih 72 ); die Grundlinie 
verhält Fi zur Höhe wie 2:1. Wie groß find die Seiten des Rechtecks? 
Antw. 12° u. 6. 

32. Die Summe der Quadraten zweier Zahlen beträgt 101, die Diffeyenz 
diefer Qüadrate 99. Welches find die beiden Zahlen? Antw. +10 u. +1, 
ohne gegenf. Bez. d. Z., d. 5.4 P. v. W. — 

33. Eine Zahl iſt das Doppelte einer anderen, und ihr Quadrat iſt um 
75 größer als das Quadrat dieſer anderen. Welches find die beiden Zahlen? 
Antw. +10 u. +5, mit gegenf. Bez. d. 3,2 P. v. W. 

34. Se zwei von drei Zahlen mit einander multiplieirtt und dur die 
dritte dividirt, geben zum Quadrate die Zahlen 1, 4, 9. Welche Zahlen find 
e8? Antw. +2, +3, +8. (vgl. Nr. 8.) 

85. Die Katheten eines rechtwinklichen Dreieds haben dad Berhältnif 
3:4, die Hypotenuſe deöfelben ift gleih 10. Wie groß find die Katheten ? 
Antw. 6 u. 8. 

36. Zwei Zahlen haben das Verhältnig 3:4, und die Summe ihrer 
Quadraten ift gleih 100. Welche Zahlen find es? Antw. +6 u. +8, 
(2 P. v. W.) 

37. ‚Die Summe zweier Zahlen iſt 12, die Summe ihrer Quadrate 74. 
Welches find. die beiden Zahlen? Antw. 5 u. 7. 


38. Der Unterfchied der Quadrate zmeier Zahlen beträgt 156. Wenn 
man die erfle um 4, die zweite um 2 vergrößert, jo wächſt der Unterfchied der 
Quadrate um 100 und beträgt demnad 256. Welches find die beiden Zahlen? 
Antw. 16 u. 10 oder 134 u. 44. 

(Anm. Durd ein Berfehen ift diefe Aufgabe auh ©. 239, Nr. 103 ab» 
gedrudt.) 

39. Das Product zweier Zahlen, von denen die eine um 30 größer ift 
ald.die andere, beträgt 2800. Welches find diefe Zahlen Antw. 70 u. 40 
und —40 u. — 70. 

40. Der Flächeninhalt eines Rechtecks, deſſen Grundlinie um 30° größer 
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ift ala die Höhe, beträgt 2800. Wie groß iſt Brundlinie und Höhe? Antw. 
70° u. 40°. 

41. Welche zwei Zahlen find es, von benen die Summe, das Product 

1 
und die Differenz der Quadrate gleih find? Antw. und — 

42. Der Fußboden eines Zimmers hat 300, die eine Seitenwand 240, 
die andere 180 Quadratfuß Oberfläche. Wie lang, breit und hoch ift das 
Zimmer? Antw. 20, 15, 12 Fuß. 

43. Die Grundlinie eine® Rechtes beträgt g — 540° die Höheh = 
100°. Wie viel muß man der Grundlinie abnehmen, und zugleih der Höhe 
zufegen, damit bei unverändertem Umfange ber Flaͤcheninhalt des Rechtecks um 

. g—h+Y (eb)? —4f 
f = 16000°T] größer werde? Antw. x = — 27 —M' 
und —= 400. 

Anm. Melde Grenze kann das Größermerden der Fläche bei unveräns 
dertem Umfange nicht überfchreiten? Antw. Af darf nicht größer werden als 
(g—h)?. (vgl. ©. 3683. 6.) 

> 44. Gin Rechteck hat die Grundlinie 540°, die Höhe 100. Wie viel 
muß man der Grundlinie zufeßen, der Höhe abnehmen, menn ber Flächenin⸗ 
halt derſelbe bleiben, der Umfang aber um 50° zunehmen foll? Antw. 60‘, 10°. 

45. Welches Rechte mit dem Umfange u hat den größten Flächeninbalt? 
Antw. Das Quadrat mit der Seite Fu. (vgl. ©. 368. 6.) 

46. Gin Stül Tuch zieht ſich bei der Benetzung mit Waffer in der 
Länge um den Sten, in der Breite um ben I6ten Theil zufammen. Wenn 
nun dad Stüd dadurch dem Inhalte nad; um 5} Duadratellen, dem Umfange 
nah um 4% Elle kleiner geworden if, twie groß find Länge und Breite des 
Tuches? (Heid 8.75.26.) Antw. 16 EN. u. 2Ell. oder aud) 32 CH. u. 1 Eile. 

47. Welche drei auf einander folgende ganze Zahlen find fo beicaffen, 
daß dad Quadrat der größten gleich ift der Summe der Quadrate Der beiden 
Meineren? Antw. 3, 4, 5 u. —10, +1. 

48. Welches ift dad rechtwinkliche Dreied, in welchem bie brei Seiten in 
dem Berhältniffe dreier auf einander folgender ganzer Zahlen ftehen? Antw. 
Das Dreied mit den Seiten 3, 4, 5. 

49. Die Diagonale d eined Rechtecks fei gleih 5 Fuß, der Flaͤchen⸗ 
inhalt desſelben gleih 12°T. Wie groß find die Seiten desſelben? 


_ +VU’+E+ Ya —2f j 
— ö— 5—— — = 

_ +VP®+r— ya 
=. — 













Antw. x 


= 3 
(vgl. oben ©. 388, Rr. 19. 
50. Auf einer Strede von 4800 Fuß macht das Vorderrad eines Bag . 

120 Umläufe mehr ald das Hinterrad. Vergrößert man den Umfang eine : 
jeden Rades um 2 Fuß, fo wird auf derfelben Strecke dad Vorderrad num 80 
Umläufe mehr machen ald das Hinterrad. Welchen Umfang hat jedes der beiden 
Räder? Antw. 8 Fuß und 10 Fuß. | . 


y 
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51. Jemand will eine Uhr ausſpielen laſſen und hat zu dem Ende eine 
Anzahl von Loofen beftimmt, fo daB ihm diefelben 40.B einbringen. Auf den . 
Kath eines Freundes fept er den Preis eines Loofes um 4 „B herab, giebt da= 
gegen nun 10 Loofe mehr aus, um ben Ausfall zu deden. Es ift die Frage, 
wie viel Loofe er anfangs beftimmt hatte? Antw. 30. 


52. jemand verkauft von zwei Sorten einer Ware im ganzen 42 8 und 
für 12.P. Ungeadhtet er das Pfund der einen Sorte 24 Gr. billiger verkauft 
als dad Pfund der anderen Sorte, fo nimmt er doch für beide gläch viel auf. 
Das koſtet das Pfund jeder Sorte und tie viel hatte er von jeder derfelben ? 
Antw. 10 gr u. Tigr, 18@ u. 248. 


53. Zwei Kaufleute feßen von einem Zeuge jeder ein Gewiſſes ab, der 
eine jedoch 3 Ellen weniger als der andere, und löfen daraus zuſammen 35.$. 
„Aus Deinem Zeuge,“ fagte der erfte zum andern, „hätte ich bei meinem 
Preiſe 24 .B löfen können.“ „Aus Deinem,“ antwortete ihm jener, „hätte ich 
bei meinem niedrigen Preife nicht mehr ald 124.P gelöst.“ Wie viel Ellen 
hat jeder gehabt? Antw. Der eine 15, der andere 18; oder auch der cine 5, 
der andere 8. (M. Hirfch XVII. 36.) 

52. Ein Kapital von 12008 hat in einer beftimmten Zeit 2884 Zinfen 
getragen. Als aber der Zinsfuß um 1 Procent niedriger geftellt wurde, brachte 
das Kapital erft in einer 2 Jahr längeren Zeit diefelben Zinfen. Wie hoch 
war der Zinsfuß anfangs und wie lange ftand das Kapital? Antw. 4 Proc., 
6 Fahr. 

55. Für die Befahung einer Feftung reichte der Vorrath, der Berechnung 
nad, nur noch 10 Tage aus. Bögen jedoch 400 Mann ab und befäme jeder 
Mann täglih 3 Pfund weniger, jo würde man ſich noch 6 Tage länger halten 
tönnen. Dadfelbe würde man erreichen, wenn nur 850 Mann abzögen, dafür 
aber der täglihe Abzug # Pfund betrüge. Wie ftark ift die Beſatzung, und 
wie viel Pfund erhält jeder Mann täglih? Antw. 1600 Mann, 4 Pfund. 


4. Kapitel. 
Diophantifche Gleichungen vom zweiten Grade. 


8. 401. 
Borbemert. Diophantifche Aufgaben, in denen Producte von Unbe⸗ 
fannten und Quadrate derfelben vorkommen, entziehen fih im Allgemeinen den 
"Auflöfungsmitteln des Abfchn. VII Kap. 4. Dennod bleiben diefelben in vielen 
befonderen Fällen anwendbar, wenn nur Producte von Unbelannten, nicht Qua⸗ 
drate derfelben, in den Gleichungen vortommen. Und nur ein paar Aufgaben 
folder Art, die zudem nicht ohne ein befonderes Intereffe auch für die Elemente 
find, follen beifpielshalber hier eine Auflöfung finden. 
Zwar bat man für die unbeftimmten quadratifhen Gleichungen all 
gemeine Auflöfungs: Methoden ausgebildet, die für höhere Grade folder Glei⸗ 
Hungen ganz fehlen: aber fie find in ihrer Allgemeinheit nicht wohl Gegenſtand 
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des Elementar⸗ Unterrichts, größtentheild nur Anwendungen einer tiefer eingehen: 
den Lehre von den Kettenbrüchen, die hier ihre edte Bedeutung gewinnt, wie 
fie bier ihren Urfprung gefunden hat. 

Freilich, eine große Zahl von Aufgaben, die fi urfpränglid über die im 
Abſchn. VII. gelösten zu erheben fcheinen, Tonnen durd) eine gefchidte Wahl der 
Unbelannten wie auch der Auflöfungsmwege felbfi nah Art der obigen gelöst 
werden. Uber wie Beides erft dad Ergebniß eines tiefen Einblidö in die Auf 
gabe ift, fo ift es jedesmal ſchon ein erfter und twichtiger Theil der Auflöfung 
felbft, und können nicht wohl allgemeine Regeln darüber gegeben merden. Bas 
innerlihft mit einer Aufgabe und einer ind Auge gefaßten Auflöfung derfelben 
zufammenhängt, erſcheint fünftlich, auffällig, überrafchend, twofern es nicht von 
jenem Standpunfte des Erfinders aus betrachtet wird. Meifter und des tief 
ſten Studiumd werth ift hier Diophantus (vgl. die trefflihe Beleuchtung 
der Diophantifhen Auflöfungs » Methoden bei Neffelmann, Algebra der 
Griechen, p. 329 ff.). 

- Die nun folgenden 6 Aufgaben find allein mit den Hülfsmitteln von 
Abſchn. VII. Kap. 4 lösbar. 


Aufg. 1. Zwei abfolute ganze Zahlen zu finden, deren Summe und 
Product zufammen addirt eine gegebene (ganze) Zahl a geben (E. ©. Fiſcher 
IV. 174). 

Aufl. + y+xy — 4 


wofern wir x+-1 = a x — a—1 ſetzen, wo dann mit a offenbar auf x 
eine abfolute ganze Zahl fein wird. 

Da nun a, alſo auch a+-1 eine gegebene (ganze) Zahl ift, fo muß «a ein 
Factor von diefer Zahl a+-1 fein. 

Man zerlege alfo die Zahl a+1 in alle ihre Primfactoren B, J, 8, --- 
($. 138), fo kann jeder derfelben für « gefebt und damit 

J — a4 1 1 
a 


xoao—l 
in ganzen Zahlen beftiimmt werden. 
Anm. Die Aufgabe und Auflöfung gilt von jedem beliebigen Werthe 
von a, nicht blos von ganzen Zahlen für a. 
Beiſp. x+y-+xy = 50 
a--1 = 51 = 3.17 


a x=a—1ly- de 
a 

3 2 16 

17 16 2 


Bemert. Die Auflöfungen werden wegen bes für x und y fpmmelr- 
[hen Baues der Gleihung und der darin liegenden Vertauſchbarkeit von x 
und y immer doppelt auftreten (S. 375. 3), mas durch die befchräntende Be 


„a1 . n 
flimmung, « <{ — vermieden werden könnte. 
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Aufg. 2. Zwei abfolute ganze Zahlen gu finden, deren Product um 29 
größer ift ald die Summe derfelben. 
Aufl. zy—(x+y) = 29 
204x _29+1+x—1 14 30 


— — — — — — = x_1' 





x—1 X—1 





Es muß demnach — 
Die Sactoen d von find ($. 138): 


z eine ganze Zahl, d. h. x — 1 ein Factor von 30 fein. 


xs—1l=| 1, 2, 83,8, 6,10, 18, 30. 

Demnach xJ2, 3, 4,6,7, 11, 16, 31. 
Ä 3 

y- 14 — | 31, 16, 11, 7, 6, 4, 3, 2% 


Bier verfchiedene Auflöfungen. (f. d. Bemerk. zum vorigen Beifp.) 
Aufg. 3. Zwei pofitive ganze Zahlen fo zu beftimmen, daß dad Qua: 
drat des einen glei dem Cubus der andern ifl. 
Aufl. ?=y?’=y.y? 


x=y.Vy 
Vr=: 
von? 
x ny 


wo für n jede pofitive ganze Zahl genommen werden kann. 
n=1|2|3| 
y-n2—1/4| 9|1.... ind Unendliche. 
x=ny=1|8|27|64... 


Aufg. 4 Welche regelmäßigen Vielede laſſen fi um einen gemeinſchaft⸗ 
lihen Eckpunkt fo aneinander legen, daß die Summe der aneinander liegenden 
Polygonwinkel (Kantenwintel der törperlihen Ede) vier Nechte beträgt, die 
Polygone mithin in eine Ebene fallen; und wie viel Polygone jeder Art hat 
man dazu nöthig ? 

Aufl. Sex die Anzahl der Seiten eines ſolchen Polygons, mithin 
(x - 2) 2R 

x 





der Polygonmintel; y die Anzahl der um einen Punkt liegenden 
Polygone, fo hat man 





&—2)2R —aR 
x 
xy —2y = % 
x(y—2) = 2y 
__9_ _o, 4 
x — * FJ 
Demnach iſt y fo zu beſtimmen, dp 5 eine ganze Zahl ift, woraus mit 


Ausfhluß von y—2 = 0 (welches —* auf zwei fi) von außen berühs 
vende Kreife hinweist) nur y—2 = 1, y—2 = 2 und y—2 — 4 bleibt, 
welches giebt: 
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y- 8 4 6 2 
x gig. 4 3 0 
Fig. 2 | Fig. 3 || zwei ſich von außen berührende Kreiſe. 
dig. 1. I_ 2. \ 8. 


Aufg. 5. Zwei ganze Zahlen fo zu beftimmen, daß die Summe ihre 
Quadrate dem Quadrate einer dritten ganzen Zahl gleich ift. 


x? y2 — 22 
== Var Fy?>x und <x-ty, alfe = x+—y, mo mn 


relative Primzahlen find, m<n, 
22 ⸗ x? ty? = 24T m 2 


n?y?2 — 2mnxy-+ m?y? 
(n?— m?)y = 2mnx 





x _n?—m? 
y 2mn 
x = n?— m? 
y= 2mn 
z2 —= n — 2m?2n? + m*?-+4m?n? — (m2-+n2)? 
z = n?-+m? 
wo für werden 
nIm|x=n?— m? |y = 2mn [| z=n?-+m? 
2|1 3 4 5 
31 8 6 10 
2 6 12 13 
4|1 15 8 17 
3 





7 24 25 
Ur... 


Wie die doppelten Werthe der Katheten, die in Folge der Bertaufchbarfei 
von x und y eintreten würden, dadurch vermieden werden, daß man für die 
relativen Primzahlen m und n den Fall ausſchließt, wo beide ungerade fin, 
ſ. Kunze Seom. II. Aufl. ©. 213. 

Aufg. 6. Zwei ganze Zahlen fo zu beftimmen, daß die Differenz 
ihrer Quadrate dem Quadrate einer ganzen Zahl gleich iſt. 

Auf. x2— y2 = 22 


m 
2 * Vx’—-y’ >x, = x —y 
2mxy m 

—7 
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Zmnx —= (m?-+.n2)y 





x _m?--n? 
y Tamm 
x=n?+m? 
y = 2mn 
22 — x?—y2 = (n?—m?)’ 
z = n?—m?. 


In der vorigen Tabelle der Auflöfung iſt nur x und = zu vertaufchen. 


XI. Abfehmitt, 
Die Logarithmen. 


— — 


1. Kapitel. 
Die Logarithmen überhaupt. 


§. 402. 

Erkl. (zum Theil aus $. 304 wiederholt), Wenn man wo 
möglich ($. 413) alle Zahlen als Potenzen einer und derfelben 
Grundzahl oder Bafis, 3. B. der Bafid 10, darftellt, fo nennt 
man, in dieſem Falle zumal ($. 304) die Erponenten diefer Po- 
tenzen die Logarithmen jener Zahlen, die Potenzen felbft 
Ihlihtweg die Zahlen. Die Zufammenftellung der Zahlen mit 
ihren zugehörigen Logarithmen, wie fich diefelben für eine ange- 
nommene Bafid ergeben, bildet ein logarithmiſches Syitem; 
ed wird dasſelbe had der zum Grunde gelegten Baſis benannt 
und in logarithmifchen Tafeln niedergelegt. 

Wenn nun (nad $. 304) aus der Gleichung 

| ge — 
folgt: z = log.* p, 
fo wird man hier, wo immer eine und diefelbe Bafid, allgemein a, 
für die Briggs’fchen Logarithmen 10, für die natürlihen e vor- 
ausgeſetzt wird (f. Anm.), die befondere Bezeichnung der Baſis meiftend 
unterlaffen und einfadh z = log.p fihreiben fünnen, indem man 
zu dem Zeichen log.p ſtillſchweigend die Bedeutung: für die eins 
mal angenommene unveränderliche Baſis hinzudenkt. Iſt noch be— 
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ſonders die Baſis e (ſ. Anm.) gemeint, fo daß ee = p, fo iſt & 
ziemlich allgemein, dies durch die Verkürzung 


2 = l.p 
zu bezeichnen, wie die anderweitige Abkürzung 
z=|1gp 


dazu dienen Tann, die Bafid 10 voraudzufegen und alfo immer 
den gemeinen Logarithmus der Zahl p zu bezeichnen. All 
. gemein aber ift p = a’ — ale, 

Will man alle Zahlen ala Potenzen einer und derfelben 
Baſis darftellen, fo folgt noch leicht aus $. 320, daß diefe Baſis 
niht 1 und nicht eine negative Zahl fein darf. Im Folgen 
den foll diefe Bedingung immer ftillfhweigend als erfüllt ange: 
nommen werden. 


Anm. Man hat alle Zahlen als Potenzen von namentlidy zwei Grund 
zahlen dargeftellt, von 10 und von einer zwifchen 2 und 3 liegenden Irratio⸗ 
nalzahl e — 2,7182818... Die Logarithmen der Zahlen für die Baſis 10 
heißen die gemeinen oder Briggs'ſchen Logarithmen, von ihrem allge: 
meinften Gebrauch und nah dem unermüdlichen Mathematiter Briggs, der 
fie zuerſt (1618) für alle Zahlen von 1 bis 1000, bald darauf (1624) fammt 
trigonometrifhen Logarithmen bis 20000 und außerdem für die Zahlen von 
90000 bi8 100000 berechnete. Die Lücke von 20000 bis 90000 fürfte dann 
der holländifhe Mathematiker Adrian Blacq aus in feiner Arithmetica logar. 
Briggii 1628. 

Die Logarithmen der Zahlen für die Bafid e — 2,7182818... heißen die 
natürlihen oder hyperbolifhen oder auh die Napier'ſchen 
Logarithmen, von der einfahen, natürlihen Weile, in der man durd all 
gemeinere Betrachtungen auf fie geführt wird, von der Anwendung, die 
fie auf die Hpperbel finden, und nah dem ſchottiſchen Mathematiker Na: 
pier (Fi618), der mit Recht für den eigentlichen Ezfinder der Logarithmen 
überhaupt gilt, die er zuerft (1612) in diefen natürlichen Logarithmen darjtelite; 
während er die Ausführung des mit Briggs vereinbarten Planes, die Heraus: 
gabe der gemeinen Logarithmen, nicht mehr erlebte. Den beiden deutſchen 
Mathematikern Juſtus Byrg und Michael Stifel gebührt Die Anerkennung, 
zugleich oder noch vor Napier auf ähnliche Auffaffungen von Logarithmen 
gekommen zu fein, die von ihnen nur nicht weiter verfolgt worden find. 

Mie die natürlichen Logarithmen eine vorzüglihe Anmendung nur in ber 
böhern Mathematit finden, fo werden in der Elementar-Mathematit und im 
allgemeinen Gebrauch faft ausfchließlicd die gemeinen oder Briggs ſchen Loga⸗ 
rithmen angewandt, die für das Rechnen mit den Zahlen unfers Zahlenfyflemd 
nod ganz bejondere Vortheile darbieten (ſ, unten Kap. 2). 


8. 403. 
Folgeſ. Don den Logarithmen gelten alle Sätze, die bon 
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den Erponenten der Potenzen mit gleicher Baſis gelten; nament- 
li die vier, welche in den vier Gleihungen 

1) am, a — antn (8, 316) 

2) am: an — amın. ($, 318) 

3) (am) — am.n (8. 317) 


4) Van — a= (8. 336) 
der angeführten Paragraphen enthalten find, und welche wir der 
veränderten Bezeichnung und Benennung wegen no einmal aus⸗ 
drüdlih in der neuen Geitalt, in welcher wir fie fünftig anmen- 
"den werden, fammt dem Nachweis ihrer Webereinftimmung mit 
obigen Sägen, im folgenden $. einzeln aufführen wollen. 
8. 404. 

Lehrſ. In jedem Togarithmifchen Syfteme, d. h. für jede be- 
liebige Baſis a eines Logarithmenſyſtems, findet man: 

1) den Logarithmus eined Products, indem man die Logarith- 
men der Factoren adpdirt: 

log.*(p.q) = log*p--log.*gq, 

2) den Logarithmus eined Quotienten, indem man vom Loga- 
rithmus des Dividendus den Logarithmus des Diviford fub- 
trabirt: | 

& pP — an — an» 
log. (2) — log.*p—log.?gq; 


3) den Logarithmus einer Potenz, indem man den Logarithmus 
des Dignanden mit den Erponenten der Potenz multiplicirt: 
log*p” = n log.*p; 
4) den Logarithmus einer Wurzel, indem man den Logarithmus 
des Nadicanden durch den Wurzelerponenten dividirt: 


log.* Vp = s“R. 
Bew. Sei allgemein 
p= 2, d.h. ($. 304) m = log.*p 
q — an, d. h. n = log.*gq, 
fo ift | 
1) p.qg = aut ($. 316), d. h. ($. 304) m--n == log.*pgq, 


„ » log*p--log.*q = log.*pgq, 
w. z. b. w.; 
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2) p:q = au ($. 318), d. h. (8.304) m—n = log.* L. 


„» log*p—log*q = log. 
w. 3. b. w.; 
3) pt = am ($. 317), d. h. ($. 304) mn — log.*p®, 
„„ n log"p —= log.*p", 





w. 3. b. w.; 
4) Vp = a” (8.337), d. h. ($. 304) — — log*Yp, 
on a: log.* Yp, 
w. z. b. w. 
8. 405. 


Zuf. Da die vier Gleichungen des vorigen Paragraphen ihre 
unveränderte Gültigkeit behalten, wie man aud die Baſis oder 
Grundjahl a wählen mag, um p und q ald Potenzen derfelben 
darzuftellen, d. h. da ebenfo auch log.” pq = log.’ p--log.”q ꝛc. ..., 
jo läßt man zweckmaͤßiger die Bezeichnung der Baſis auf beiden 
Seiten der Gleichung weg, indem man ein für allemal nur an 
der Vorausſetzung fefthält, daB auf beiden Seiten einer 
Gleichung unter Zogarithmen (8.402) diefelbe Baſis verftan- 
den fei, und fehreibt demnach die vorftehenden vier Fundamental 
gleihungen in der einfacheren Form: 

1) log.pq = log.p--log.q 
2) log. L — log.p-—-leg.q 
3) log.p® = m.log.p 
| D log. 

Anm. Die Logarithmen der Summen und der Differenzen find feiner 
anmwendbaren Umformung fähig. Man fei nur verwarnt (vgl. $$. 327 u. 329 
über ähnliche Vorfichtäömaßregeln) : 

log.(a+b) nidt = log.a-+-log.b 
log. (a — b) nicht = log.a— log. b 
zu ſetzen, da letztere Ausdrüde vielmehr, wie mir gefehen haben, die Logarith⸗ 


men von dem Producte ab und dem Quotienten z find. 


$. 406. 
Lehrſ. In jedem logarithmiſchen Syfteme ift der Logarith- 
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mus von 1 gleih Null, der Logarithmus der Baſis gleich 1 und 
der Logarithmus irgend einer Potenz der Baſis gleich dem Erpo- 
nenten diefer Potenz. 
Sa. 1) log. 1= 0, 2) log*a —= 1, 3) log.*ar — n. 
Bew. Da — bo —= 1 ($. 361), ap O = log.*1 
== log.’1 ($. 304) = log.1; 
2) al = a, alfo ($. 304) 1 = log.*a, 
w. 3. b. w.; 
3) an — N, alfo n=log."N (8.304) = log.* as, 
| w. 3. b. m. 
Beifp. 1log.10 = 1; 1og.1102 = 1og.1100 = 2; 10g.110? 
= log.101000 = 3. 
8. 407.* 
Lehrf. In jedem logarithmifchen Syſteme ift der Logarith- 
mn? von O0 = — X. 
Sat. log.0 = — mw. 
a. a 
dem. (=— $. 109 — * ($. 323) 
log.0 —= log.a—log.a” (8. 405) 
— 1— oo (wofern wir ald die willfürlihe Baſis 
des Logarithmenſyſtems a annehmen) 
— 0 ©) ($, 106), w. z db. w. 


8. 408. * 
Lehrſ. In jedem logarithmiſchen Syfteme (mit pofitiver Baſis 
$. 402) ift ber Logarithmus negativer Zahlen imaginär. 
Satz. log.(-p) = ). 
Bew. Yede Potenz eines pofitiven Grundfactore, der Baſis 
eined Logarithmenfyftems, ift eine pofitive Zahl, wie fih das für 
pofitive Erponenten, alfo für ar, von felbft verfteht, für negative 


Erponenten aber daraus folgt, da a — (—)", mithin felbft 


wieder die Potenz einer pofitiven Baſis z mit pofitivem Erpo- 


nenten iſt. Mithin läßt fi) weder eine pofitive, noch eine nega- 
tive Zahl angeben, die ald Erponent oder Logarithmus einer 
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pofitiven Baſis gedacht eine negative Potenz (Zahl) gäbe, d. h. 
der Logarithmus einer negativen Zahl für eine pofitive Bafis iſt 
unmöglich ($. 355), w. 3. b. w. 


8. 409. * 

Lehrſ. Hat man die Logarithmen von Zahlen für irgend 
eine Baſis a, fo erhält man die Logarithmen diefer Zahlen für 
jede neue Baſis b, indem man jene Logaritimen mit dem Lo— 
garithmus der alten Bafid a im neuen Syfteme, d. h. mit log.da 
multiplicirt. 

Satz. log.’p = log.*p.log.>a. 

Bew. Sei log*p = a, d.h. p a®, 

log.ba = u, d.h. a b#, 
ſo iſt p — ab, 
d. h. log.?p = a.u —= log.*p.log.Pa, 
w. ;. b. m 

Man nennt den Multiplicator, welcher die Logarithmen 
eine? (alten) Syſtems in die Logarithmen eined andern (meuen) 
Syſtems verwandelt, d. h. den Logarithmus der alten Baſis im 
Syiteme der neuen, den Modulus ded neuen Logarithmen- 
ſyſtems, z. B.: 

log.io = log.e p. log.io = log.°p.0,4342945..... 

‚wo 0,4342945 — log.!e der Modulus zur Verwandlung natür— 
licher Logarithmen in gemeine ift; 

dog. p = log." p.log.°10 — 10g.1°p.2,3025851....., 


wo 2,3025851 = log. 10 der Modulus zur Derwanblung ge⸗ 
meiner Logarithmen in natürliche ift. 


Einer fpätern Anwendung willen fügen wir noch den fol- 
genden Satz bei: 


II 







8. 410. 


Lehrſ. Das arithmetiſche Mittel der Logarithmen zweier 
Zahlen ift der Logarithmus des geometrifchen Mitteld derfelben. 


Annahme m = log.p; n = log.g. 
Satz. MER — jo. Ypa. 
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Bew. lgpgq = m-+tn ($. 404.1) 
log. Ypq = — 5 8. 0.4), 





w. 3. b. w. 


2. Rapitel. 
Die Briggs’fchen Logarithmen insbefondere. 


(Ro im Folgenden von Logaritimen die Rede ift, find immer gemeine 
oder Briggs’fche Logarithmen gemeint, wofern nicht ausdrücklich das Gegentheil 
geſagt iſt.) 

$. 411. 

Lehrſ. Der Logarithmus von 1 iſt Null, von 10 iſt er 1, 
und von jeder Potenz von 10, d. h. von den Einheiten der höhern 
und niederern Ordnung unferd® Zahlenſyſtems, ift er gleich dem 
jevedmaligen Erponenten der Grundzahl, d. h. ($. 363) gleich der 
Ordnungszahl diefer höhern Einheit, 

Sat. W)lg.l=0, 2)lg.10 = 1, 3) lg.10% = n, 
4) 1.10 —= —r. 

Der Beweis folgt aus $. 406, da unfer Satz nur einen 
befondern Fall des dort betrachteten allgemeineren ausdrüdt. 


| $. 412.* 

Lehrſ. Iſt der Logarithmus einer ganzen Zahl p nicht eine 
ganze Zahl, fo iſt er auch nicht eine ganze Zahl ſammt einem 
angehängten Bruche. 

Bew. Wäre — der in den Tleinften Zahlen audgedrüdte 
Bruch, welcher der Logarithmus von p fein follte, fo wäre 

102 —p 
1002 — p”. 

Da nun nad der Boraudfegung p nicht eine Potenz von 10, 
p nicht = 10% — 2°.5% iſt, fo fommen demnad in p andere 
Primfactoren als in 10 oder diefelben in einer andern Anzahl 
vor, und darum fann niemald® pr — 10” fein ($. 146), wie 
doch fein müßte, wenn — der Logarithmus von p fein follte. 
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8. 413. 

Aufg. Näherungsweiſe den Logarithmus einer jeden 
gegebenen Zahl zu finden. 

Aufl. Liege die gegebene Zahl N zwijchen den Grenzen 
10° und 10°+1, fo liegt ihr Logarithmus zwifchen n und (n-H-1) 
($. 411). 

Man nehme nun da arithmetifche Mittel zwifchen n und 
(n+-1), fo ift died der Logarithmus des geometrifchen Mittels 
zwifchen 10% und 10° +1 (8. 410), alfo der Logarithmud einer 
Zahl, die zwiſchen 10% und 100*1, d.h. zwifchen den urfprüng- 
lihen Grenzen der gegebenen Zahl liegt. 

Dadurch ift die gegebene Zahl zwifchen zwei engere Gren— 
zen einzufchließen, deren Logarithmen befannt find, nemlid zwi 
ſchen das eingefchaltete geometrifche Mittel und eine der beiden 
urfprünglihen Grenzen. Ä 

Nimmt man nun wieder dad arithmetiſche Mittel der Loga- 
rithmen diefer beiden engern Grenzen, ſo iſt died wieder der Lo— 
garithmus ihres geometrifhen Mitteld, d. h. der Logarithmus 
einer Zahl, welche die gegebene Zahl zwiſchen fih und einer der 
der beiden vorigen Grenzen in wieder engere ‚Grenzen einſchließt. 

Und fo fortfahrend wird man endlich die Logarithmen zweit 
Zahlen finden, welche die gegebene Zahl fo eng einfließen als 
man will, d. h. die von einander und darum mehr noch jede 
einzeln von der gegebenen Zahl weniger verſchieden find als jede 
noch fo kleine angebbare Zahl 5; auch die Logarithmen dieler 
beiden Grenzen werden einander unendlih nahe gebracht fein. 
(Den Beweis diefer Behauptung f. im folgenden $. 414.) 

Wie weit nun aber die Logarithmen diefer beiden Grenzen, 
von denen die eine größer, die andere Feiner als die gegebene 
Zahl ift, übereinftimmen, fo weit wird man genau in dem 
übereinftimmenden Theile beider den Logarithmus der gegebenen 
Zahl haben. | 

Anm. Das angegebene Verfahren ift in der Ausführung fehr mühfam 
und foll unten 8. 420 ff. durch ein bequemeres erfeht werden; es ift aber vor 
züglich geeignet, den wichtigen Zuſatz des folgenden 8. zu begründen. 


jo genau angeben, als man will; die Logarithmen aller 


8. 414. ' 
. Zuf. Zu jeder gegebenen Zahl N läßt fi ihr = 
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Zahlen außer den im $. 411 begriffenen find demnach irratio- 
nale Zahlen ($. 350). 

Bew. Durch ftetiges Einfchalten mittlerer arithmetifcher Rro- 
portionalen, d. h. durch ftetiged Halbiren des Unterfchiedes zweier 
Zahlen, kommt man zu Zahlen, die weniger al® jede angebbare 
Größe Z von einander unterfehieden find. Nehmen wir nun zwei 
folder Zahlen n und n’, deren Unterfchied noch nicht d beträgt, 
ald die Logarithmen zweier Zahlen N und N’ an, fo ift 

N —N < 108t5 — 10 
< 1080’ — 1) 
<_ jede noch fo Fleine angebbare Zahl, 
da 10° der 1, mithin 10°—1 der Rull beliebig nahe gebracht 
werden kann (8. 353). Um fo mehr ift die gegebene Zahl N, 
deren Logarithmus gefunden werden follte und die immer zwiſchen 
N und N’ liegt, nicht um ein noch fo Kleines verjchieden von’ 
jeder der beiden Zahlen, deren Logarithmen wirklich gefunden 
worden find, und fomit für den Logarithmus von N felbft gelten 
fönnen. 
8. 415. 

Zul. und Erf. Die Logarithimen aller Zahlen außer den 
wenigen in 8. 411 ausgefchlojfenen werden als irrationale Zahlen 
in Decimalbrühen von beliebiger Stellenzahl je nach dem Be- 
dürfniß größerer oder geringerer Annäherung darzuitellen fein. 

Man nennt nun die im Logarithmus enthaltenen Ganzen 
die Charakteriftit oder die Kennziffer des Logarithmug, 
den angehängten Decimalbrudh die Mantiffe desfelben. 

Beifp. Die Logarithmen aller. Zahlen von 1 bis 9 (d. h. aller. einftels 
ligen Zahlen) liegen zwiſchen O und 1, haben alfo die Charatteriftit O fammt 
einer angehängten Mantiſſe. 

Die Logarithmen aller Zahlen von 10 bis 99 (aller zweiſtelligen Zahlen) 
liegen zwiſchen 1 und 2, haben alſo die Charalteriſtik 1 mit angehängten De- 


cimalbrud ald Mantiffe. 
Ebenfo haben die Logarithmen aller Zahlen von 100 bis 999 (aller drei- 


fleligen Zahlen) die Charakteriſtik 2 und einen angehängten Decimalbruh als 
Mantiffe x. 
.$. 416. | 
Lehrſ. Die Charakteriſtik des Logarithmus einer Zahl ift 
gleich der Ordnungszahl (©. 336 $. 363) ber hoͤchſten ae der 


Zahl oder, was dasſelbe iſt, 
26° 
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1) die Charakteriſtik einer nftelligen ganzen Zahl iſt gleich 
m—1); 

2) die Charakteriſtik eined echten Decimalbruchs iſt eine ne 
gative Zahl, mit fo viel Einheiten, al® der Decimalbrud Nullen 
an der Spige hat, auch die Null mit gerechnet, welche die Sielle 
der Ganzen vertritt. 

Bew. von 1) 108-1 ift die kleinſte nftellige Zahl, da fie 
1 mit m — 1) Nullen hat; ihr Logarithmus ift (n — 1) (411). 

10° ift die kleinſte (n—1)ſtellige Zahl, da fie 1 mitn Nullen 
bat; ihr Logarithmus ift n ($. 411). 

Die Logarithmen afler nftelligen Zahlen find demnad 
—=>(n—1), aber <n; ihre Charafteriftif ift demnach (n—1), 

mw. z. b. w. 

Bem. von 2) Hat der echte Decimalbruch an der Epike 
eine Null (ald Stellvertreterin der Ganzen), fo iſt feine höchſte 
Ziffer nah ihr von der Ordnung —1; hat er zwei, drei, ...n 
Nullen an der Spike, fo ift feine höchſte Ziffer nad) den Nullen von 
der Drdnung —2, —3,....—n. Die Fleinfte Zahl von der Ord⸗ 
nung —n ift 10-" (ein Taufendftel für n = 3); ihr Logarith— 
mus it —n. Die Heinfte Zahl von der nächft höhern Ordnung ift 
10-89 (Hundertſtel); ihr Logarithmus it —(n— 1) = —ı-1. 

Die Logarithmen aller Zahlen von der Ordnung —n, d.h. 
aller Deeimalbrühe mit n Nullen an der Epike, find demnach 
—=>—n, aber <—n-+]1; ihre Charakteriftit muß demnach 
—.n fein, wenn ihre Mantijfen, wie wir das feftftellen wollen 
(vgl. $. 419.1. Anm.), immer pojitiv fein follen. 


Zuſ. Weil fih demnach die Charakteriftif des Logarithmud 
einer Zahl ohne weitered aus diefer Zahl felbjt erfeunen läßt, fo 
ift diefelbe im: allgemeinen in den Legarithuen- Tafeln nicht mit 
aufgeführt. Man hat diefelbe unabhängig von den Tafeln für 
fih zu befiimmen und fo z. B. zu fegen: 

lg. 3456 = 3,5385737 


g.T112 =2...... 
lg. 3 —=4(...... 
lg. 0,0023 = 0, ..... —3. 


Eine anſchaulichere Ableitung von Nr. 2 des vorigen $. ver⸗ 
mittelt der folgende Eap. | 
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8. 417. 
Lehrſ. Iſt lg. a — a, fo if lg. a. I00 = n und 
lg. An =a—n. ° | 


Bew. Ig.a.10° lg.a--1g.10r (8. 405. 1) 


Ill 


a-t-.n ($. 411) 
lg. 202 = 1g.a—1g.108 (8. 405. 2) 
— a—n ($. 41). 
$. 418, 


Folge. Die Logarithmen von Zahlen, welche mit denfelben 
Ziffern in derfelben Reihenfolge gefchrieben find und ſich nur durch 
die Etelle des Komma unterfeheiden, welches die Ganzen von den 
Decimalftellen trennt, haben gleihe Mantiſſen und unterfcheiden 
fi nur durch die Charakteriftit von einander. Denn folche Jah- 
len jind nad 6$. 183 u. 185 die eine das 1Onfache der andern; 
der Logarithmus der einen tft Darum nach $. 417 nur um n, 
d. h. um eine ganze Zahl größer oder kleiner ald der Logarith- 
mus der andern. 


Beifp. lg. 3456 — 3,538 5737 
alfo Ig. 345,6 — 2,538 5737 

ig. 34,56 = 1,538 5737 

lg. 3,456 — 0,538 5737 


lg. 0,3456 — 0,538 5737 —1 
Ig. 0,03456 —= 0,538 5737 —2 
zc., wodurd die Nr. 2 des 8. 416 auf eine anfchauliche Weife hervorgeht. 


8. 419. 


Einrichtung und Hebrauch der fogaritömifchen Tafeln. 

1. Beim Auffucgen der Logaritimen gegebener Zahlen hat man fi 
beim Aufichlagen der Zafeln um die Stelle deö etwaigen Komma zwiſchen den 
Ziffern der gegebenen Zahl nicht zu kümmern und ganz gleich zu verfahren, ob 
man lg. 3456 oder Ig. 0,003456 ſuchen fol. Man findet in den Tafeln nur 
die den Logarithinen beider Zahlen gemeinfame Mantiffe (8. 418), die Char 
rakteriſtik beftimmt man felbfländig nadı $. 416. 

Den Logarithmus eines gemeinen Bruches zu beftimmen, verfährt 
man alfo: 

a) entweder verwandelt man den gegebenen Bruch in einen Decimalbruch, 
als 3 = 0,875, und fucht dazu den Logarithmus nah Nr. 1, ale 

1g.3 = Ig. 0,875 — 0,5740313— 1; 
b) oder man zieht unter Anwendung der 88. 162 u. 405. 2 ben Logarith⸗ 
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mus des Nenners vom Logarithmus des Zählers ab, wobei man zur Vermei⸗ 
dung einer negativen Mantiſſe der Charakteriſtik des Zählers (Minuendus) ſo 
viel Einheiten zulegt (und darum von der fo erhaltenen Differenz andeutungs⸗ 
weiſe wieder abzieht), daß ſich der vogarithmus des Nenners davon abziehen 
läßt, d. h. eine poſitive Differenz giebt, als: 
18-4 — 1.3 — 1.8 — — 1 
— 0,740813 —1. 

Anm. Freilich ift es eben fo richtig, in Anwendung des zweiten Berfah- 
vend Ig. $ —= 0,4771213 — 0,%30900 —= — 0,4259687 zu fegen, und es 
giebt Kalle (8. 434 Beifp. 1), wo diefe Form ded Refultatd unumgänglich ift, 
aber für die Auflöfung der umgefehrten Aufgabe, „mit Hülfe der Tafeln zu 
einem gegebenen Logarithmus die zugehörige Zahl zu finden“, ift die Form mit 
pofitiver Mantiffe unbedingt vorzuziehen. Denn follte man die Zahl x zu 
einem negativen Logarithmus, z. B. zu dem Logarithmus — 0,4259687 bes 
flimmen, fo würßk diefelbe gemäß der Gleichung . 

1 

109.4250687 

nur vermittelft einer mühfamen Divifion von 1 durch die Zahl, deren Loge 
rithmus —= + 0,4259687 ift, zu finden fein. 


2. Um nun umgekehrt zu einem gegebenen Logarithmus, ; 2 
zu 2,5385737 oder 0,53865737 —3, die zugehörige Zahl zu ſuchen, fo geben bie 
Tafeln nad) 8.418 in jedem Falle nur eine Reihenfolge von Ziffern, hier 3456, 
ald Zahl zu Logarithmen, welche die gegebene Mantiffe gemeinfam haben. Die 
Ordnung oder den Rang der Zahl hat man jelbftändig nad 8. 416 zu be 
flimmen und fie demnach für den crften Logarithmus — 345,6; für den andem 
— 0,003456 zu fepen, und zwar nad) der mehanifhen Regel: Bei eine 
pofitiven Charakteriſtik fohneidet man durd das Komma von der Lin⸗ 
fen zur Rechten als Ganze eine Stelle mehr ab, als die Charakteriftit Einheis 
ten enthält; bei einer negativen Charakteriſtik fhreibt man der in den 
Tafeln gefundenen Zahl fo viel Rufen vor, als die negative Charakterifit 
Einheiten enthält, und fchreibt Hinter der erften Null das Decimalkomma. 

Die weitere Einrichtung und den Gebraud der Tafeln, um mittel 
derfelben die Logarithmen auch folcher Zahlen zu finden, welche unmittelbar 
in denfelben nicht gegeben find, wie umgekehrt die Zahlen zu Logarith⸗ 
men, welche ebenfomwenig als foldhe in den Tafeln fliehen, lernt man am befien 
aus den in den Tafeln felbft gegebenen Erklärungen ihrer Einrichtung. Dennoh 
mögen folgende allgemeine Bemerkungen dazu dienen, das Verſtändniß folder 
Erklärungen vorzubereiten und die Gründe des Berfahrend zu erfennen. 

Die verfchiedenen logarithmiſchen Tafeln enthalten die Logarithmen der Zah⸗ 
len für verfhiedene Umfänge deö Zahlengebiets, und in Abhängigkeit da 
son Bis auf mehr oder weniger Decimalftellen genau. Die am weiteſten ver: 
breiteren Vega'ſchen Tafeln (in ihren fhäßbaren Ausgaben von Hülffe md 
Bremiker, vgl. dazu die fehr ſchaͤtzbaren fiebenftelligen Logarithmen ven 
Shrän), enthalten unmittelbar bie Logarithmen aller fünfflelligen Zahlen (und 


x = 10-0,4250887 
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der erſten jechöflelligen) fammt den einfahen Mitteln, daraus die Logarithmen 
aller fiebenfteligen Zahlen zu finden, und geben diefe Logarithmen bis auf 
7 Derimalftellen genau. Und allerdings unterfcheiden fich für die meiften Titel: 
figen Zahlen, die auch nur um eine Einheit in der fiebenten Stelle von ein- 
ander verfchieden find, auch ihre Logarithmen noch in der Tten Decimalftelle; 
z. B. 
]g. 1000 000 — 6,000 0000 lg. 666 6667 — 6,823 9087(6) 
lg. 1000 001 — 6,000 0004 lg. 666 6668 — 6,823 9088(2). 
Andere Tafeln enthalten unmittelbar nur die Logarithmen aller Zahlen mit 
höchſtens vier Stellen fammt den einfahen Mitteln, daraus die Logarithmen 
aller Zahlen mit höchſtens fech8 Stellen zu finden, und geben diefe Logarith⸗ 
men bi auf fünf Stellen meiftend genau. Aber zwei auf einander fol- 
gende fehgftellige Zahlen unterfcheiden fich noch nicht in der fünften Des 
cimalftelle ihrer Rogarithmen, fondern erft in fpäteren Stellen derfeiben. So 


z. 2. ift 
18.100 000 = 5,000 0000 


lg. 100001 — 5,000 0043 
und bei größeren ſechsſtelligen Zahlen ift diefer Unterfchied der Logarithmen 
zweier auf einander folgender noch Kleiner, fo daß demnach zwei benachbarte 
fehsftellige Zahlen durch fünfftellige Logarithmen ſchon nicht mehr von 
einander unterfhhieden werden. 

Bei noch engeren Grenzen des Zahlengebietd, für welches die logarithmi- 
ihen Tafeln eingerichtet find, und damit zufaınmenhängend, für noch wenigere 
Stellen der Logarithmen ift die unterſcheidung der Zahlen durch letztere noch 
enger begrenzt. 

Das Verfahren, nach welchem aus den Logarithmen von Zahlen, die in 
den Tafeln unmittelbar gegeben find, die Logarithmen anderer Zahlen abgelei⸗ 
tet werden; und umgekehrt aus den Zahlen, die zu gegebenen Logarithmen der 
Tafeln gehören, Zahlen abgeleitet werden, die zu Logarithmen gehören, die ſich 
in den Zafeln nicht unmittelbar finden, beruht auf dem Satze: 

„Innerhalb gemwiffer enger Grenzen find die Beränderungen der Zahlen 
den entfprechenden Beränderungen der zugehörigen Logarithmen proportional.” 

Sn wieweit diefer Sab für Zehntel und Hundertſtel des Unterſchieds bei 
zwei fünfftelligen Zahlen bis zur fiebenten Decimalftelle ded Logarkthmus feine 
Nichtigkeit habe, bei zwei vierflelligen Zahlen Doch bie zur fünften Decimalſtelle 
des Logarithmus, ift freilich aus den Eigenfchaften der Logarithmen allgemein 
abzuleiten (vgl. 8.426), ift aber aus vorliegenden Tafeln ald Thatfahe un- 
mittelbar zu erſehen, und al8 folhe der |. g. Interpolationd » Rechnung 
oder dem Berfahren mit Proportionaltheilen zu Grunde zu legen. 

Auf Grund diefer innerhalb der angeführten Grenzen geltenden Proportio- 
nalität der Aenderung einer Zahl und ihres Logarithmus findet man nun: 

3. den Logarithmus einer fünffteligen (refp. vierfielligen) ganzen Zahl 
fammt einem angehängten Decimalbruche von zmei Stellen, d. h. von Zehnteln 
und Hundertfteln der Zahl dadurch, daß man zu dem in den Zafeln unmittels 
bar gegebenen Logarithmus der fraglichen ganzen Zahl noch fo viel Zehntel und 
Hundertſtel des Unterfchieds dieſes Logarithmus und des Logarithmus der nächſt 
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folgenden ganzen (fünfftelligen, reſp. vierſtelligen) Zahl addirt, als die Zehntel und 
Hundertftel der fraglichen Zahl anzeigen. Zur leichtern Ausführung diefer Rech⸗ 
nung find in den logarithmifchen Tafeln unter den Ueberſchriften P. P. (partes 
proportionales) die nur wenig und allmalig verändertichen Unterfchiede der Loga⸗ 
rithmen zweier auf einander folgender Zahlen diefer Tafeln angegeben und daneben 
zugleidy die einzelnen Zehntel derfelben, wie man fie in der angeführten Rede 
nung nöthig hat; die Hundertftel find dann ohne weiteres aus den entfprechen- 
den Zehnteln durch Divifion durch 10, d. h. durch Abjchneiden einer Decimal- 
ftefle, zu entnehmen. Die Ausführung dieſes fo begründeten Verfahrens wird 
in den „Einleitungen“ der Tafeln an Beifpielen gezeigt, die hier einzufügen find. 

Hat man nun fo den Logarithimud einer fünffteligen (reſp. vierftelligen) 
Zahl fammt zwei folgenden Derimalftellen, fo 3. B. lg. 66666,66 — 4,8239087, 
gefunden, fo hat man damit denn zugleich auch (8. 411) Ig. 6666666 — 6,8239087, 
d. h. den Logarithmus einer fieben- (refp. ſechs-) ſtelligen Zahl überhaupt, 
ohne Befchränkung durch das Decimallomma. 

4. Sft nun umgefehrt zu einem gegebenen Logarithmus, der als fol: 
her nicht in den Tafeln fteht, die zugehörige Zahl zu fuhen, fo nimmt man 
die Zahl, die zu dem nächſt kleinen Logarithmus gehört, erfieht aus den Tafeln, 
um wie viel der Logarithmus wächst, wenn die genommene Zahl um 1 wächst 
(die herrſchende Differenz); und unterſucht nun, wie oft diefe (herrfchende) Dif— 
ferenz in der ftatthabenden Differenz deö gegebenen und des aus den Tafeln 
entnommenen nächſt leineren Logarithmus enthalten; diefer Quotient würde 
den nod) hinzuzufügenden Zuwachs der Zahl beftimmen. 

Auch hier enthalten die Tafeln den größten Theil diefer Rechnungen glei 
ausgeführt; fie zeigen an, wie viel Zehntel zu der genommenen Zahl noch zw 
zulegen find, entipredhend den (verfchiedenen) Vielfachen des Zehnteld der herr: 
fhenden Differenz, mie. viel Hundertftel, entfprechend den Bielfahen des Hun⸗ 
dertftel8 diefer Differenz. Das Berfahren ift auch hier an fo viel Beifpielen zu 
üben, bis es ganz mechaniſch und geläufig gemorden ift. 

Eine meitere Begründung der vorftehenden Bemerkungen über Ein- 
rihtung und Gebrauch der Tafeln Briggs’fcher Logarithmen, fowie zuvor ein 
zweckmäßiges Verfahren ihrer Anfertigung felbft enthalten die folgenden 

ug Ergänzungen.* | 
I. Ein einfachſtes und zwedmäßigftes Verfahren, die Logarithmen aller Zahlen 
elementar zu berednen. 

(Ih gebe Died zuerft von dem verdienftvollen Abel Buͤrja angegebene 


und 1786 bekannt gemachte Berfahren größtentheil® nad der trefflihen Dar 
ftelung desfelben von E. ©. Fifcher in deffen Lehrbuch III. ©. 166.) 


$. 420. 

Lehnfäge: 1. Jede Zahl, 3. B. 10271, ift mittels der Divifion durch 
eine Potenz von 10 auf eine Zahl zwiſchen 1 und 10 zu bringen, in dem an 
geführten Beifpiele durch Divifion durch 10% auf 1,0971 (8. 185). 

2. Wenn man continnirlihe Quadratwurzeln aus 10 zieht, auf eine vor⸗ 
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gefähriebene Anzahl von Decimalftellen, 3. B. auf 9 Stellen genau, fo bilden 
die fucceffiven Wurzeln eine abnehmende Reihe, deren Glieder ſich ohne Ende 
der 1 nähern, fo daß alsbald eine diefer Wurzeln innerhalb der vorgefchriebenen 
Grenzen der Genauigkeit gleich 1 felbft zu ſetzen ift ($. 351). 


8. 421. 
Erklärung der beifolgenden Hülfstafel (ſ. folgende Seite). 


Sn der erften Spalte befinden fi die Zahlen, melde anzeigen, tie viel 
mal die continuirliche Quadratwurzelausziehung aus 10 vorgenommen wurde, 
um die nebenftehenden „Zahlen“ der Spalte A zu geben. Sie find demnach 
übereinftimmend mit den Erponenten von % oder 0,5 der Spalte B, welche 
letere Epalte in diefen Potenzen von 4 oder 0,5 die Erponenten von 
10 angiebt, deren Potenzen die Zahlen der Spalte A find. 

Sn der Spalte C find dann die Zahlen der Spalte B, d. h. die Zahlen 
1,4, 4 4 ..., noch einmal befonders ald Decimalbrüche in der vorgefchriebes 
nen Anzahl von Stellen audgedrüdt. Jede folgende Zahl diefer Spalte ift dem⸗ 
nad die Hälfte der vorhergehenden ; jede der Logarithmus der entfprechenden 
Zahl in der Spalte A. 

| 8. 422. 

Lehrſ. Wenn eine zmifchen 1 und 10 liegende Zahl N dur eine Zahl 
der Spalte A, welche kleiner ald N ift, dividirt wird, fo liegt der Quotient N‘ 
zwifhen 1 und N. 

Bew. Beil der Divifor aus der Spalte A kleiner ald N ift, fo ift der 
Quotient größer ald 1; und weil der Divifor größer als 1 ift, fo ift der Quo⸗ 
tient Bleiner al& der Dividendus N, wie beided aus den allererften Begriffen 
der Divifion folgt. 

Zuf. Wenn man den Quotienten der vorigen Divifion, N‘, wieder durch 
eine Zahl der Spalte A, welche Meiner ald N’ ift, Ddividirt, fo liegt der neue 
Quotient, N“, ebenfo zwiſchen 1 und N’. Und wenn man in folder Weife die 
Divifion eines vorhergehenden Diviford durch eine neue Zahl der Epalte A, 
welche Heiner als diefer Divifor ift, fortfebt, fo wird man endlid auf einen 
Quotienten fommen, der, zwifchen 1 und dem vorigen Divifor liegend, der 1 
felbft beliebig nahe zu bringen fein wird, weil die fucceffiven Diviforen immer 
Heiner werden, und darum in den Zahlen der Spalte A immer tiefer herab⸗ 
fleigen. | 

8. 423. 

Anfg. Mittelft der genannten Hülfstafel den Logarithmus jeder beliebigen 

Zahl auf 7 Stellen zu berechnen. 
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Anzahl der 
continuirlichen 
Quadratwurzels 
ausziehungen 
aus 10. 


Arithmetik. 


Hülfstafel 
zur Berechnung einer Logarithmen⸗Tafel in ſiebenziffrigen Mantiſſen. 


A. 


Zahlen. 


10,000 000 000 


3,162 277 660 


1,778 279 410 
1,333 521 432 
1,154 781 985 
1,074 607 828 


1,036 632 928 
1,018 151 722 
1,009 035 045 
1,004 507 364 
1,002 251148 


1,001 124 941 
1,000 562 313 
1,000 281 117 
1,000 140 549 
1,000 070 272 


u nun 


1,000 035 135° 
1,000 017 567 
1,000 008 784 
1,000 004 392 
1,000 002 196 


1,000 001.098 
1,000 000 549 
1,000 000 274 
1,000 000 137 
1,000 000 069 


1,000 000 034 
1,000 000 017 
1,000 000 009 
1,000 000 004 
1,000 000 002 


Erponenten oder Logarithmen 


B. 
in Zeichen 
0,50 


0,51 
0,52 
0,53 


O. 


in Decimalbruͤchen 


1,000 000 000 


0,500 000.000 
0,250 000.000 
0,125 000 000 
0,062 500 000 
0,031 250 000 


0,015 625 000 
0,007 812 500 
0,003 906 250 
0,001 953 125 
0,000 976 562 


0,000 488 281 


0,000 244 141 
0,000 122 070 
0,000 061.035 
0,000 030 518 


0,000 015 259 
0,000 007 629 
0,000 003 815 
0,000 001 907 
0,000 000 954 


0,000 000 477 
0,000 000 238 
0,000 000 119 
0,000 000.060 
0,000 000 030 


0,000 000. 015 
0,000 000 007 
0,000 000 004 
0,000 000 002 
0,000 000.001 
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Auft Man bringe die Zahl nad) 8. 420 auf eine zwiſchen 1 und 10 
liegende Zahl; als ſolche heiße fie N. 
Man dividire N durch die nächſt Meinere Zahl der Spalte A; fei diefe 10, 


wo a aus Spalte B und C bekannt ift; der Quotient — fi = N", 
Man dividire N’ dur die nächſt Fleinere Zahl der Spalte A; fei dieſe 


108, und Nom. 
108 | 
Wiederum dividire man N" dur die nächſt kleinere Zahl der Spalte A, 


N“ 
7. i — — N, 
dur 10°; fei 101 N 


Diefe Divifionen der fucceffiven Quotienten feße man fo lange fort, bis man 
auf einen Quotienten NY gekommen ift, der in den erften 7 Stellen nur Nullen 
enthält, fo dag fein Logarithmus (ſ. Hülfstafel) nicht mehr eine halbe Einheit 
der Tten Decimalftelle beträgt. 


Waren biefe ferneren Diviforen aus der Spalte A nun noch die Zahlen 
108, 10%, ... 10°, fo ift 


gN=a+tß+ty+d+.....- + 


lg. N 


| 

N 
3 
7 
* 
ı 
x 

2 


und weil 1. N innerhalb der gefteften Grenze S O iſt 
g:N=a+tß-+tY-+..... +v. 


Anm. Eo weitläufig felbft diefes Verfahren immerhin noch ift, fo ift ed 
doch von allen elementaren Methoden die bei weitem einfachfte, und die eine 
fleine Hülfstafel, deren Berechnung nicht allzu mweitläufig ift, namentlich wenn 
man dabei die Bereinfachung des 8. 299 anmendet, reicht für die Berechnung 
d | Logarithmen aller Zahlen aus. 

t 


8. 424. 


Ein Rechen» Beifpiel, milden entichnt aus Fiſcher II. 171. Es fei 
der Logarithmus von 10271 zu berechnen. Die nad) $. 423 dazu nöthigen 
Rechnungen zeigt die nachftehende Tabelle. 


412 


Dividenden. 
1,0271 


| 1,008 788 747 


1,004 262 172 


| 1,002 006 507 


1,000 880 575 
1,000 318 083 
1,000 036 955 
1,000 001 820 
1,000 000 812 
1,000 000 263 
1,000 000 131 


Diviforen. 


1,018 151 722 
1,004 507 364 
1,002 251 148 
1,001 124 941 
1,000 562 313 
1,000 281 117 
1,000 085 135 
1,000 001 098 
1,000 000 549 
1,000 000 137 
1,000 000 69 


u. 


Zeile. 


7 

9 
10 
11 
12 
13 
16 
21 
22 
24 
> 


Logarithmen. 
1,007 812 500 





0,001 953125 | 
0,000 976 562 | 
0,000 488 281 | 


0,000 244 141 


0,000 122 070 | 


0,000 015 259 
0,000 000 477 
0,000 000 238 
0,000 000 060 
0,000 000 050 


Ä 
| 


Re. 1,0271 == 0,011 612 743 
alfo Ig. 10271 = 4,011 612743. 





In der erften Zeile der Spalte I fteht zu oberft die Zahl, deren Loga⸗ 
rithmus geſucht wird, nur daß das Komma hinter die böchfte Ziffer gefept if. 
Daneben fteht in der Spalte IE die nächft Mleinere Zahl aus Spalte A der 
Hülfstafel, in Spalte III der Zeilenanzeiger diefer Zahl in der Hülfstafel, und 
in Spalte IV der Logarithmus der in Spalte II fiehenden Zahl. Nadıdem 
diefe vier Zahlen aufgefchrieben find, wird die Zahl unter I durch die unter II 
dividirt. Der Quotient ift die vorderfte Zahl der zweiten Zeile in der Epaltel | 
Zu diefer wird dann wieder aus der Hülfstafel die nächſt kleinere Zahl (Spalte), 
der Zeilenzeiger (Spalte III) und der Logarithmus (Spalte IV) geichrieben. 
Der Quotient ift die vorderfte Zahl der dritten Seile. 

Die Zahlen jeder folgenden Zeile werden volltommen auf diefelbe Art ge 
funden. Die Rechnung bricht ab, fobald man zu einem Logarithmus kommt, 
der weniger beträgt als eine halbe Einheit der fiebenten Stelle. 

Die Zahlen der Spalte II find die Factoren, in welche 1,0271 zerfät 
worden, und die Spalte IV enthält die Logarithmen diefer Factoren. Die 
Summe diefer Logarithmen ift alfo der gefuchte Logarithmus. 










II. Die Grenzen der Genauigkeit für Zahlen famınt den dazu gehöriger 
Logarithmen. 
$. 425. 

Lehrſ. Der Unterſchied der Logarithmen zweier auf einander — 
Zahlen nimmt ab mit dem Wachſen dieſer Zahlen, oder wird kleiner, 
dieſe Zahlen größer werden. 

Bew. Seien N und (N-1) zwei auf Mander folgende Zahlen, fo i 


der Unterfchied ihrer Logarithmen, Ig.-(N+1)—1Ig.N = ]g. (SH) ($. 409) i 
= lg. (1 +3). alfo gleih dem Logarithmus einer Zahl, die um fo Heine 
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wird, je größer N tft. Dieſer Logarithmus, d. h. der fragliche Unterſchied der 
beiden Logarithmen wird alfo mit wachſendem N Kleiner und kleiner, 
w. 3. b. w. 
8. 426. 

Lehrſ. Die Unterfhiede der Unterſchiede (die zweiten Differenzen) der Lo⸗ 
garithmen auf einander folgender fünfziffriger Zahlen betragen nod nicht eine 
halbe Einheit der fiebenten Decimalftelle diefer Logarithmen. 

Bew. Seien (N—1), N, N-1 drei auf einander folgende fünfziffrige 
Zahlen, deren kleinſte demnach nicht Fleiner ald 10000 fein fann. Die Unters 
ſchiede der Logarithmen diefer auf einander folgenden Zahlen find: 


1g.N—1g.(N—1) = 1. —A 


lg (N+1) —Ig.N = Ig. +1 — N 


_ N-+1 N? 
A— N = 1.2 —1g. — =. 


ul ..... 


Run iſt der kleinſte Werth, den N annehmen kann, 10001 (fepen wir 
dafür der überfichtliden Rechnung wegen felbft 10000 —= 10%) und demnad) 
der größte Werth der Zahl, deren Logarithmus den fraglichen Unterfihied aus⸗ 

- 1 1 1 
drückt, IH stpoetpmut' 
Demnach find die Unterſchiede der Unterfchiede oder die zweiten Differenzen 
Der Logarithmen fünfziffriger Zahlen ſicher Heiner ala 
ig. 1,000 000 010.000 000 100... 
Nun ergiebt fi) aus obiger Hülfstafel 
Zeile 24 1g. 1,000 000 137 = 0,000 000 060 
„ 25 lg. 1,000 000 069 = 0,000 000 039 
woraus durch einfaches Snterpoliren Ig. 1,000 000 010 = 0,000 000 044. 

Alſo ift felbft die größte aller zweiten Differenzen der Logarithmen fünfe 
ziffriger Zahlen (für die Meinten Werthe von N) noch kleiner als eine halbe 
Einheit der fiebenten Decimalftelle, w. z. b. m. 

Es folgt daraud, daß das $. 420 angeführte Interpolationd-Berfahren die 
Rogarithmen 7Tziffriger Zahlen bis auf die 7te Decimalftelle derfelben vollkom⸗ 
men genau giebt. 

Es erhebt fich die andere Frage, auf wie viel Stellen umgekehrt die Zahl 
zu einem gegebenen Logarithmus durch das ebenfalld 8. 420 angegebene Inter 
polationd » Berfahren zu berechnen ſei. Die Beantwortung dieſer Frage giebt, 
der folgende 


ĩ ($- 405) 





8. 427. . 


Lehrſ. Durch Logaritimen, die nicht mehr als 7 Decimalftelen haben, 
laſſen ſich die zugehörigen Zahlen nur auf 7 Stellen genau beftimmen. 
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Bew. Die groͤßte Differenz der Logarithmen zweier auf einander folgen⸗ 
der fünfziffriger Zahlen beträgt laut Angabe der Tafeln 484 Einheiten 
der fiebenten Decimalftelle (ig. 10001 — Ig. 10000 = 0,000 0434). Um nun 
daraus nah dem befannten Snterpolationg » Verfahren (8. 420), deſſen firenge 
Richtigkeit im vorhergehenden Paragraphen bewieſen ift, die Logarithmen acht⸗ 
ftefliger Zahlen abzuleiten, müßte man die logarithmifche Differenz für Tau⸗ 
fendftel beftimmen oder, was dasfelbe ift, zwiſchen zwei auf einander folgen 
den fünfftelligen Zahlen, 3. B. zwifchen 10000 und 10001, jedesmal 999 neue 
Zahlen einfchalten. Nun beträgt aber ein Zaufendftel ſelbſt diefer größten Dif⸗ 
ferenz, d. h. 0,001.0,000 0484 — 0,000 000 0434, noch nicht einmal eine halbe 
Einheit der Tten Decimalftelle des Logarithmus, viel weniger alfo wird ein 
Taufendftel der folgenden kleineren Differenzen einen ſolchen Betrag liefern, welder 
die Logarithmen zmeier auf einander folgender achtftelliger Zahlen ſchon 
in der Tten Stellen unterfhiede; kurz, ſchon der taufendfle Theil von 434 ifl 
tleiner als 4 diefer Stelle, um fo mehr der taufendfte Theil von den noch klei⸗ 
neren Differenzen der folgenden größeren fünfftelligen Zahlen; d. b. zwei auf 
einander folgende acht ſtellige Zahlen werden im allgemeinen in ihren Loga⸗ 
rithmen in den erften 7 Decimalftellen übereinftimmen und fih erft in den fol- 
genden Stellen unterfcheiden, w. z. b. w. 


Anm. Wie wir ung in dem Bemeife des $. 426 auf die berechnet vor- 
liegende Hülfötafel des $. 422 beriefen, jo ın dem Beweiſe dieſes S. auf 
die berechnet vorliegenden logarithmifchen Tafeln ſelbſt. Und das ift in den 
Elementen das einzig und allein anmwendbare Mittel, die gegenfeitige Abhan- 
gigkeit der Zahlen und ihrer zugehörigen Logarithmen in Beziehung auf den 
Grad ihrer Genauigkeit mit Leichtigkeit und Sicherheit zu erfennen, weil Diele 
Ertenntniß aus den allgemeinen Ausdrüden der PVeränderlichleit des Einen 
durch das Andere nicht wohl leicht und einfach genug zu gewinnen ifl. 

Dasfelbe Mittel, nemlic das der Anficht und der Dergleihung der berech⸗ 
neten Tafeln felbft, dient dann namentlid aud) in dem Falle no, wo es gilt, 
aus der Unficherheit des Logarithmus in der leßten oder in den legien Stellen 
einen Schluß auf die Unficherheit der dazu gehörigen Zahl zu machen. Man 
beflimmt diefe Zahl für den Meinften und für den größten Werth des unfidhern 
Logarithmus und hat in. dem Unterfchiede dieſer beiden Zahlen ein Maß für 
die Unficherheit derfelben. Daß aber die vorftehenden Weberlegungen mit dem 
ohne weiteres ſich darbietenden Veränderungen der angewandten Zahlenwerthe 
auf Zahlen und Logarithmen mit einer andern Anzahl von Stellen, d. h. auf 
andere als Tftellige Logarithmentafeln fich beziehen laſſen, ift offenbar. 





xI. Abſchnitt. 415 


3. Kapitel. 


Anwendung der Logarithmen zur Bereinfachung des 
Multiplicirend, Diviirend, Potenzirens, Radicirens, 
fowie zur Auflöfung der Erponential-Gleichung. 


g. 428. 


Anfg. Zwei Zahlen p und q mit Hülfe logarithmiſcher 
Zafeln zu multiplieiren. 

Aufl. Man nehme die Logarithmen von p und von q; 
addire diefelben, und fuche zu diefer Summe ald Logarithmus 
die zugehörige Zahl, fo wird diefe das gefuchte Product fein. 

Der Grund des Verfahrens beruhet auf $. 405. 1, nad) 
welchem Ig.pq = Ig.p--Ig.q iſt. 

Beifp. x — 3,078444 . 8228. 


0,4883251 
56 
lg.x = | 6 


3,9151859 
= 4,4034672 


x — 25320,20. 


Anm. Iſt ein Factor negativ, der. alſo als folcher feinen Logarithmus 
hätte ($. 408), fo betradhte man ihn einftweilen ald abfolute Zahl; be 
rechne dad Product der abfoluten Zahlen und beitimme das Vorzeichen des 
Productd nahträglih nah $. 121. Alm dieſe Beftimmung des Borzeichend 
fhon im Laufe der Rechnung zu fichern, bezeichnet man zmwedmäßig den Logas 
rithmus einer abfoluten Zahl, die in einer vorliegenden Rechnung nachträglich 
negativ genommen werden fol, mit einem angehängten Inder (n). Hätten dann 
zwei, überhaupt eine gerade Anzahl von Logarithmen⸗Summanden foldhen Ins 
der (n), fo wird die zu ihrer Summe gebörige Zahl, d. h. das fragliche Pro- 
duct pofitiv zu nehmen fein; hätte aber nur ein Logarithmus vder eine uns 
gerade Anzahl derfelben überhaupt dies Zeichen, fo würde die ihrer Summe 
zugehörige Zahl, d. h. das fragliche Product negativ zu nehmen fein ($. 121). 
Im erfieren Falle läßt man (n) in der Summe verfhwinden; im anderen 
Kalle behält man es bei. 
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Beiſp. 
l. x = — 105,995 . 06785. 2. x = —0,07178. — 13,29. 
__ f 2,0252854 (n) __ f 0,8560035—2 (n) 
Ig.x = { 0,8315499 — 1 lg.x = { _1.1236557°_ 6 
— 1,8568353 (n) — 0,9796592 —1 
16 16 
37 16 
36 14 
10 . x = 0,9542434. 
x = —71,91782. 
8. 429. 


Aufg. Eine Zahl p dur eine andere q mit Hülfe loga⸗ 
rithmiſcher Tafeln zu dividiren. 

Aufl. Man nehme aus den Tafeln die Logarithmen der 
gegebenen Zahlen p und q; ſubtrahire vom Logarithmus des 
Dividendus p den Logarithmus des Diviſors q; ſuche zu dieſer 
Differenz als Logarithmus die zugehörige Zahl, ſo wird dieſe der 
geſuchte Quotient ſein. 

Der Grund des Verfahrens beruhet auf $. 404. 2, nad 


welchem I. — Ig.p—Ig.q ift. 


Beifp. x — 157,66: 0,008871. 
ir.x — J 31077215 
8.X = | 0,7300552 — 3 
— 4,4676663 
525 
138 
x — 29353,93. 3 


Anm. 1. ft der Logarithmus des Diviford größer als der Logarithmus 


des Dividendus, fo vermeidet man eine negative Mantijfe aus den ©. 406 Anm. 


angegebenen Gründen und durch die daſelbſt angegebenen Mittel. 
Beifp. x = 7,6912: 218,87. 
2 
__. f 0,8859941 — 2 
lg.x = 2.3401862 
— 0,5458079 — 2 
18 
61 
x — 0,0351405. 62 
Anm. 2. Iſt eine der beiden gegebenen Zahlen oder find beide negatitc 
fo findet die Anmerkung $. 428 eine Anwendung. Im erfiern Falle bel 
man (n) auch in der Differenz der Logarithmen bei, im anderen alle M 
ed meg. 
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Beifp. 1. x = — 46,201: 34,301. >: x — — 0,3456 . — 0,0123. 
__.J 1,6646514 (n) __ f 0,588573°—1 (n) 

lg.x = | 1,5353068 lg.x = | 0,0899051— 2 (n)« 

— 0,1293446 (n) — 1,4486686 
354 00 
92 86 
6 77 
x — —1,346929. 28 x — 28,09756. 90 


$. 430. 

Aufg. Eine gegebene Zahl p mit Hülfe Togarithmifcher 
Zafeln zu der Potenz eined gegebenen Erponenten n zu erheben. 

Aufl. Man nehme den Logarithmud der gegebenen Zahl, 
multiplieire denfelben mit dem gegebenen Erponenten, fuche zu 
diefem Producte ald Logarithmus die zugehörige Zahl: fo wird 
dies die gefuchte Potenz fein. 

Der Grund de? Verfahrens beruht auf $. 404. 3, nad 
welchem Ig.p® — nlg.p ift. 

Beifp. x — (1,2345)°. 

lg.x = 0,0914911.5 


— 0,4574555 
428 


127 
2 


x — 2,867183. . oo 

Anm. Iſt der Dignand eine negative Zahl, fo berechnet man die Potenz 
der gleich großen pofitiven Zahl, und beftimmt nachträglid) das Vorzeichen der 
Potenz; nah $. 320. Audy Hier fichert man fich die Beftimmung des Vor⸗ 
zeichend durh das Hinzufügen von (n) hinter dem Logarithmus der negativen 
Zahl; und behält dasfelbe bei in dem Producte eines ſolchen Logarithmus mit 
einer ungeraden Zahl, läßt es verfchwinden in dem Producte mit einer gera= 
den Zahl. 


Beifp. 1. x = (—31,254)3. 2. x = (— 0,08085)4. 
lg.x = 3.1,4949056 (n) lg.x — 4(0,4821587 — 2) (n) 
—= 4,4847168 (n) — 0,9286348 — 7 
26 | 14 
22 x — 0,000 000 84846. 
43 | 
x = — 30529,3. 
8. 431. 


I Aufg. Aus einer gegebenen Zahl mit Hülfe logarithmifcher 
Tafeln die Wurzel eines gegebenen Grades zu ziehen. 
ı Aufl. Man nehme aus der logarithmifchen Tafel den Lo- 
garitiigrnud der gegebenen Zahl (ded Radicanden), dividire den- 
Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 27 









u 
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ſelben durch den gegebenen Wurzelerponenten, ſuche zu dem erhal 
tenen Quotienten ald Logarithmus die zugehörige Zahl: fo wird 
“Dies die gefuchte Wurzel fein. 

Der Grund ded angegebenen Verfahrend beruht auf $. 404. 4, 


n le.p . 
nach welchem Ig. Vp = u iſt. 


Beiſp. = V 65999. 


9 
ig. x — 48195374 _ (6885053 
7 4999 
54 
53 | 
x — 4,880961. 10 


Hat der Logarithmus des Radicanden eine negative Charaf: 
teriftit ($. 417), fo richtet man diefelbe unter Anwendung de 
$. 32 Folge. 3 immer fo ein, daß fich diefelbe Durch den gege 
benen Sourgelsgponent ohne Reſt dividiren läßt. 

Beifp. — VOOH 04845. 


hossa0ae — — 0,7370588 — 1 
74 
14 
8 
60° 


lg.x = 









x — 0,5458317. 

Iſt der Radicand negativ, fo Bleibt die nach $. 428 Anm. 
feinem Logarithmus beigefügte Unterſcheidung (mn) auch in dem 
Quotienten, wofern der Wurzelerponent eine ungerade Zahl il; 
ift fegterer eine gerade Zahl, fo ift der Ausdrud imaginär ($. 35) 
Beifp. 1. x = V-258 


3 
ig.x — 332457 (0) _ | 1110819 (n) 
3 608 
211 —— 
02 
x = —12,91463. „0 


2. x — V-8 = imaginär; Vs = 5. 
$. 432. 

Zuſ. Durch die gleichzeitige Anwendung mehrerer oder a 
der vier vorgenannten Regeln laffen fih zufanımengefegte Zah 
ausdrüde mit Hülfe logarithmifcher Tafeln meiſtens auf's 
quemſte berechnen. So iſt, wofern 
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a ba.Vo® 
d’,e * 


le.x — Ig.atnig.b+ 2° ulg.d+ ige 


2.135 V 038 
Sit = Tl 
jo ift 
lg.x — 18.215 18.7,3-4. 4 1g. 0,345 Ig. 12,34—1g. 118,23 
x — 19,93156. 
Anm. Einer befondern Aufmerkfamteit, d. 5. nur der Beachtung’ der 


Ynm. ©. 398, bedürfen folche Ausdrüde, in denen Summen ober Differenzen 
auftreten, wodurd) die logarithmiſche Rehnung unterbrochen mird. 


3 
3,1235 — 9 7 . 
Beifp x = Be A = 
5,3453 + 2,7967 7 


lg.z = lg.Z—1g.N, 
wo Z eine Differenz, N eine Summe ift. 


3 
zZ — 3,1235 —y9. 
lg. 3,1235 — 0,4945720 . 5 


— 2,4728600 
588 


12 
3,1235 — 297,0708 
3 
lg. y’ — 0,9542425::3 


— 0,3180808 
633 


un 


175 
67 


. 80 
J ys — 2,080084 
2 = 297,0708— 2,0801 — 294,9907 
18.2 — 2,4698083 
N = 5,8453 42,796 77 
1g. 5,3459 — 0,7279477.3 


N — 2,1838431 
ode 390 
, __ 


5,8453 — 152,7014 
27* 
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7 

lg. V' 7 = 0,8450980:7 — 0,1207283 

1g.2,796 — — — 0,4465372 

0,5672655 

Eu 

38 

35 


2,796 7 = 3,692032 
N = 152,7014-+ 3,6920 — 156,3934 
lg.N = 2,1942184 
lg.x = lg.Z2 —Ig.N = 0,2785899 
77 
22 
x — 1,88621. 
Die Erponentiafgleichungen. 
$. 433. 

Erf. Erponential-Gleihungen oder logarithinifce 
Gleihungen nennt man foldhe Gleichungen, in denen die Unbe- 
fannte als Erponent vorfommt, 5.2. a — p.t1, | 

Sie können einfache oder Gleichungen von höheren Graden, | 
mit einer oder mit mehreren Unbekannten fein. 


8. 434. 
Anfg. Eine Erponentialgleihung von der Form 





axt%,br-P,ctz.dd.eı — ne | 
zu löfen. 

Aufl. Man nehme auf beiden Seiten der Gleihung die 
(gemeinen) Logarithmen, wodurd die Erponenten Factoren wer: 
den ($. 404, 3), und löfe die fo entftandene Gleihung nad 
befannter Weiſe auf. . 

Es fommt: 


(x a) lg.a-+(x—ß) lg.b-+rxle.c+ 2 1g.d—xig.e 
— lg.f+nlg.g—ple.b. 
lgatisbtr I.c+ 15. d—1g.el 


— lg.f+nlg.g—plgh—alg.a+Pplg.b. ' 
_ Agf+nlg.g—plg.h—.alg.a-+-Blg.b 


Iga+lgb+tylgct—Ig.d—Ige 





XII. Abſchnitt. | 421 


5 1_ı 
zei. (2) = (2)” 
08.2 —18. 3) — (-—:) (1g.3 — 18.4) 


5(lg.2—1g.3) = 7(lg.3 —1g.4)— x(lg.3 —1g. 4) 
zo 70g. 3 — 1g.4) — ö(lg.2 — 18. 3) 





lg.3 — 1g.4 
— —0,8745709-0,8804565 
— — 0,1249387 
— —0,047027. 
Beifp. 2. (Quadratifche Gleichung.) 

x+2 
V⸗ — 3*-1 

Fer — (x—1)1g. 3 


lg.2 = (x?+x—2)1g.3 


24x — |? | 9 _ 368098 
lg. 3 0,25 


2,88093 
x = —0,5+ Y 2,88093 
— —0,5+1,69733 
= 1,19733 und = — 2,19733 


Anm. Erponentialgleihungen, deren Seiten aus mehreren durch + oder 
— verbundenen Gliedern beftehen, 3. B. ax +bx — c, können ($. 404, Anm.) 
auf diefe Weife mit den Mitteln der Elementarmathematit im allgemeinen nicht 


gelöst werben. 
Eine befonders häufig vorfommende Klaffe von Erponentialgleihungen 
bietet die vierte Aufgabe des folgenden Anhangs Abſchn. XIV. 


8. 435. 
Mebungsbeiipiele 


über da8 Rechnen mit Logarithmen. 


I. Allgemeine Gleichungen. 
ab 


1. lg. — = lg.a-+lg.b—Ig.c. 

2. lgam.bn — mlg.a-+.n1g.b. | 
ambn 

8. erg —= mlga+nlgb—rlg.c—slg.d. 

4. 


lg. (abm)yn — n(lg.a-+-mig.b). 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 





Arithmetik. 
lg. em = n(lga+mlgb) —rlg.c—1g.d. 
1. Vom — eateleb, 
8- = n 


n 


b — lg.b — Ig.c 
lg.a V- = ga + —— 
nn — 
bır 
Ig.am vo 
n r 
lg. am y: Ve — mlg.a-+ 7 


\ 


mlg.a-+r 


n 





lg. — — — mlg.a— 


va j 














(lg.b—1g.c) 
1 
lg. b +18 ce 


r (Ig.b—Ig.c) 


1 
1g.b++— (ig. c+1g.d) 


lg. — — = mlg.a— n 
r_ 
yıya 
1 r 
le. —— = — (m Ig.a+ —1g.b). 
aml/br 
m — 
ae 
lg. b _ lg.a—1g.b _Ig.c—Ig.d 











2 ro m n 
Vz 
lg. (a?b-2)5 = 101g. — 151g.b. 

7 /42b3 





16. 


N: 


18. 











3 5 
lg. a V b Y® = 20. 
3. _5 
2 
1... VrVe 22 
dVa — bYVe 
lg. 1 = 24. 
a Yb 
/ ab 
_—— = 26. 
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II. Anmendung der Logarithmen auf praftiihe Rechnungen. 


27. 


29. 


31. 


33. 
35. 


37. 
38. 
39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


a. Einfachfle Keifpiele der Art. 


15,625.0,313858 — 4,9086. 28. 19.59.89 — 99769. 
3476 648000 
Seapg = 0222464. 30. 2062648 
3,1415926 
IT — 
— 9,000 0048 32. (2,7182818)? — 20,08553 
(1,0375)? — 1,293948 34 (—_) — 0,852216 
’ — "—\1,03825/ 
g— — 7 
V i,362897 — 1,035000. 36. 7 = 1,320469. 
3 — — 
V 0,5235988 — 0,8059960. 
0,20412. — 0,61236 — — 0,124998. | 
(— 1,0275)6 — 1,176768. 40. (— 1,0275)” — — 1,209129. 


b. 3ufammengefeßte Keifpiele. 
a. Ununterbrochen logarithmiſche Rechnung. 
T — 
8,5 V 1173 — 65,4311. 





3 -— 
7,30° y 0,85 v3 10.0137.9 96578 
DE 7 SE IT: IT Va " 
u 
2.0345.17.234 55 
— — — 195 . . — — 19. 
Verso 1,950634. 44 — 2123,719 


8 
V5yV5 
4V@+bFoßb+e—a)(e+c—b)a+b—e) 

für a= 3456; b = 6789; c — 432,1 
— 63861,7. 
18,25% 2 /110,545 
124 ' V T7.8,88 


97, — 13 
7) 


— 13468,724. 


rn — 0,00142408. 


ß. Unterbrodhene logarithmifche Rechnung. 
x = Y 0,81648? 4 0,37499 = +-1,020602. 


3 —— — 
x = V 9,234? + 0,123? — 4,401487. _ 
— 1,42884 + ]/ 0,81648?  0,37499 
x = — 1,42884 + 081648? 40,974 — 4 u. — 4. 


— 0,61236 
ı 077 
x y+v’ — 1,353473. 
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9,779 
52. 9+ + = 10,29547. 


1/3 2 
+ Hy? — 1,297835. 


53. x = 
0,5 V4 
8940? — 3203 

— 3 aa — 
54. x — 0,0863. V — 0,0242771 

_ . A+zg2—1 
5. x=r. (Atsm.z 

fürr = 500, n = 20; z = 0,06: 
— 5734,96. 


56°. Mittel der beifolgenden Tabelle, worin die untergefegten Zahlen die 
Logarithmen der darüberftehenden find: 





Engl. Fuß 
3,280885 





PBarifer Fuß | Rheinl. Fuß | Wiener Fuß 
3,078444 3,186199 3,163532 








3,423544 





Detre 0,4883312 |0,5032728 |0,5001722 (0, 0,5344758]0,5159927 _ 0,5159927 
Barifer |0,324839 1,035008 -11,027640 1,112102 |1,065765 
Fuß |0,5116638—1 0.0149416 [0,0118411 |0,0461446[0,0276615 
Mheint. |0,3138538 |0,966181 0,9928866 |1,074491 |1,029722 
Fuß |0,4967272—1|0,9850584—1 0,9968994—1|0,0312030|0,012718 | 
Wiener [0,316102 |0,973103 11,007165 1,082190 |1,037100 
Fuß |0,4998278—1|0,9881589—1|0,003 1006 0,03430360, ‚0158205 _ 
Sannov. |0,292095 |0,899198 |0,930673 |0,924052 0 


Fuß 0, ‚655242 —1[0, v538554—1 0, 9687970—1 0, 9656964—1 0.981516 

Engl. 0, 0,304795 | 0, 938293 0,971136 0,964228 1,045883 

Fuß 0, 4840073—1 0 ‚972338510, 9872801—1|0,9841795—1 0, 0184841 
beliebige Längen irgend eines Maßes in Längen jedes anderen Mafes zu ver⸗ 
wandeln, 3. B. 1000 Hannov. Fuß in ... Metre, Parifer Fuß x. 





III. Mebungdbeifpiele über die Auflöfung der Erponential- 


Gleihungen. 
a. Einfache. 
57. 72.91 7........ x—=1. 
58. ax.bi1l=a........ 1 1. 
lg.b+ölg.c 
59. ax.b2zx-1 — c5—%,,.. = — — ——. 
x* iga Iα 
218. 916. 6— 316.7 
69. 73.522—1 — 92—% ,',. ZZ — —— — — — 937. 
x 21g.5-431g.9 0,016 
61. 0,06% — 0,265 ....... x — 0,443305. 
62. 5°2—3.0,0232-x— 5x1 x — 2, 
x__ —_ 2 (lIg.a-+ 21g.b) 
63. b2 = d ...... = ——— . 
V⸗ v® * lg.c-+Ig.d » 
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64. (—5)X = 15625...... x=6. 

65. (—3)xX = 6561....... x=8, 

66. (—3)X = 2187 ....... x imaginär; für (+ 3)x = 2187 iftx —=17. 
67. 43° — 262144 ....... x— 2. 

68. 52° — 390625 ....... x=3. 

9. abc... x a 2 


70. (Ein Beifpiel mit mehreren Unbelannten, aus Heise 8. 65, wo nod) 
mehrere folder Beifpiele gegeben find): 
3x.4y = 3981312 .... 1 5 


5x.27 —= 400000 ..... y=1 
b. Auadratiſche. 
x . 
71. V:=» ........... x=+1. 
172. ex — 10 .......... x = 10 und = „- 
x —1g.b+Y 4lg.alg.c+-(lg.b)? 
73. asb = Ve ..o;, 000.90 x == —— 5ijigg VE 
X 
74. 2x .3 = 144 soo 0.6. x _— — 3,585. 
ati 21g.b—lg.a V lg.a—1g.b)2— 31g.alg.b 
75. ax = b3-x... x = Mn et u De a 
+1 
8\ 3-1 /125\8-x 
76. (=) = (55) x — 4 und = 8. 


Quadratifhe Erponentialgleihungen mit mehreren Unbel. ſ. Heid $. 73. 


XII. Abfehnitt. 
Die Progrefiionen. 


| $. 4386. - 

Erfl. Unter Reihe oder Progreffion überhaupt verfteht man 
eine Folge von Zahlen, von denen jede nachfolgende aus der 
vorhergehenden nach einem und demfelben Gefege gebildet wird. 

Die einzelnen Zahlen heißen Glieder der Reihe; diejenige, 
von der man bei der Bildung der Neihe ausgeht, dad Anfang®- 
glied, a; diejenige, mit der man die Bildung der Reihe befchließt, 
das End» oder dad letzte Glied der Reihe, t; die Zahl der Glie- 
der bezeichnet man allgemein mit n. 
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1. Kapitel. 
Die arithmetifche Progreffion. 


8. 437. 

Erkl. Unter arithmetifher Progreffion (der einfachiten Art 
oder der erften Ordnung, vgl. Abfchn. XV) verfteht man eine 
Folge von Zahlen, von denen jede nachfolgende aus der vorher: 
gehenden durch Addition oder Subtraction einer und derſelben 
Zahl gebildet wird; kurz, eine Folge von Zahlen, bei denen die | 
Differenz je zweier auf einander folgender immer gleich oder 
conftant ift. 

Die conftante Differenz zweier auf einander folgender Glieder 
der arithmetifchen Reihe, immer fo genommen, daß das vorher: 
gehende Glied von dem nachfolgenden fubtrahirt wird, bezeichnen . 
wir mit d. | 

Iſt die Differenz d pofitiv, d. h. ift das folgende Glied 
größer als das vorhergehende, fo heißt die Reihe eine fteis ' 
gende, z. B. 

1, 3, 5, 7,9, ..... 
iſt die Differenz negativ, d. h. iſt das folgende Glied kleiner als 
das vorhergehende, ſo heißt die Reihe eine fallende, z. B. 
5,3,.1,—1,—3, —5, ..... | 

Bezeichnen wir den algebraifchen Werth der Differen 
mit d, fo ift die allgemeine Darftellung der arithmetifchen Reiht, 
ſowohl der fteigenden ald auch der fallenden, die folgende: 


"2, a4-d, a-+24, ..... a-4-(n—1)d. 


$. 438. 

Anfg. Aus den gegebenen Zahlen der arithmetifchen Pre 
greffion: Anfangsglied a, Differenz d und Anzahl der Glieder n, 
das letzte (allgemeiner das nte) Glied t zu beftimmen. 

Auf. t= a+m—I)d Gu. 1.) 

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Bildungdgefege der 
Neihe ($. 437), nach welchem jedes Glied diefer Reihe die Summe 
des erften Glieded und des Sovielfahen der Differenz ift, al. 
Glieder nah dem eriten gefolgt find, alfo das nte Glied, 


t = a4 (n—1)d, w. z b. W. 
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8. 439. 

Zuſ. Die vier Zahlen der arithmetiſchen Progreffion a, d, 

n, t hängen fo von einander ab, daß aus je dreien derfelben die 

vierte folgt ($. 231), welches zu der vorftehenden Gleichung (1) 
noch die drei folgenden giebt: 

Ya—t—a—Yd Yd- — 


deren jede ſich auch ohne weiteres oder unmittelbar aus der ur⸗ 
ſprünglichen Vorſtellung der Reihe aufſtellen ließe, hier aber als 
Folge von 1 geſetzt ift (8. 231). 


Beifp. Man berechne das Tte Glied einer arithmetiſchen Reihe, deren 
erſtes Glied 1 und deren Differenz 3 iſt; und nehme dann umgekehrt nad) 
einander jede der drei gegebenen Zahlen als die Unbefannte an, die aus den 
beiden anderen fammt der gefundenen Zahl 19 zu berechnen ift. 

ALS zmeited Beifpiel wähle man diefelben Zahlwerthe einer andern (fallen- 
den) Reihe, in ber die Differenz alfo —3 genommen wird, und deren 7ied 
Slied mithin —17 fein wird. 





An: 





$. 440. 

Lehrſ. In jeder arithmetifhen Progreffion ift die Summe 
des erften und leßten Gliedes gleich der Summe des zweiten und 
vorlesten, des dritten und drittlegten, allgemein, gleich der Summe 
zweier Glieder, die gleich weit von den beiden Enden der Reihe 
abitehen. 

Bew. Um wie viel der eine Summand größer wird, nem- 
lih um ein Vielfaches der Differenz, um eben fo viel wird der 
andere Summand Fleiner, nemlih um das Gleichvielfache diefer 
Differenz. 

In Zeichen, wo die Reihe zweimal aufgefchrieben ift, jedoch 
fo, daß die entgegengefepten Enden unter einander ftehen: 


a, a4d, a42d, ..... t—2d, t—d t 
t, t—d, t—2d, ..... a+-2d, a4d, a 
Die Summe je zweier unter einander ftehender Glieder ift 
—= at w. 3. b. w. 
g. Al. 


Folgeſ. Die Summe aller Glieder einer arithmetifchen Pro- 
grefjion (die Summe der arithmetifchen Progreffion), 8, wird ge- 
funden, indem man die Summe des erften und legten Gliedes 
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mit der Zahl der Glieder multiplieirt und das Product durd 2 
dividirt. Denn da 
s = a-+(a+d)+(a+2d)4+ ....-(t —2d) + (t—d)-+t 
s — t+(t —d)+(t —2d)+..... 4(a+2d)+(a+d)+t3 
fo ift 23 = (a+t)n ($. 440) (dur Addition d. beiden Glchgn.) 
gs — ertn n (U u. 5): 


Anm. Einer F Anwendung willen (Abſchn. XVI) leiten wir hier 
nod einen andern Ausdrud für die Summe s und zwar aus a, d und n in 
unmittelbarer Auffaffung der Reihe ab, wiewohl derjelbe Ausdrud aus 
Ar. 1 der Tabelle (8. 445) zu entnehmen wäre, und zwar alfo: 

Jedes kte Glied der Reihe ift = a-+(k— 1)d (8.438). Demnach die 
Summe aus n folgen Gliedern = na+[1-+2+3+..... +(@—1li 


= nat im 


8. 442. 
Zuſ. Auch die vier Zahlen der arithmetifhen Progreffion 
a, t, n, s hängen fo von einander ab, daß aus je dreien derfel- 
ben die vierte folgt (8. 231), welches zu der vorftehenden Glei— 
hung II oder 5 noch die drei folgenden giebt: 


28 _ 
at’ 


ut (8. 441). 


23 2t 
7) a — zb 8) = nn,» 


6) n = 

8. 443. 
Zuſ. Da unter den fünf Größen der arithmetiſchen Progreſ⸗ 
fion a, d, n, t, s die beiden unabhängigen Gleichungen beftehen, 


Lt=a+a—)d; I 6 EEM, 


fo folgt daraus nah $. 246, daß aus je dreien derfelben bie 
beiden anderen berechnet werden können. 


Anm. Es wird demnach fo viel befondere Formen von Aufgaben 
eben, ala ſich verfchiedene Verbindungen zu 3 aus 5 bilden laffen, d. } 
Co —=:10 (fe Abfihn. XV); und da für jede diefer Verbindungen von bmi 
gegebenen Zahlen die beiden anderen zu berechnen find, fo wird bie Anzahl 
der hier möglichen Aufgaben 2. Ög = — 20 fein. 

In jeder diefer Gleichungen werden vier der fünf Größen der arithmet⸗ 
fhen Progreffion vorkommen ($. 247), von denen je drei die vierte beſtimmen 
Es wird aber fo viele verfehiedene Gleihungen unter vier Größen geben, 
als fich verfhiedene Verbindungen zu 4 au 5 bilden lafjen, d. 5. Cm =5 
(Abſchn. XV), und in jeder diefer f.g. Stammgleihungen ($. 248) wir 
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die Auflöfung von 4 verfihiedenen Aufgaben enthalten fein, fo daß auch nach diefer 

4 
Betrachtungsmweife die Zahl der hier möglichen Aufgaben 4. 000 — 20 fein 
wird. 


8. 444. 


Aufg. Die drei noch übrigen Stammgleihungen (8.443 Anm.) 
der arithmetifchen Progreffion, d. h. Gleichungen unter je 4 der 
5 Größen a, d, n, t, s abzuleiten aus den beiden Fundamental- 
(und Stamm:) Gleichungen der 88. 438—441 


.t=stnm—1)d; Is en, 


Aufl. Subftituire nah einander für je eine der drei im 
Ausdrude von s vorfommenden Größen, t, a, n, ihre Werthe 
aus I, fo kommt 


a) durh Elimination von t: 
s — (2a+(n—1d)- (II), 
P) durch Elimination von a: 


= (t—(a-1)dlS- (I), 
yY durch Glimination von n: 
t t— 
Del Ta a) m. 





8. 445. 


Zuſ. Gleihwie in den 88. 439 u. 442 die in den Stamm- 
gleichungen I und II enthaltenen Auflöfungen von 8 erften Auf 
gaben der arithmetifchen Progreffion dargeftellt find, fo laſſen fich 
ohne alle Schwierigkeit aud den Stammgleihungen III, IV, V 
die Auflöfungen der 12 übrigen Aufgaben entnehmen, wozu ed 
nur nod der Auflöfung der genannten Gleihungen aud für die 
drei anderen außer s darin vorfommenden Größen bedarf. 


Wir ftellen fämmtlihe fo ſich ergebende Auflöfungen in fol- 
gender nad den Aufgaben, d. h. nach den gefuchten Unbekannten 
geordneten Zabelle zufammen: 





Arithmetit. 


Formeln = Tafel der arithmetiihen Progreſſion. 





= (2a+a—nal2 
ee) 
s — (+) 
s — ————— 
t=a+(n—1)l 
—d+Y (d— 2a)? -+ 8ds 
—— VER 
(2, 
t 2,2% 
t—a 
n = Zr mon 





=. 


2d 





— 3-—-(t-ta) 
__ 2 (nt—s) 
n(n—1) 





PP - Pe 


a — t—(n—1)d 
s (n—1)d 
n0%2 


d+Y (d-+2t)? —8ds 


2 


2. 
n 


d—22+ d—2a + (d-2a)? -}-8ds —— —- 8ds 


_ — 
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2. Kapitel. 
Die geometrifche Progreffion. 


$. 446. 

Erfl. Eine Folge von Zahlen, von denen jede nachfolgende 
aus der vorhergehenden durch Multiplication mit einer und der- 
felben Zahl entfteht — oder in welcher der Quotient je zweier 
auf einander folgender Glieder immer gleich oder conftant  ift, 
heißt eine geometrifche Progreffion oder Reihe. 

Der conitante Quotient je zweier auf einander folgender 
Glieder der geometrifchen Progreffion, immer fo genommen, daß 
da8 folgende Glied durch das vorhergehende dividirt wird, heißt 
der Erponent der Reihe. 

Der Erponent der geometrifchen Reihe ift demnach nicht 
anders als der conftante factor, womit ein vorhergehendes Glied 
zu multipliciren ift, um das folgende zu bilden und im geringften 
nicht zu verwechfeln mit dem Erponenten einer Potenz, der ganz 
was andered bedeutet (S. 48 8.66). Bezeichnen wir diefen Erpo- 
nenten mit e und behalten im übrigen die Bezeichnungen der gleich- 
geltenden Größen der arithinetifchen Progreſſion (©. 426) bei, fo 
ift demnach die allgemeine Darftellung der geometriſchen Reihe 
die folgende: 
a, ae, aeꝰ, ae?, aet ... aeı-t, 

ft der Erponent e>1, fo heit die Reihe eine fleigende, ift 
e<Z1, eine fallende. 

Beifp. 1,2, 4, 8, 16, 32, 64... 

1, 4, 5 Fr Fr zis . 
1, —3, 9, — 27, 81, —243... 
8. 44. 

Aufg. Aus a, e und n das letzte (allgemeiner das nte) 
Stied t zu beftimmen. 

Aufl. t — aeı-1 (Tu). 

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Bildungsgeſetze der 
Reihe ($. 446), nah welchem jeded Glied diefer Neihe da Pro- 
duct aus dem erften Gliede derfelben und ‚der fovielten Potenz 
von e ift, ald Glieder nah dem erften gefolgt find, alfo da3 
nte Glied t = a. er⸗i, w. 3. b. w. 
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8. 448. 

Zuſ. Die vier Zahlen der geometriſchen Reihe a, e, n, t 
hängen fo von einander ab, daß aus je dreien derfelben die vierte 
folgt ($. 231), welches zu der vorftehenden Gleichung (I) noch die 
drei folgenden giebt: 


—— 
t t lge..t— Ig.a 
a 3) e — Fi ya=-,, + 

Beiſp. Man berehne nah $. 447 das Tte Glied einer geomettifchen 
Progreffion, deren Anfangeglied 1, deren Erponent 3 ift; und nehme dann 
umgekehrt nad) einander jede Diefer drei gegebenen Zahlen ala die Unbekannte 
an, die man aus den anderen gegebenen Zahlen und der gefundenen Zahl 729 
des Tten Glieds berechne. 

Als zweites Beifpiel wähle man diefelben Zahlenwerthe einer anderen 
Reihe, in welcher der Erponent aber gleich 4 genommen werde, und imo fi 
das Ste Glied darnach — „tz ergiebt. 


$. 449. 
Aufg. Die Summe aller Glieder einer geometrifchen Reihe 
(die Summe der geometrifhen Progrefjion) s zu beſtimmen, 
wofern a, e, t oder auch a, e, n gegeben find. 


Aufl. so 2 mut 2a) m, 








e—1 e—1 e—l1l 
Bem. s—=a+tae+tae?.......... +t 
es — ae+ae?-+ae?--...+t-+te 
es —s — s(e— 1) = te—a (durch Subtr. d. erften 
s — ea IL, 5) Glchg. von d. zweiten) 





Sept man für t den in $. 447 gefundenen Ausdrud aer-', 
fo ergiebt fih noch der Ausdrud 
aet—a ale—|) 

el e—lı 








(IT). 


Anm. Für den Fall, daß e < 1 ift, pflegt man den Ausdrud für s in 


der abgeänderten Form 

a—te a — aen a(1— en) 

1—e 1i-e 1—e 
darzuftellen, die entweder aus der vorſtehenden durch Multiplication des Zählers 
und Nenner® mit —1 abzuleiten oder auch urſprünglich dur Umkehrung de 
obigen Subtraction, es von s, darzuftellen ift. 


8. 450. 
Zuſ. In der Gleichung 
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te — a ns 
8 = —7 (II, 5) 


liegt die Auflöſung von vier Aufgaben enthalten, nämlich außer 
der für s gegebenen noch die für jede der drei anderen darin vor- 
fommenden Größen als: 


6) a = te — (e — I)s; T)t= atte—)s, . 





e 
8 — a 
8) e— — 
Ebenſo liegt in der Gleichung III außer der Auflöſung 
für rn — au, 9 


noch die Entwidelung für die drei anderen Aufgaben 


10) a — °° = us Da Iglete ta} —Iga a. 
g. © 
—1 B 

12) — 7 0 

von denen jedoch die dritte, die Gleihung 12, zur Berechnung 
von e im allgemeinen für die Elemente nicht mehr brauchbar ift, 
fondern nur für n bid höchſtens — 4 eine Auflöfung zuläßt 
(f. unten Abfehnitt XVII). 








8. 451. 


Zuf. Da unter den 5 Größen der geometrifchen Progreffion 
a, e, n, t, s die beiden unabhängigen Öleichungen t — ae”! (I) 
und s — — (II) beſtehen, fo folgt (8. 246), daß durch je 
drei derfelben die beiden andern beftimmt find. 

Es wird demnach fo viel befondere Formen von Aufgaben geben, als ſich 
verfihiedene Verbindungen zu 3 aus 5 bilden lafien, d. h. Cs) = 10 (f. unten 
Abſchn. XV), und da für jede diefer Verbindungen dreier gegebener Zahlen 
bie beiden ‚anderen zu berechnen find, fo wird die Anzahl der bier möglichen 
Aufgaben 2. Cs) = 20 fein. 

In jeder diefer Beftimmungsdgleihungen werden vier der 5 Größen der geo⸗ 
metrifhen Progreffion vortommen, von denen je drei die vierte beftimmen 
(8. 247). Es wird demnach fo viel verfchiedene Beftimmungsgleihungen geben, 
als ſich verfchiedene Berbindungen zu 4 aus 5 bilden laſſen, d. h. Ca) = 5 
(ſ. Abſchn. XV), und in jeder diefer fo zu nennenden Stammgleihungen 
($. 248) wird die Auflöfung von 4 verfchiedenen Aufgaben enthalten fein, jo daß 

Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 28 
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auch nach dieſer Betrachtung die Zahl der hier möglichen Aufgaben 4. Cs = 
fein wird. 
8. 452. 

Aufg. Die drei noch übrigen Stammgleichungen der geo- 
metrifehen Progreffion, d. h. Gleichungen unter je vier der fünf 
Größen a, e,n, 8, t abzuleiten aus den beiden Yundamental- (und 
Stamm⸗) Gleihungen 


t= a.e1()) s — ea 


u) 


Aufl. Subftituire nah einander "für je eine der drei im 
Ausdrude von 8 





te — a 

e—1 
vorfommenden Größen t, a, e ihre Werthe aus (I), fo ergeben 
fih die drei übrigen Stammgleichungen alfo: 


a) durd Elimination von t 








= a. (m, 
B) durch Elimination von a 
— t(e— 1) 
= alle ]) (IV), 
y) durh Elimination von e 
n—1 n— 1 
t — n 
B _ v: (V). 


Vt— Va 
Die Gleihung (II) war für fi ſhon oben 8. 449 ebenſo 
abgeleitet worden. 


8. 453. 


Anm. Gleichwie in den 88. 448 u. 450 die in den Stammgleihungen ' 


I, II und III liegenden 12 Auflöfungsgleihungen entwickelt find, laſſen ſich 
nun aud die 8 Übrigen in den Stammgleihungen IV und V enthalt 
Auflöfungsgleihungen darftellen, d. 5. die 6 anderen Auflöfungen derſelben 
außer für s entwideln. Jedoch ftellen wir lieber die fämmtliden 20 Auf 
löfungen, nad) einem anderen Geſichtspunkte, dem der Aufgaben, geordnet, R 
folgender Tabelle zufammen und deuten die Ableitung der oben nod nicht mb 
widelten in der folgenden Anmerkung an. 


| 
| 
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Formeln⸗Tafel der geometriſchen Progreffion. 





n 1 1 








lg.!a —1)st —. le. 
n— Blete—ne}—iga 10 
lg. e " 
lg. t — Ig. a 
— SE BE 11 
n lg. (6-a) — lg. (s—t) +1 
18.t—1g. {ft — (e— 1) s} 
— TI 12 
a lg. e +1 
n-] 
e = s 13 
a 
en — 1 8 
— — 14 
e—1i1 & 0 
s — a 
= 15 
e s — t 
en — 1 8 a—1 — 16 
ge *0 
— t 
a —8 
_s(e—1) 
a a1 


a — et—s(e—1) 


(9° Ho"-}- 





® = 2.,3 u 5 
2 LL2 Li — — — — 
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Anm. 1. Ciner befonderen Aufmerkfamfeit bedürfen nur die Ableitungen 
der Formeln Nr. 11 und 12 für n aus V und IV. 








ai gi 
)ı= —— (V) 
ga—1_ —— 
—— — an A — 
al _ a al _gnl gel _ a, a0 
A. I 
g—t) s—a)a! 
et — 
g.6—)+-_— = 1 + 1 
lg.t—lg.a = (a—1){1g. (— 2) —1g.(«—t)} 
t(e” Zi 
)s— — 99 


el ( — 1) = te —t — el 
eilt —s (e—1)} —t 
n—1)g.e+1g.{e 5 (e—1)} = 1g.t x.... 
Anm. 2. Die vorftehenden Formeln enthalten vier die Grenzen der Gier 
mentars Mathematit überfchreitende Aufgaben, nemlich für die Fälle, wo 
gegeben ift: geſucht wird: 
n, 8 e 
und a oder t, und t oder a, 
alfo zwei unlöslihe Aufgaben für e, eine für a und eine für t. 
Die beiden fraglichen Öleihungen für e find 


"—1 58 
2_177 —=0 (Rt. 14 aus III) 
n 
— 1 _ 
und — ne 10 (Nr. 16 aus IV) 


wo man fid) vorzufehen hat, die Gleihungen nicht durch Wegſchaffung des 
Nennerd e—1, d. h. durd) Multiplication mit e— 1 aus Gleihungen vom 
(n— 1)ten ®rade, die fie find (S. 97. 52), in Gleihungen vom nten Grad 
zu verwandeln, wo fie in den Formen 











und et — - _ eriı 


die Wurzel e = 1 neu zugefügt erhalten haben würden. (vgl. ©. 351. $. 384). « 
Die fraglihen Sleihungen für t und a, wie fie fich beide aus V er 
geben, und unter Nr. 7 und 20 der Tabelle ftehen, find: 
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WE u WM-_._, 


—A — n- t 


Vi-ı V+-i 
bei deren Entwidlung aus (V) man beögleichen ‚fd „vorzufehen hat, dieſe 


Sleihung nicht durch Wegfchaffung des Nenners Vı- Va d. 5. durch Mul⸗ 
tiplication mit diefem Factor aus einer Sleihung vom (n— 1)ten Grade, 
die fie für a und t ift, in eine Gleihung vom nten Grade umzumandeln, mo 


fie in der Form 
1 1 


et —an, (.—:) = 0 
die Wurzel t — a neu zugefügt erhalten haben würde (f. Hei in Grunert's 
Archiv. Bd. 6. S. 105). 


3. Kapitel.“ 
Erweiterung der Lehre von den Reihen. 


A. Onterpoſation der Reihen. 


8. 454. 

Erkl. Eine Reihe interpoliren heißt zwiſchen je zwei auf einander 
folgenden Gliedern diefer Reihe andere Glieder fo einfhalten, daß dieſe einges 
fhalteten fammt jenen beiden Gliedern, wie ihrem Anfangs⸗ und Endgliede, 
eine neue Reihe nah Art der urfprünglihen (Haupt) Reihe bilden; 
alfo, in Anwendung auf die arithmetifche und geometrifche Progreffion, dort 
eine Reihe mit conftanter Differenz, bier mit conftantem Quotienten. 

Folgeſ. Bezeichnen mir allgemein zwei auf einander folgende Glieder 
einer arithmetifchen und einer geometrifchen Progreffion mit k und beziehungd- 
mweife mit k-+d und ke, die Anzahl der eingefchalteten Glieder mit x, ihre 
conftanten Differenzen oder Erponenten mit d und e, fo haben demnad die 
interpolirten Reihen die Geftalt: 





K,k+8, k+28, ..... k+r, k+(r+1)d = k+d 
Kk.., ki, ..... ker, keti = ke, 
d r+1 
und es ift demnach = ap = Ve. 


Beiſp. 1. Man ſchalte zwiſchen den Gliedern 3 und 4 der arithmetiſchen 
Reihe der natürlichen Zahlen 5 Glieder nach dem Gefehe einer arithmetiſchen 
Reihe ein. 

ö—=4 


3, 34, 33, 3%, 34, 35, 4 
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Beifp. 2. Man interpolire die geometrifhe Reihe 1, 8, 64, 512, ... 
fo daß zwiſchen je zwei Gliedern zwei neue Glieder eingefchaltet werden, die 
unter fihb und mit den Glicdern der Hauptreihe eine neue geometrifche Reihe 


bilden. , 
e— Vs — 2 


1, 2, 4, 8, ı6, 32, 64, 128, 256, 512, ... 


8. 455. 


Erkl. Man nennt Reihen, zwifchen deren zwei auf einander folgenden 
Bliedern r Glieder nad) dem Gefege diefer Reihen (8. 454) eingefchaltet find 
„nah (r-+1) interpolirt-. (Erfi (r +1) Glieder füllen das Intervall 
der Glieder der Hauptreihe.) 

Zuf. Das allgemeine Schema einer nad) (r+-1) interpolirten Reihe, d. h. 
einer Reihe mit je x eingefchalteten Gliedern ift demnach 

1) für die arithmetifche (Haupt-) Reihe mif der Differenz d: 


a, ta + ... + „... 8 dal)... 
at Dat kl), ... — —a+ (10); 











r+1 
2) für die geometrifhe (Haupte) Reihe mit dem Eyponenten e: 
08 k +1 
a, aet!, act! ... art! ... at! Re)... 
+ y 
+1 (— gek), —8* IH aen-1, 


Die Differenz; & und der Grponent ze einer nad (+ 1) interpolirten 
(Haupt=) Reihe mit der Differenz d und dem Sporen e, find wie oben: _ 


._ 0.4 r+1 
rt’ e = — Ve. 

Anm. Eine foldhe Interpolation wendet das Gefeh der (Haupt) Reife 
auf beliebige Stellen des von ihr umfaßten Zahlengebietö an, indem aud noch 
in der interpolirten Reihe die Differenz oder der Erponent irgend ziveier um 
das Intervall der Hauptreihe von einander liegender Glieder gleich d, rein e 
iſt. Mit wachſendem x treten ihre Glieder zum Ausdrude einer mehr und mehr 
der Stetigkeit ſich nähernden Reihe zufammen, die dadurch geeignet if, dit 
Größe der Blieder der Hauptreihe für jede Verſchiebung diefer Reihe darzuſtellen 
(vgl. unten $. 459). 





8. 456. 


Ertl. Schaltet man zwiſchen zwei auf einander folgenden Gliedern eintt 
Reihe nur erft ein Glied nad) dem Geſetze diefer Reihe ein ($. 454); darauf 
zwiſchen diefem und dem einen Gliede der urfprünglichen Reihe wieder nur ein 
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Glied; darauf zwifchen dieſem und demfelben Gliede der urfprünglichen Reihe 
wieder nur ein Glied; und fo fort immer nur ein Glied zwifchen dem vorher 
eingefchalteten und dem einen Gliede der urjprünglichen Reihe: fo nennt man 
diefe befondere Art der Einfchaltung oder Ssnterpolation eine ftetige oder eine 
ftetig wiederholte Einfchaltung, und zwar eine rmalige, wenn man rmal 
hinter einander nad diefer Weiſe ein Glied eingefchaltet bat. 


8. 457. 

Anfg. Die Differenz 5 der rmaligen ftetigen Ginfhaltung zwiſchen den 
Sliedern einer arithmetifchen Progreffion mit der Differenz d zu beſtimmen; 
fowie auch die Anzahl der Glieder v, die mit diefer Differenz 5 zwifchen zwei 
Gliedern der Hauptreihe einzufcalten find. 

Aufl. = (Ied; ve 2r—1. 

Bew. Nah $. 454 ift die Differenz der erften Einſchaltung —=}d=d; 
die Differenz der zweiten Einfhaltung = 4d’ = L.4d = d“; die Differen? 
der dritten Einfhaltung = +d“ = 4.4.4d, ..., und darnad die Differenz 
der rien Einfhaltung — $.4.%. de (Hr.d, w. z. b. m. 

Die Anzahl der einzufchaltenden Glieder ergiebt fi dann leicht alfo: Der 
Unterfchied zmeier auf einander folgender Glieder der urfprünglihen Reihe ift 
gleich d; fo oft darin enthaften ift die neue Differenz 5 = * (offenbar 
2rmal), fo oft haben wir ein Glied der neuen Reihe einzuſchalten, um mit 
dem lebten zugleich das nachfolgende Glied der urfprünglichen Reihe zu erreis 
hen. Die Zahl der eingefchalteten Glieder, d. h. aller außer dem lebten, ift 
demnadh = 2" — 1; kurz in Zeichen: 


d 
dm =v+l; vor—ı, w. z. b. w. 

Anm. Der zweite Theil der vorigen Aufgabe iſt nur eine Modification der 
Aufgabe $. 445 Nr. 9, in welcher — k, —kK-èô, IL, n aber = v—+2 
zu fegen ift, infofern in n das Anfangs⸗ und Endglied mitgezählt ift (vgl. $. 458). 

Beiſp. Bei fünfmaliger ftetiger Einfhaltung zwiſchen den Gliedern der 
arithmetifchen Progreffion unferer natürlichen Zahlenreihe erhalten wir die Ein- 
ſchaltungsdifferenz (4)? — 97; und ald Anzahl der einzufchaltenden Glieder 
25 —1 = 31. Die Reihe würde 3. 2. zwiſchen 3 und 4 fein: 


3, I, Br Ihr ..... 334, 4. 


| 8. 458. 
Anfg. Den Erponent e einer rmaligen ftetigen Einfchaltung zwiſchen den 
Gliedern einer geometriſchen Reihe mit dem Erponenten e zu beſtimmen; ſowie 
die Anzahl der Glieder v, die mit dieſem Erponenten zwiſchen zwei Gliedern 
der Hauptreihe ainzuſchalten find. 


Aufl. = Veen v=d—1. 
Bew. Indem man die beiden auf einander folgenden Glieder der urs 
fprünglidhen Reihe, k und ke, als erfted und letztes Glied der neuen geometri⸗ 
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fhen Reihe anfieht (8. 454), und für ben vorliegenden Fall der Einhaltung 
nur erft eines Gliedes die Zahl ber Glieder dieſer Reihe S 3 feht, erhält 
man nah ©. 435 Rr. 13 den Erponenten e’ diejer neuen Reihe durch 
oe’ — Ve 
und ald Glieder diefer Reihe k, ke‘, ke. 
MWendet man nun diefelbe Betrachtung auf k und ke’ an, fo erhält man 
wieder für die zweite Einfchaltung 


_ 2? 
oe" — V* = V Ye = Ve. 
Ebenſo findet man für die zum dritten Male vorgenommene Cinfhaltung (für 
eine dreimalige fletige Einſchaltung) den Erponenten 


— V 2? g? 
, oe" — Ve" — V. — Ye 
und fo weiter den Erponenten für jede neue Ginfhaltung durch die Quadrat: 
*murzel aus dem Grponenten der vorhergehenden; alfo den GErponenten der 
rmal wiederholten ftetigen Interpolation durch r malige Wiederholung der Qua- 
dratwurzelausziehung aus dem urſprünglichen Erponenten e, d. h. 
1 


gE — 
* 
e=ye=e, w. 3. b. m. 
indem man nun k als erſtes, ko als letztes Glied einer geometriſchen 


Reihe anfieht, deren Erponent e — e(#) ift, ergiebt fi die Zahl der Glieder 
diefer Reihe nad) ©. 485 Nr. 9 durd) 





18. ke — Ig. x 
=, + 
_ IBkHig.e —Igk,, 
— lg.e 
27.1g. r 
=. t1=rHı. 


Demnach ift die Zahl der eingefchalteten Glieder, d. h. die Zahl der 

lieder der vorigen Reihe, mit Ausfhluß des Anfangs⸗ und Endgliedes, 
v-.f'—1, w. 3. b. mw. 

Anm. Durd eine urjprünglicde Betrachtung ließ fich diefe Zahl der ein 
gefhalteten Glieder unmittelbarer alfo beflimmen: Die erfte Einichaltumg 
bildet 1 Glied, die zweite zweimal 1 Glied, weil durch die erfte Einfhaltung 
zwei Einfhhaltungsgebiete wie das urfprüngliche gebildet find; ebenfo giebt jede 
folgende Einfhaltung zweimal fo viel eingefchaltete Glieder, als die vorher 
gehende gab; die Summe aller fo durch rmalige Einhaltung gebildeten Glie 
der, d. b. die Summe der geometrifhen Reihe 1, 2, 22, 23, ... 21 »E 
(S. 435. N. 2) 2"—1 bildet die Summe der eingefchalteten Glieder. 

Beifp. Bei zmweimaliger ftetiger Einfhaltung zwifchen den Gliedern de 
geometriſchen Progreffion 1, 16, 256, 4096, ... erhält man nach einande 
die Reihen: 

durch die erfte Einfchaltung: 

1, a, 16, e4, 256, 1024, 40%, ...; 
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durch die zweite Einfchaltung: 
1, 2, 4, 8, 16, s2, 64, ı28, 256, sı2, 1024, 2048, 4096, ... 
und die Zahl der eingefchalteten Glieder 
v-—1 
bei einmaliger Einfhaltung, d. h. für r = 1: 
v=2!—1=1; 
bei zweimaliger Einfchaltung, d. h. für r = 2: 
v=2?—-1=3 
x. 


B. Arithmetiſche und geometrifche Heiden mit gebrochener gliederzahl. 


$. 459. 
Lehrf. Die Formeln des allgemeinen Glieded der arithmetifchen und geo- 
metrifchen Progreffion 
1) t=a+4m—1)d; 2) t = ae! ($$. 438, 447) 


enthalten für ein gebrochene® n, für n = + in den Formen 
t = + ("+ —1)d; t= ae +1 


die Ausdrüde für Glieder der nah q interpolirten Hauptreihen 
(8. 453), und zwar für das pie interpolirte Glied, welches nach dem n’ten 
Gliede der Hauptreihe folgt. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Darftellung der fraglichen Reihen 
in 8. 455, wonach 

erftend das t der arithmetifchen Reihe: 


t= a+ (m + —1)d 


= at Dd+ nd 
das pte Glied der nach q interpolirten Reihe nach dem n’ten Gliede der Haupt: 


reihe ift; 
ebenfo zweitens das t der geometrifchen Reihe: 
‚LP _ı , Pr 
t= — — get 1.oı 


das pte Glied der nad) q interpolirten Reihe nad) dem n’ten Gliede der Haupt: 
reihe ift. | 

Anm. Die Formeln von t enthalten demnad die Ausdrüde ganzer, 
nur von Anfangspunften ab, wie fie durd) Interpolation gemäß 2 beftimmt 
find, voll gezählter Glieder; fie übertragen das Bildungsgefeh der Reihe aud) 
in die Zwifchenräume zweier auf einander folgender Glieder der Hauptreihe 
und beftimmen den Werth von Gliedern einer Reihe, die dem Geſetze der 
Hauptreibe folgt, aber von einem beliebig anders gewählten Anfangspuntte 
diefer Reihe ausgeht (vgl. $. 455 Anm.). 

Beifp. 1 (über die arithmerifhe Progreffion.) Gin fallender Körper 
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(Atwood'ſche Maſchine) lege in gleihförmig beſchleunigter Bewegung in der 
erften Eerunde 10, in der zweiten 30, in der dritten 50 und fo in jeder fol- 
genden Secunde 20 Fuß mehr zurüd als in der vorhergehenden Secunde. Wie 
viel Fuß (t) legt diefer Körper in der nten Secunde zurüd? 

Antw. t — a-+(n—1)d = 10-+(n— 1) 20. 

Sürn=1,2, 3, ... findet man die Fallräume der einzelnen, 
von der erften Eecunde an gezählten ganzen Secunden; fürn =}, 1}, 2% 
32, ... findet man ebenfo Die Fallräume der einzelnen, von zmifchen- 
liegenden Zeitpunkten an gezählten ganzen Eecunden, und zwar die Räume, 
welche der Körper in einer Secunde zurüdlegt, wenn er nad) dem obigen, 
auch auf die zmifchenliegenden Zeiten angewandten Geſetze fällt: 

von 4 Sec. vor der Ausgangszeit der Hauptreihe bis 2 Sec. nad ihr, 


„5% „ in der Beitzäblung " „12 „ in " 
” 12 ” “ [3 “ ” r⸗ — 22 [2 ” —4 
[4 23 Lid ” [4 ” „ ” ”n 3} LG [2 „ %, 


furz den Fallraum in der legten Secunde, die mit der für n angenommenen 
Secundenzahl abläuft oder endet. Die formel für t ermeitert, wenn man 
nad ihr die Bildung der Ölieder vornimmt, die urfprüngliche Reihe in die neue 


10 30 50 70 

—5.0.5 15. 20. 25 35. 40. 45 55. 60. 65 75.80.85 
indem fie den gegebenen Unterfehied d — 20 für das Intervall einer Eecunde 
fefthaltend, ihn nun aber ebenfogut durch 25—5, 45 — 25, 65—45 ı. ... 
ausdrückt, ale ihn die Hauptreihe nur durch 30— 10, 50-—30, 70 —50 x. 
ausdrüdte. 

MWenn die eine Yallzeit um 1 Secunde über die andere Fallzeit hinausreicht, 
fo ift der Unterfchied der Fallräume = 20. Die Formel enthält aber die fer- 
nere Erweiterung: Wenn.die eine Fallzeit um 4 Secunde über die andere 


hinausreiht, fo ift diefer Unterfhied — = 5. Demgemäß bildet fie die Fall: 


räume der einzelnen Secunden (niht Biertel-Secumden, f. unten) 
fo, daß jenes Geſetz, meldhes für jede Stelle der in Wahrheit fletigen 
Zeit gilt, für Intervalle von 4 Secunde den angemefjenen Ausdruck findet. Die 
Zahl 15 ift der Falltaum einer ganzen Secunde, die von } Sec. bis 
14 Sec. geht; die Zahl 20 der Fallraum einer ganzen Secunde, die von 
2 Sec. bis 12 Sec. reiht x. | 

Beifp. 2. (über die geometrifche Progrefjion.) Der Preis eines Dia- 
manten fei alſo beftimmt, daß das erfte Karat deöfelben a — 20, und jedes 


folgende dad e — 2fache des vorhergehenden koften fol. Was koftet das legte 


Karat, wenn der Diamant n — 10% Karat wiegt? 
Antw. t = act! 

giebt für n — 104 den Preid des ganzen lebten Karate, welches aus 4 des 

10ten und } des 1iten Karat gebildet wird; denn die nach 4 interpolirte Reihe 

0; 40; -80.....10240; 

23,78; 28, 28; 83,64, 47,86; ..... 12177,48; 

14481,55; 17221,56 

giebt 3.8. in 23,78 und 47,56 noch ebenjo 2 ald das Berhältniß zweier auf ein- 
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ander folgender Karate, mie in den Zahlen 20 und 40; nun aber nicht Die 
Preiſe eines erften und zweiten Karate, fondern zweier Karate, welche die lebten 
find von 14 und 24 Karat, fo zu fagen des 14ten und 2}ten Slarate. . 


8. 460. 
Anfo. Das erfte Glied a und die Differenz 5 einer arithinetifhen Reihe 
zu finden, deren je q Glieder zufammengenommen einem entfprechenden Gliede 
der (Haupts) Reihe mit dem Anfangögliede a und der Differenz d gleich find. 


Aufl. 8 5 (); a — and (II). 





2g? 
Bew. atla +5) a2) ..... tat(g—1) =a (1) 
atqdöta-t(g+t)8 rat (+2) + . .. . ta+@—-d=ard (2 
qò - 45 d -. .... 43 = d, indem man (1) von 
48. 4 =qg?d —=d (2) fubtrahirt. 
= * (I). 


Dies in GL. (1), wonach ga + AU, — a (8.441. Anm.) 
— 2a —q(q—1)d 
— —— 
ſubſtituirt, giebt 
a ia DE (ıT). 


Beifp. Ein Körper fallt in gleichförmig befchleunigter Bervegung die 
erfte Secunde 15% Fuß und in jeder folgenden Eecunde 314 Fuß mehr. Wie 
tief fallt er in der erften Biertels Secunde, wie viel in jeder folgenden Biertel- 
Seeunde mehr? 

Antw. Er fällt 148 Fuß in der erften Diertel-Secunde und 184 Fuß in 
jeder folgenden mehr. 

8. 461. 

Anfg. Das eıfte Glied a und den Erponenten e einer geometrifchen Reihe 
zu finden, deren je q Glieder zufammengenommen einem entfprechenden Gliede 
der (Haupts) Reihe mit dem Anfangögliede a und dem Erponenten e gleich find. 





Lt 
Aufl. e=e! MD; a = 1 (II). 
Dem. atae-+ae?+..... tat! —a () 
altadlt! Lat? L..... +ae21-1 — ge (2) 


Multipliciren wir die Gleichung (1) mit eg, fo erhalten wir die Gleihung (2) 
alfo a. = ae 
1 
e=e' (I). 
Dies in den Ausdrud für a, wie wir ihn nad) ©. 435 Nr. 18 aus der Glei⸗ 
hung (1) finden, nemlich in 








aa e— 1 
— 
ſubſtituirt, giebt 
— 
a— —— (M) 


Beify. Ein Diamant wird fo verfauft, daß das erfte Karat desſelben 
20 .P, jedes folgende Karat doppelt fo viel als das vorhergehende koſten joll. 
Wie viel würde, bei Anwendung diefer Preisfleigerung auch auf Biertel-Karate, 
das erfte Biertel des erſten Karats foften, in welchem Berhältniß würde jedes 
folgende Biertel mehr foften als das vorhergehende Biertel? 


4 
Antw. 3,78.P;e= YV?2 = 1,189. 


Anm. Die Auflöfung der beiden vorigen Aufgaben würde und in jedem 
Falle in den Stand fehen, die Summen arithinetifcher und geometrifcher Reihen 
mit gebrocdhener Gtiederzahl zu finden, beifpieläweife den Fallraum von 103 Se⸗ 
cunden, den Preid ded Diamanten von 103 Karat, unter der Vorausſetzung 
nemlich, daß ein für das Intervall ganzer Zahlen (Secunden, Karate), gege 
bened Geſetz der Beränderlichkeit einer Reihe von Zahlen (Fallräume, Preife) 
auch auf die Meineren Intervalle zwifchenliegender Brüche (Biertel), ausgedehnt 
werde; einer Borausfepung, die in einigen Füllen gleich mit der Aufgabe felbft 
gegeben ift, wie in dem Beiſp. $. 460 durch den Begriff der gleichförmig be 
fhleunigten Bewegung, in anderen Fallen aber die nächftliegende und natür⸗ 
Iichfte ift in confequenter Durdführung des gegebenen Geſetzes, wie in dem 
Beiſp. dieſes $._ Jedoch giebt unter denfelben Borausfegungen auch die uns 
veränderte Anwendung der Summenformel für eine ge: 
brohene Bliederzahl ohne weiteres die fraglihe Summe, wie folgender 
Lehrfap beweist. 


$. 462. 


Lehrſ. Die Summenformeln der arithm. und geom. Progreffion 
n 
1. s = fa+@-1a}5; 2.8 = — (58. 444, 449) 





find für ein gebrochenes n, für n = an in ben Formen 


P p 
n' + — n"+ — 
N p q . — © q—1 
s — — +24; u = a. —— 
die Ausdrüde für Summen von Reihen, deren Gliederzahl v = n’q-+-p, dern 
q 
Differenz 5 = 3. reſp. Erponent e = V® ift und deren erfle Glieder a fo 
befchaffen find, dag die Summe der q erften Glieder diefer Reihen mit der ge 
q 

dachten Differenz a3 refp. dem Erponenten Vo agleich dem erſten Gliede a if 
(und damit die Summe von je q Gliedern gleich einem entſprechenden Gliede 
- der fraglichen (Haupt) Reihen), d. b. fo beſchaffen, daß 


für die arithmetifche Reife « — 2a — qö(gq—1) 


2 (8. 460), 
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für die geometriſche Reihe a = a. = (8. 461) 
& 
ift. 
Beweis: 1) für die arithmetifche Reihe: 
4 
ar q 





— (22+ (a’+ T —1) 1 ($. 444. III) 


_ fand q) — heen 
= + wer) 


Sept man nun, durch die Analogie der Summenformel der ariihmetifhen 
Progreifion beftimmt, nga-+-p = v und 73 — 8, fo erhält man 


Um dieſen Ausdruck ganz auf die Summenform einer arithmetiſchen Reihe 
($. 444. III) zu bringen, ſetze man dafür 


s ⸗ ————— 
woraus, wegen =+6— g)dE = Aa -+(v— 1)8 folgt 
a — [ata-nald 








__ 2a —qgö(g—1) 
oder a= 2q ’ w. 3. b. w 
Beweis: 2) für die geometrifche Reihe: 
2 n’a+p 
an — _,"-t 
el I e—l — 1 
wofern man e! — Ve = eg um ngtp: = v feßt. 


Um diefen Ausdrud für 8 ganz auf die Summenform einer geometrifchen 
(8- 449. III) Reihe zu bringen, ſetze man 











ev —1 ev —1 
s — a.* = x. — , 
121 .—1 
woraus folgt 
© —1 e—1 
= 4 oder a =... 
— 1 © —1 w. z. b. w. 


Anm. Eine weitere Ausführung der Fragen über gebrochene Exponenten, 
die zugleich die Analyſe dieſes 8. 462 enthält, ſ. in des Verfaſſers Abhand⸗ 
fung in Grunert's Archiv Bd. 35 S. 136. Auch die Einführung negativer 
Werthe für n bietet den Stoff lehrreiher Betrachtungen, die hier jedoch zu 
übergehen find. 
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C. Anendliche geometriſche Reihen. Convergirende und divergirende 
Reihen. 


8. 463. 

Erkl. Eine Reihe heißt eine unendliche Reihe, wenn die Anzahl ihrer 
Glieder unendlich groß ($. 103) gedacht werden foll. 

Wenn fi) die Summe einer folhen Reihe mit Bermehrung der Gliederzahl 
immer mehr und mehr und fo nahe ald man will einer beflimmten Grenze 
nähert, die fie jedoch niemals erreichen nod) überfchreiten kann, fo groß man 
auch die Anzahl der Blieder wählt, fo nennt man die Neihe eine conver: 
girende oder eine fummirbare, und jene Grenze felbit die Summe ber 
felden. Im andern Falle, wo fi die Summe nicht einer beftimmten Grenze 
nähert, heißt die Reihe eine Divergirende. 


| 8. 464. 

Lehrſ. Die Glieder einer fallenden geometrifchen Reihe merden mit der 
Anzahl der Blieder immer Bleiner; kleiner als jede noch fo kleine angebbare 
Größe 8. 

Annahme a, das erfte Glied einer geometrifhen Reihe, eine endliche 
Zahl ($. 103); e, ihr Erponent ein echter Bruch; n, die Zahl ihrer Glieder bes 
liebig groß zu wählen. 

Satz. t — geiz, 

Der Bem. ift in $. 323 enthalten. 


8. 465. 
Lehrſ. Die Summe einer fallenden geometrifhen Reihe nähert fi mit 


Vermehrung der Bliederzahl der beftimmten Zahl er als Grenze, hinter 
der fie nicht um eine noch fo kleine angebbare Zahl & zurückbleibt, wofern man 


nur n groß genug wählt. 











a — ae" a ae” 
Bew. 8 — 1_e ($. 449 Anm.) == 1_e I-e 
ge” 
1, (8. 323) 
a 
52 7-6 w. z. b. w. 


Folgeſ. Die Summe einer unendlichen fallenden geometriſchen Reihe 
‘ ® & 
if glei ——, 
a 
1—e' 


—d, d. h. größer ald alles, was Heiner 





s — 
a 
1—e 





Denn die Summe ift größer ald 
iſt als ——. 
it a 1 

Beifp. Die Summe der unendlichen Reihe 1, „I, rin, «++ iſt 
glei 14. 
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8. 466. 
Zuſ. Aus 1 . 2 folgen die beiden anderen Auflöfungen für a und e, 


nach denen jede Zahl s ald Summe einer unendlichen geometrifihen Reihe dar» 
geftelt werden fann, jo daß man im erften alle zu dem gegebenen (Bruch⸗) 
Erponenten das erfte Glied, im zweiten Falle zu dem gegebenen erſten Gliede 


den Erponenten der Reihe finden fann. Es iſt nemlich 
s— 








a—=s(l—e); e= 


D. Die harmonifche Reihe. 


8. 467. 
Erkl. Eine Folge von Brüchen, deren Zähler gleich find, deren Nenner 
aber eine arithmetifche Progreffion bilden, heißt eine harmoniſche Reihe. 
Das allgemeine Schema einer folchen Reihe ift demnach 
b b 


b b 
a’atd’ ara’ a+(m—1)d' 
Die einfachſte Harmonifhe Reihe ift 
Par RE RE ER 4, 


und eben diefe Reihe hat den Reihen der gedachten Art überhaupt den Namen 
gegeben, weil ihre erften Glieder die Ausdrüde der Seitenlängen ber ſ. g. hat» 
monifchen oder confonirenden Töne find (Phyfit). 


$. 468. 

Lehrſ. Für je drei auf einander folgende Glieder einer harmonifchen Reihe 
verhält fid) die Differenz des erften und zweiten Gliedes zu der Differenz des 
zweiten und dritten, wie das erjte Glied zum dritten. 

Bew. Drei auf einander folgende Ölieder einer harmonifchen Reihe haben 
allgemein die Form 

b b b 
atnd’ a+(n+1)d’ a+(n+2)d’ 
wir mollen fie mit a, ß, y bezeichnen. 

== — 
and Be rrdptetng 


b 
ata+1)d — = ran +a+2)d} 


ED Span arg et 


w. z. b. w. 
5 469. 

Erkl. Wenn drei Zahlen a, b, c die im vorhergehenden Lehrfage über 
drei auf einander folgende Glieder der harmonifchen Reihe bewieſene Beziehung: 
zu einander haben, d. H. wenn (a—b):(b— c) = a:c ift, fo fagt man, die 
drei Zahlen bilden eine ſtetige hbarmonifhe Proportion, und nennt 
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b die mittlere harmoniſche Proportionale oder das harmoniſche Mittel zwiſchen 
a und c; c aber bie dritte harmoniſche Proportionale zu a und b. Allge 
meiner fagt man, vier Zahlen a, b, c, d ftehen in harmoniſcher Proportion, 
wenn a—b:c—d = a:d ill. 

Anm. Nicht umgekehrt find die Zahlen einer harmonischen Proportion 
ale ſolche Glieder einer harmonischen Reihe. 


8. 470. 
Anfg. Die dritte harmonifhe Proportionale zu a und b zu finden. 
Aufl. Aug a—b:b— x = a:x ($. 469) 





ab 
2a —b' 
8. 471. 


Anfg. Das Harmonifhe Mittel zwifhen a und b zu finden. 
Aufl. Aus a—x:x—b = a:b ($. 469) 


folgt x = 





2ab 
folgt x = atb 
$. 472. 


Lehrſ. Das geometrifhe Mittel zwifchen zwei Zahlen ift zugleich dad 
geometrifche Mittel zwifchen dem arithmetifhen und harmoniſchen Mittel diefer 


Zahlen. p p 
a — 24 
Satz. Vab = Va: 
Der Beweis folgt (S. 273) aus der Gleichheit der Producte: 
— _a+b 2b 
Vab. Vab = ab = > ach (— ab). 

Anm. Eine fhöne geometrifhe Darftellung der drei Mittel mie des eben 
bewieſenen Satzes an Linien eines und desfelben Kreiſes |. Geom. Abſchn. XII. 

Bemert. Die unendlihe barmonifche Reihe +, $, $, -. .. bietet ein 
intereffantes, faft überrafchendes Beifpiel einer Divergenten Reihe dar, in 
welcher gleichwohl die folgenden Glieder kleinere echte Brüche werden und mit 
Bermehrung der Sliederzahl felbft beliebig lein werden können. Weil ſich bier 
fo befonder® Ichrreich und: leicht die Unerfchöpflichkeit des Unendlichgroßen offen- 
bart, fo fchließen wir den Beweis des fraglihen Sapes in folgender Form an: 


&. 473. 
Lehrſ. In der unendlichen harmonifchen Reihe 1,4, 4, 4}, ---.- 4 iſt 
die Summe einer Gruppe von ©liedern, deren erfted Glied mit ans 
fängt und die bis zum Gliede orFi fortgeht, größer als 4. 


Bew. Die Anzahl der Blieder einer folden Gruppe 


4 i + 1 1 

— 5 ..... Tr ..... St 
ift offenbar, da ihr letztes Glied das 2” + te Glied der ganzen Reihe ift und vor 
ihrem erfien 2" Glieder vorhergegangen find, gleih FT! — 22 —1)=?". 














r 
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Nun ift jedes der vorhergehenden Glieder offenbar größer als das letzte 
1 uw» ⸗ 1 r 
shi’ mithin ihre Summe > rt? ‚» 5b >}, bw 


Folgeſ. In der unendlihen harmonifchen Reihe 1, 4, $, ..... — laffen 
ih, vom dritten Gliede an, beliebig viele Gruppen von Bliedern bilden, deren 
Summe jedeömal größer ale 4 iſt. Es giebt alfo keine endlihe Zahl, der fi 
die Summe der Reihe ala ihrer Grenze nähert; vielmehr kann diefe Summe durch 
beliebig viele Gruppen um ein beliebig Vielfaches von 4 größer und größer, 
kurz beliebig groß gemacht werden. Die Reihe ift alfo divergent ($. 463). 





8. 474. 
Webungsbeijpiele über die Progreſſionen. 
L Ueber die arithmetifche Progreffion. 


1. Zu Beifpielen aller Art mag man folgende zufammengehörige Zahlen 





NB. NRimmt man d und s 
als gegeben an, und außer ihnen 
noch a oder t, fo werden ſich für 
n, und refp. t oder a im allge 
meinen zwei Werthe ergeben, ale: 


Helmes, Glementar-Mathematil, I 29 
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2. Bon 52 Stimmgabeln macht jede folgende in der Secunde 4 Schwin⸗ 
gungen mehr ald die vorhergehende (4 Stöße), und die legte (die Octav) dop⸗ 
pelt fo viel als die erfte. Wie viel Schwingungen macht die erfte? Antw. 204. 

3. Die Reparaturkoften einer Brüde werden für den 30jährigen Zeitraum 
ihrer Dauer zu 30 4 veranſchlagt, und zwar fo, daß für das erfte Jahr nah 
dem Neubau gar nichts, für jedes andere Jahr aber immer gleichviel mehr als 
für das vorhergehende gerechnet wird. Wie viel betragen die Reparaturkoften 
eine® Jahres mehr als die des vorhergehenden? tie viel die Reparaturkoften 
des lepten Sahıes? Antw. .P, 2 P. 


4. Ein Diener erhält von feinem Herrn in jedem folgenden Jahre 
d — 2,$ mehr ald in dem vorhergehenden und hatte fo mit Ablauf des leh- 
ten Sahres, in welchem fein Lohn t — 29 „B betrug, bis dahin im Ganzen 
s — 125.9 erhalten. Wie viel Jahre (n) war er bei dem Hetrn im Dienfte 
geweſen, und wie viel Thaler (a) erhielt er das erfte Jahr? Antw. Gr war 
5 Jahr bei dem Herrn im Dienfte geweſen und hatte das erfte Jahr 214 erhalten. 

Eine zweite Auflöfung giebt 25 Jahre für den Aufenthalt bei dem Herrn; 
für diefen Fall hätte er aber das erfte Jahr 19 .B (etwa als Unterhaltungs: 
foften) bezahlen müffen, jedes folgende Jahr dann im Sinne der Aufgabe 
natürlih 2.P weniger, bis er fo erft im elften Jahre zur erften Einnahme von 
1.8 gekommen wäre (vgl. 1. 16). 

5. Wie groß ift die Summe aller Zahlen, die ‚man zählt von 1 bien 
und zurüd bis 1° Antw. n?. 

6. Borftehende Summe ift um n feiner ald die doppelte Summe aller 
Zahlen von 1 bis n. Dies Refultat einer unmittelbaren Borftelung der Sache 
ift zu beftätigen durd) die allgemeine Formel. (n? = (1-n)n—.n.) 

7. Das erfte Glied einer Reihe fei = a, die Differenz — —d, daß letzte 
Slid — —a. Wie groß ift die Zahl der Glieder diefer Reihe? 

Antw. n= en . 





8. Ein Giebeldach enthält in jeder folgenden Reihe 2 Ziegel mehr ale 
in der vorhergehenden, in der legten Reihe 17 und im ganzen 81. Wie viel 
Ziegel liegen in der oberfien Reihe? Antw. 1. 

9. Wie viel Schläge thut eine Uhr in 24 Stunden, wenn fie die Viertel, 
halben, Dreiviertel- und ganzen Stunden auf die gewöhnliche Weife angiebt? 
Antw. 396. 

10. Man fol die Zahl s — 1000 in eine Anzahl n foldher Theile theis 
len, daß jeder folgende Theil um d — 2 größer ale der vorhergehende und der 
legte t — 64 iſt. Wie groß ift der erſte Theil a und wie groß die Unzahl 
der Theile? (Rummer) Antw. a — 16 oder — 14; n = 25 oder 40. 

Wie groß wird der legte Theil mindeftend genommen werden müflen, da⸗ 
mit die Theilung unter den gedadhten Bedingungen möglich wird? Antw. t muß 
mindefiend — 62,245 fein (f. ©. 430. 12 u. ©. 364). 

11. Dan befepte bei einem Hazardfpiele eine Nummer das erfie 9 Mal mit 
1P, und fo lange man nicht gewann, jedes folgende Mal mit 1 .P mehr. 
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Wenn nun der Treffer einer Nummer mit dem m(= 10) fachen des Einfapes 
bezahlt wird: bei welchem gewonnenen Spiele würde man gerade all fein 
bis dahin eingefepted Geld zurüderhalten? Antw. Bei dem 2m — 1(= 19) ten 
Spiele. 

12. jemand fept bei einem Roulettefpiel auf eine beftimmte Nummer 
dad erfte Mal 1.P und jedes folgende Mal 1,8 mehr. Als er nad) mehreren 
verlorenen Spielen feine Nummer und damit dad m — 36fache feines letzten Ein- 
jabes gewann, hatte er 663 gewonnen. Wie viel mal hatte er gefpielt? 


2m +1+Y (2m+ 1)? —8g 
2 


Antw. — 39 oder 34mal. 
13. Wie viel Glieder hat die arithmetifche Reihe, deren. erfted Glied 
= a — 1000, Differen; = — d — — 314, lehted Glied t = —a = — 1000 


ft? Wie groß ift die Anzahl der pofitiven Glieder, ala der Hälfte aller Glie⸗ 
der? wie groß die Summe biefer pofitiven Glieder? (vgl. Heis $. 82. 8). 





22 +d ,, 2a+-d 
Antw. 7-6; 54 


Welchen Sinn hat.s — 0 ald Summe aller lieder? 


9 2 
— 324; mt — 16253,9. 


14. Ein Körper bewegt ſich auf einer geraden Linie (Nord⸗Süd) von N nad) 
8 mit gleichförmig befchleunigter Bewegung und legt zur Zeit, wo er von einem 
hinter ihm, alfo nach N hin liegenden feften Punkte O jener Linie d — 150 Fuß 
entfernt iſt, in der erften Secunde a — 18 Fuß und in jeder folgenden Ses 
cunde a — 4 Fuß mehr zurüd. Wann bat der Körper von dem gedadıten 
Punkte die Entfernung ö = 1) 118 Fuß, 2) = 86 Fuß, 3) — 246 Fuß? 
— (da — _ _ 2a — a)? 
auto. ug « — ZU-DtV REF 
1) 4 Sec. vor der Zeit; 2) ift nit möglich; 3) vor 12 und nah 4 Ser. 

Meicher Art find die weiteren Umftände der fraglichen Bewegung? Antw. 
Die Bewegung fam von einem unendlich weit nad) 8 abliegenden Puntte her, 
mit unendlich großer Ausgangsgefchmwindigfeit, die jedoch ohne Ende abnahm; 
die Geſchwindigkeit des Körperd wurde endlih Null; darauf kehrte er nah 8 
um (in welcher Bewegung mir ihn eben begriffen finden), und er wird mit 
endlo8 wachfender Schnelligkeit zu feinem Ausgange zurüdfehren. 


15. Auf der geraden Linie NS gefchehen die gleichförmig verzögerten und 
gegen einander gerichteten Bewegungen zweier Punkte A und B alfo, daß 
jur Zeit, wo fie die Entfernung d = 740° von einander haben, A in der erſten 
Secunde a — 100 Fuß, in der zweiten a—a — 98 Fuß, in der dritten 
&— 22 — 96 Fuß, und fo in jeder folgenden Secunde «a — 2 Fuß weniger 
in der Richtung von N nah 8 zurüdiegt; B aber in der erſten Secunde 
b — 60 Fuß, in der zweiten b—ß = 56, in der dritten b— 28 = 52 Fuß, 
und fo in jeder folgenden Secunde B = 4 Fuß weniger in der Richtung von 
3 nach N zurüdlegt. Wann werden die beiden Körper auf ihren Wegen zu- 

29* 


Secunden; 
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ſammentreffen? wann vor*) ihrem Zuſammentreffen die Entfernung ð haben? 
Antw. Nah 5 und nad) 494 Secunden; für die zweite Frage ift 


_ 2a tb) +e LVA Harp H[2at+mt+e+B” 
2(a+B) 

16. Welchen Lleinften Werth wird das 8 der vorigen Aufgabe erreichen, 
wofern die Punkte nicht zufammentreffen ? 

Ant. 2 sd a Lew) 
ntw. 5 = S@F 8) 

17. Welcher Art ijt die Bewegung der beiden Punkte von Anfang an ge 
wefen, und wird fie bis ind Unendliche hin fein, wofern wir das innerhalb der 
betrachteten Strede in ihr fi ausſprechende Geſetz auf alle Zeit vor und. nad 
den obigen Anfangspuntten der Bewegung anmenden? Antw. Der Punlt A 
ift von einem unendlich weit nad N liegenden Punkte der Linie mit unendlich 
großer Anfangsgeſchwindigkeit, die fi) ohne Ende vermindert hat, her gekom⸗ 
men und wird nad feiner Umfehr an einem beftimmten Punkte der Linie in 
ganz gleicher Weife nad feinem Ausgangepunfte zurückkehren. Mit dem Punkte 
B verhält es ſich gerade fo in Beziehung auf S (vgl. Nr. 14). 

18. Auf der unbegrenzten Linie NS dente man fi zmei Puntte A — 
und B hinter einander ber mit gleichförmig wachſender Gefchmindig- 
feit von N nad) S bewegt. Zu einer Zeit T, von der die Zählung der Zeit | 
anheben foll, fei A dem B um d — 1000° voran und lege in der nädften | 
Secunde einen Weg a —= 20° und in jeder folgenden Secunde einen Weg | 
a = 1’ mehr zurüd; B aber lege in eben jener Secunde den Weg b.— 100° 
und in jeder folgenden Secunde den Weg B — 2° mehr zurüd. Wann treffen | 
A und B zufammen? Antw. Nach 11,7 und vor 170,7. 

Anm. Stoff zu einer großen Zahl von Aufgaben geben die mannigfal- 
tigen Abanderungen der allgemeinen Aufgabe: Zwei Körper A und B haben 
zu einer Zeit die Entfernung d und fangen ihre Beiwegungen auf der fie ver 
bindenden geraden Linie, A n Zeiteinheiten früher oder fpater ald B an, umd 
fepen fie fo fort, daß A in der erften Zeiteinheit a Raumeinheiten und im jeder 
folgenden a mehr oder weniger zurücdlegt als in der vorhergehenden ; und ebenſo 
B in der erften Zeiteinheit b Raumeinheiten und in jeder folgenden B mehr 
oder weniger ald in der vorhergehenden. Wann merden die beiden Körper zus 
fammentreffen, allgemeiner, wann die Entfernung d haben, wenn fie fih 1) nad 
gleicher, 2) nad) entgegengefegter Richtung bervegen ? 

19. Um mie viel Glieder muß eine arithmetifche Reihe von n = 14 Slie 
dern, deren erftes Glied a — 1 und deren Differenz; d—1 ifl, fortgefeßt wer⸗ 
den, damit die Summe der neu hinzutretenden Glieder gleich der Summe der 
anfänglihen Reihe wird ? 


—{28420—1)d} + V Sän[20-H0—1)d} 2a)? 
24 

















Antw. x = == 6. 


”) Fuͤr die gleiche Entfernung 8 nach ihrem Zufammentreffen fommt aus 
der darnach abzuändernden Öleihung —8(d-+-5) im Radicandus; alle 
andere bleibt unverändert. 
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20. Ein Körper fällt vermöge einer gleichförmig befchlennigten Bewegung 
(an der Atwood’fhen Fallmafchine) in jeder folgenden Secunde d = 20 Fuß 
mehr ald in der vorhergehenden. Wie viel (8) fallt er in der zweiten Hälfte 
einer Secunde mehr als in der erften? Antw. d = td = 5 ($. 460). 

Wie tief fallt er demnad in der erften halben Secunde, wenn er in ber 
erften ganzen Secunde 10 Fuß fällt? Antw. 24 Fuß. 


21. Ein Bedienter hatte von feinem Herrn im erften Jahre 10 .P, im 
zweiten 11.B und fo für jedes folgende Jahr 1.9 Kohn mehr erhalten, und 
im Ganzen 993.P. Wie viel Jahre hatte er gedient? Antw. 74 Jahr. 

“DWie viel hatte er für dad ganze lebte Jahr feiner Dienftzeit erhalten? 
wie viel für dad lebte halbe Jahr? wie viel würde er für das ganze Ste Jahr 
„ erhalten? Antw. 164:P; 83; 17.P. 


22. Den neueften Unterfuhungen gemäß nimmt die Temperatur des 
Erdkörperd um fo mehr zu, je mehr man fid) dem Mittelpunfte deöfelben nähert. 
Wenn nun die Wärme bei einer Tiefe von 200 preußifchen Fuß 99,5 Reaumur 
beträgt, und für je 115 preußifhe Zuß, die man dem Mittelpunfte der Erde 
fi) nähert, die Temperatur-Erhöhung 19 Reaumur ausmacht, bei welcher Tiefe 
wird man die Wärme des kochenden Waflerd — 80%, bei welcher die Hibe 
des fihmelzenden Bleied — 283,20 antreffen. Welche Temperatur würde, wenn 
das Geſetz für die Zunahme bie zum Mittelpuntte der Erde ftattfindet, Ddiefer 
Mittelpunft haben? (Der Halbmeffer der Erde beträgt 858,48 Meilen, jede 
Meile zu 23643,0 preußifchen Fuß gerechnet.) (Heid) Antw. In einer Tiefe 
von 8307,5 Fuß ift die Hitze des kochenden Waflerd, in einer Ziefe von 
31675,5 Fuß die des ſchmelzenden Bleies; Temperatur des Mittelpunftes 
— 176493,3 Grad. 


Man beweife die Nichtigkeit der folgenden Angaben: 


"23. Die Summe dreier auf einander folgender Glieder der arithmetifchen 
Progreffion ift das Dreifache des mittelften Gliedes; allgemein: die Summe 
einer arithmetifhen Progreffion, welche eine ungerade Anzahl Glieder hat, ift 
gleich dem Sovielfachen des mittleren Gliedes ald die Anzahl der Glieder 
anzeigt. 


24. Die Summe einer arithmetifhen Reihe ift größer als die halbe. 
Summe von eben fo viel Gliedern, die alle dem größten Gliede gleich find; 
aber jene Summe außer dem größten Gliede ift Kleiner ale dieſe legtere Summe. 


- 25. Die Differenzen der Quadrate der Glieder einer arithmetiſchen Reihe 
bilden eine arithmetifche Neihe, und zwar ift die Differenz der Quadrate des 
n ten und (n—1)ten Gliedes einer folhen Reihe mit dem Anfangdgliede a und 
der Differenz d gleich dem dfahen des 2(n — U)ten Gliedes einer Reihe mit 
dem Anfangögliede 2a und mit der Differenz d. In Zeichen: 


f+n— af {fa +a— ya} = d[2a+{2n—1—ı)a] . 
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II. Ueber die geomefrifche Progreffion. 


26. Zu Beifpielen aller Art mag man folgende zufammengehörende Zahlen 
benugen. (M. Hirſch.) 





18732 118096 
327680 436905 


27. Unter mie viel Menfchen wird ein Gerücht in einem Tage von 17 
Stunden verbreitet fein, tvenn ed, von Einem ausgehend, von jedem Mitwiſſen⸗ 
den jede Stunde nur Einem vertraulich mitgetheilt wird? Antw. Unter 131072. 

28. Aus Großthuerei wollte Jemand die Hufe feines Pferdes mit Silber 
befchlagen laffen, und fragte den Schmied, wie viel er dafür verlangte. Diefer 
ſprach: Für das Silber verlange ih gar nichts; bezahlen Sie mir nur die 
Nägel, die ich brauche alfo, daß Sie mir für den erften Nagel 1 Pfennig, 
für jeden folgenden aber um die Hälfte mehr ald für den vorhergehenden 
geben. Wie viel forderte der Schmied, wenn auf jeden Fuß 8 Nägel fommen? 
Rummer.) Antw. 862880 Pfennig oder — 2276.P gr. 

29. Was wird aud 1 Thaler in 50, 100, 150, 200, 250, 300 Sahren, 
wenn er zu einem Zindfuße (4,7128 Proc. ©.459.2) fteht, bei dem fich ein Capital 
in 50 Jahren verzehnfacht? Antw. 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000 4. 

30. Wenn ein heißer Körper von der Temperatur T (T nit eine Anzahl 
von Xhermometer » Öraden) in einem abgefchloffenen Raume jede Secunde 


* (= 0,0077) feiner jedesmaligen Temperatur verliert, welches wird feine 
Temperatur na n (= 10) Secunden fein? Antw. r.(2y. 


Wann wird er bis zur Hälfte der urfprünglichen Temperatur abgekühlt fein? 
Antw. Nah 8,967 Secunden. 

31. Wenn ein Lichifirahl bei feinem Durchgange durch eine Glasplatte 
I feiner Intenfität J verliert; wie groß wird diefelbe noch fein, wenn er durch 
n hinter einander aufgeftellte Platten hindurch gegangen ift? Antw. J.cH)". 

Durch wie viel Platten muß er hindurch gegangen fein, um am Ende 
noch 4 feiner urfprünglichen Intenfität zu haben? Antw. Durd) 7,901 Platten. 

32. Wie ftark ift eine eletrifche Ladung — 1 nad) 15 Minuten, wenn 
der Verluft in einer Minute „A, der jedeömaligen Ladung beträgt? — Rad 
wie viel Minuten ift die Ladung nur noch halb fo ſtark ald anfangs? Antw. 
(49); nach 13,5 Minuten. 
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33. Der räumliche Inhalt des Recipienten einer Luftpumpe fei — v, ber 
des Stiefeld famınt dem Berbindungsrohre — v“. Wenn nun die anfängliche 
Dichtigfeit der Luft im Necipienten = d ift; wie groß ift die Dichtigkeit der- 
felben nad) m Kolbenzügen? Antw. ner ).d 

Nach mie viel Kolbenzügen wird die Dichtigfeit der Luft „4, der urfprüng» 
lihen fein, wenn v — 450 @ubilzoll, v' — 30 Eubifzoll beträgt? Antw. 
Nah 36, ... 

34. Die beiden eleftrifchen Aale, die man 1842 für die Adelaide-Gallerie 
in London erhielt, wogen jeder nur wenig mehr ald 1, (nehmen wir an 18). 
Im Jahre 1848 aber wog der eine 408, der andere 50%. Wie viel beitrug im 
Durchſchnitte die jährliche Zunahme? Antw. 2,09128 und 2,18672. 


35. Man nimmt aus einem Behälter, welcher mit a — 20 Maß einer 
Flüſſigkeit gefüllt ft, b = 3 Maß heraus und erfebt fie durch ebenfoviel 
Maß einer zweiten Flüffigkeit; aus der Mifhung nimmt man wieder b Maß 
heraus und erfeßt fie wieder dur ebenfoviel Maß der zweiten Flüffigkeit, 
und in gleicher Weife verfeßt man n — 24 mal hintereinander die jedesmalige 
Yüllung a mit b Maß der zweiten Flüffigkeit. In welchem Verhältniß zur 
ganzen Füllung und zu einander finden ſich am Ende die beiden Flüffigfeiten 


in dem vollen Behälter? Antw. Der Behälter enthält (= —= a — 0,0202327 








der ganzen Füllung von der erften und 1) } = ß = 0,9797673 
der ganzen Füllung von der zweiten Flüffigkeit. Diefelben find im Verhältniß 
(a —b)": {at —(a—b)"} = a: unter einander gemiſcht. 

Anm. In der Sleihung « — (- >)” und ebenfo in der Gleichung 
1 (=?) — ß liegt der Stoff zu drei neuen Aufgaben, jenadhdem Darin 


a oder b oder n al8 die Unbekannte angenommen wird; Aufgaben, die man 
aus den oben gegebenen und darnad gefundenen Zahlen leiht wird bilden 
können. 

Befonders lehrreich find die Aufgaben, für die Unbekannten a und b, die 
man erft mittelbar aus — findet. 

Wäre ſtatt des Verhältniſſes a die wirkliche Menge 0,404654 M. = 
aa gegeben, fo würde fich dann die Aufgabe für a ald Unbelannte an diefer 
Stelle nit löfen laffen. 

36. In der geometrifchen Reihe 1, 2, 4, 8... ift jedes folgende Glied 
um 1 größer ald die Summe aller vorhergehenden Glieder. Beweis. 











37. Man kauft einen goldenen Becher unter folgender Bedingung: Für 
das erfte Roth zahlt man 1 .P, für das zweite 2.P, und fo für jedes folgende 
Loth zweimal foviel ald für das vorhergehende. Wenn nyn der Becher 104 Loth 
wog, wieviel wird man billigermweife bezahlen müffen? (Salomon, Xehrb. d. 
Arithm. u. Alg. ©. 598.) Ant. 1447,155,.P. ($. 461 Anm.) 
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38. Bei, ift die Summe einer fallenden geometrifhen Reihe von ber 
Form a, b, zu ... 
a. wenn die Anzahl ihrer Glieder = n iſt? 
Be“ um m -  unendlid ift? 


8 
Antw. @— ba und T 


39. Welches iſt die Summe einer Toliben unendlichen Reihe von der Form 
b2 pꝰ 
— __—_ .? 
8, b, +— a te Antw. — tr 
NB. Man beftimme das Refultat 
a. nad der allgemeinen Formel, 
B. ale Differenz zweier unendlicher Reihen, 
1. aus Rr. 38. durch bloße Beränderung bed Vorzeichens von b. 
40. Man bilde die Summe der unendlichen Reihe, deren erſtes Glied, 
wie auch ihr Erponent gleid - 5 il, und wende die Formel zur Summirung 


folder Reihen an, deren erſtes Glied und Erponent 4, $, $, 115 x. iſt. Auf Lt: 
1; 43 334 

41. Füuhre die periodiſchen Decimalbrüche 0,234 2342...; 0,2423423... 
auf die gemeinen Brüche zurüd, denen fie gleih find. Aufl. Zr, Zrro- 

42. Gin Körper legt in der erſten Secunde 100 Fuß, in der zimeiten 
90 Fuß, in der dritten 81 Fuß und fo in jeder folgenden Secunde „I, des 
Weges der vorhergehenden Secunde weniger zurüd. Wann erreiht der Körs 
per ein 2000 Fuß entferntes Ziel? mann kommt er zur Ruhe? Antw. Rie, 
für beides; bei der ohne Ende fortgefegten Bewegung wird fi die Länge des 
zurüdgelegten Weges immer mehr der Grenze 1000 Fuß nähern. 

43. In welder Zeit fommt eine Bewegung A an ihrem Ziele an, went 
die Entfernung deöfelben 1 ift, in der erflen Zeiteinheit (Stunde) die Hälfte 
dieſes Weges und im jeder folgenden Zeiteinheit die Hälfte des jedesmaligen 
Refted der Entfernung zurüdgelegt wird? Antw. Erſt in einer unendlich großen 
Zeit, das heißt nie. 

44. A iſt dem B eine Meile voran und bemegt fi) 10 mal fo langfam 
als B, der ihn einholen wil, und jede Stunde eine Meile zurüdlegt. 

A ift alfo dem B voran: 

anfangs 1 Meile; 
zur Zeit, wo B diefe 1 Meile, A felbft alfo R. 
zurüdgelegt hat, d. h. 
nach 1 Stunde , M. 
zur Zeit, wo B diefe 5 M., A felbft alfo „I M. 
zurüdgelegt bat, d. h. 
nach 195 Stunde 5 M. 
und ebenfo meiter 
„ Ihe Stunde „Ir M 
„Ir » Tim” 
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und jo feheint A dem B immer voran zu bleiben (Bophisma Zenonis). ber 
innerhalb welcher Zeit nur mwird das der Kall fein? Antw. Innerhalb einer 
Zeit, die Lleiner iſt ald 14 Stunde. 


45. Es find die Slieder einer Progreifion 2, 4, 16, 256, ... zu beftim« 

men, in welcher jedes folgende Glied das Quadrat des vorhergehenden ift. 

Aufl. Die Glieder diefer Progreffion find 21, 22, 24, 28, 210..., alls 
gemein dadnte = 22""", 3. B. das 2öfle — 22°”. Run iſt 2* — 16777216, 
alfo das 2öfte Glied — 21777216 — einer Zahl, die aud 5050446 Ziffern bes 
flieht, wovon die erftien find 18188852986, vgl. oben ©. 310. 18. 

Anm. Die unten $. 477 folgenden vier Aufgaben der Zinſeszins⸗Rechnung 
find ebenjoviel Aufgaben der geometrifchen Progreffion und zwar die vier Aufs 
gaben der Fundamentalgleihung (I) t = aen-1, indem a = C(1-+3), 
e=(i-+z),n>=n, t=E gefept wird. Desgleihen find die 3 Aufgaben 
ber Rentenrechnung $. 484 nicht anderes ald Aufgaben der geometrifchen Pro⸗ 


greffion, und zwar die der Fundamentalgleihung s — .— (8.450. 9—11). 





XIV. Abfehmitt.* 


Anhang zu den Brogrellionen; die Zinjeszing- und 
Renten⸗Rechnung. 


1. awitel 
Die vier Aufgaben der Zinſeszins-Rechnung. 


8. 475. 

Ertl. Unter Zinsfuß verfieht man dad Berhältniß der Zinfen zum 
Capitale für eine beftimmte Zeiteinheit, in der Regel für ein Jahr; oder, was 
nur eine befondere Art diefer Angabe des Zinsfußes ift, die Zinfen der Capitals 
einheit in der Zeiteinheit. 

Wir geben im Folgenden den Zinsfuß immer auf die Iebtere Art an und 
bezeichnen ausnahmslos diefe Zinfen vom Gapitale 1 in der Zeit 1 mit z und 
nehmen für die Zeiteinheit felbft das Jahr an. 

Eine andere fehr allgemeine Beftimmung des Zinsfußes ift die Angabe 
der Zinfen für das Capital 100, die Angabe der Procents Zinfen, kürzer der 
Procente Wo mir im Folgenden Gebrauch von diefer Angabe des Zind- 
fußes machen, bezeichnen wir ebenfo ausnahmslos die Procente mit p. 

Für einen und denfelben Zinsfuß ift demnach immer p = 1002 oder 
z— 00; fo z. B. für 3, 4, 5 Proc. z = 0,08; — 0,04; —= 0,05. 

Werden die Zinfen eines Gapitald am Ende der Zeiteinheit dem Gapitale 
als neues verzindliches Capital zugerechnet, fo daß nun Eapital und Binfen 
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bed erſten Jahres dad verzindliche Capital des zweiten Jahres bilden; und 
ebenfo dieſes Capital des zweiten Jahres fammt feinen Zinfen dad verzinslicde 
Gapital des dritten Jahres; und fo weiter jedeömal das verzinslihe Capital 
eined Jahres ſammt feinen Zinfen das verzindliche Capital des folgenden Jahres: 
fo fagt man von einem foldden Capitale, daß es auf Zinfeszinfen ftebt. 

Im Folgenden foll allgemein der anfänglihe Werth eines Capital® mit C, 
der Zindfuß, d. h. die jährlichen Zinfen von der Einheit, worin C ausgedrüdt 
ift, mit z, die Anzahl der Jahre mit n, der endlihe Werth des urfprüngfichen 
Capital, d. h. der Wertb, zu welchem es durch zinfeszindliche Belegung am 
Ende der fraglichen Zeit angewachſen if, kurz der Endwerth des Capitals 
mit E bezeichnet und durchweg Zinſeszins vorausgeſetzt werden. 


Ss. 476. 
Aufg. Aus einem anfänglichen Capitale C, dem Zinsfuße z und der Zahl 
ber Jahre n, den Endwerth E des Gapitald zu berechnen. 


Aufl. 
Aus C ift geworden am Ende ded Jahres 
I. 2222220. C (1-+z) = C‘ 
U.....2. 2202. C’ (1-+z) = C(1-+2)? = C(” 
II... 222202. C“(t-+z) = C(1-+z) = (0 
Demnach —CO-) (D. 
8. 477. 


Inf. 1. Die Endwerthe des Kapitals bilden die Glieder einer geometrifchen 
Progreffion, deren Erponent (1-42) if. 

In der Gleihung (T) des vorigen Paragraphen Tiegt die Auflöfung aller 
pier nur möglihen Aufgaben der Zinſeszinsrechnung, je nachdem man die Glei⸗ 
hung für die eine oder die andere der darin vorlommenden Größen als Unbe⸗ 
fannte auflöst ($. 231). 

Die vier Auflöfungen, zugleih in ihrer Zufammenftellung mit der loga⸗ 
rithmiſchen Auflöfung deifelben, feine andere als die des 8. 448, find demnad: 


I E=t(-+2) lg. E = lg. C-+nlg.(1-+z) 
E 
1 C= (+) lg. C = lg.E—nlg.(1-+-z) 


Im (1-42) = Vz lg.(i-+z) = — 


e- VE) 
lg.E—1g.C 


IV . . « ee... = 
R.i+n 
von welchen mithin die lebte die Auflöfung einer logarithmifchen oder einer 
Erponential-Bleihung iſt ($. 438). 
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Anm. Gehr fhähbare Tabellen zur Berehnung der Aufg. I u. AI finden 
fi) unter Anden auh in Hülſſe's Samml. math. Tafeln S.592—599 durd 
die erften 100 Potenzen von (1-+z), von 1,01 an bie 1,06, in liebergängen von 


theils halben, theil® ViertelsProcenten,; und von * in demſelben Umfange. 


8. 478. 
anf. 2. Für E=m.C, db. h. für den Fall, daß der Endwerth des 
Gapitald ale ein Vielfaches desfelben angegeben wird, enthalt Die allgemeine 


Formel E mo = O(i-tn)%, 
die für diefen Fall alfo übergeht in 
m=(1+»)" (1) 

noch die Auflöfung der drei befonderen Aufgaben: 

1. (I) Zu dem Wievielfahen (m) feiner felbft wird ein Capital bei 
gegebenem Zinsfuße z in einer gegebenen Zeit n angewachſen fein? 

m = (1-+42)"; Ig.m — nlg(1-+.2). 

Beiſp. Zu dem Wievielfachen feiner felbft wird ein Capital bei 5 Proc. 

Zinfeszind in 100 Jahren angewachſen fein? 
lg.m — 100.1g.1,05 = 2,11893 
m = 181,50. . 

2. (1IP) Wie groß muß der Zinsfuß z fein, damit fih «in Capital in 

einer gegebenen Zeit n verdoppelt, verdreifacht, allgemein mmal fo groß wird? 


lg. 
lg. (1-2) — en. 
Beifp. Damit fih ein Capital in 50 Jahren verzehnfacht, muß fein: 


lg. (1-+z) = — * Hr = 0,02 
1-+z = 1,047128 
z = 0,047128 oder p ($. 473) —= 4,7128, 
d. h. ed muß zu 4,7128 Procent ftehen. 

3. (TV?) Sn welcher Zeit n wird fi) ein Gapital bei dem gegebenen Zins⸗ 
fuße z verdoppeln, verdreifachen, allgemein zu dem mfachen angemwachfen fein? 
no m 

Ig.(1+2)' 
Beifp. In welcher Zeit wird fih ein Capital verdoppeln bei 4 Procent 
Zinfeszins: 
n — „.&? _ 03010300: 0,0170333 = 17,6... 


18.1,04 
| 8. 479. 

Anfg. Wie ift der Zinsfuß », der ſich auf die Zeiteinheit (das Jahr) be- 
zieht, zu ändern, damit bei Zindzahlungen in kleineren oder größeren Zeit⸗ 
abfchnitten (bei halb⸗, viertele oder zwei⸗, vierfährlihen Zinszahlungen) der 
Endmwerth des Capitals unverändert bleibt? 

Aufl. Sei 2’ der Zinsfuß für — der Zeit, für welche z gilt, jo hat 


460 Arithmetit. 


man einmal E = Cl(1i-+2)", ($. 476) 
und nun au E = C(1-+z')” (weil ng die Zahl der neuen Zeiteinheiten in) 


folglih A FT = +2" 
(1+2)1 = Is 


(+) = Var, 2), . 
z. B. für halb⸗, viertelsjährliche, monatlihe Zindzahlungen: 


— — A 13 
(1 42 = Vıt:; — Vü+s); = yi-t:. 
Iſt noch allgemeiner der neue Zindzahlungstermin gleich Edes alten 
(ſollen 3. B. alle J Jahre die Zinfen begahlt werden), fo daB nun am die 
Stelle einer nmaligen Zinszahlung eine (n ar -) > malige tritt, fo iſt 


ng 
E = C(1+2)? = C(i+z)P 
q 


1i+z = (14m)? 
a4? = + 


142) = Vater. 
Im angeführten Beifpiele j 
I+N)=YVi+tn?. 
Beifp. 1. Zu wie viel Procent monatliher Zinfen müßte ein Capital 
verzindt iwerden, um ebenfo anzuwachſen, wie eö bei 4 Procent jährlicher 


Zinfen anwäahst? 
(1i+3)% = 1-43 — 1,04 


ie ‚2 _ 0,0014194 
3875 


“ 319 
1-+z' = 1,008274; »° — 0,008274 
p’ = 100z' — 0,3274 << „4 Pror. 

Beifp. 2. Wenn man monatlid p’ = „4 Proc. (p? = 0,4166.. 
alſo z = 0,004166...) zahlte, wie groß müßte der Zindfuß p genommen ers 
den, damit man bei jährlichen Zinszahlungen dasfelbe erhielte? 

p’ = 0,4166...; 23 = 0,004166... 
(1,004166...)% — 142 
z — 0,051078 
p = 1002 = 5,1078 > 5 Proc. 

Aum. Würde aber der Zinsfuß proportional der Zeit geändert, 5.2. 
für halb⸗, viertelsjährliche zc. Zindzahlung = 4, + x. der jährlichen Zinſen ges 
nommen: fo würde der Endiwerth eines Capitals mit der Bermehrung ber Jah 
lungstermine, d. 5. mit der Verkleinerung der Zeitabfehnitte mehr und mehr 
wadhfen. Denn die Zinfen der kleineren Zeitabfchnitte haben ſchon felbft wieder 
Zinſen getragen und ſich vermehrt zu der Zeit, wo fie fonft erft fpäter und auf 


lg.(1+r) = 
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einmal bezahlt wurden; 3. B. die halbjährlichen Zinfen des erſten Halbjahres 
find am Ende ded Jahres um ihre halbjährlihen Zinfen größer als bie halb⸗ 
jährlichen Zinfen des zweiten Halbjahres x. ..... Bei ftetigem Anfchwellen 
des Gapital® dur Zinfeszinfen, d. 5. bei der Annahme einer Zindzahlung 
nit in den Zeitabfchnitten eines Jahres, eines halben Jahres, eined Monats, 
..... einer Minute, einer Secunde, ....., ſondern in Zeitabſchnitten, bie 
Heiner find, als jede angebbare Zeit ift, wird fi) der Endmwerth des Capi⸗ 
tals einer beftimmten Grenze nähern, die er nie überfchreitet, die er felbft nie 
erreicht, fo lange die Zeitabfehnitte eine angebbare Größe haben. Die Beredhs 
nung diefer Grenze ift an diefer Stelle nicht wohl möglid, bietet aber eind der 
feihteften und lehrreichſten Beifpiele des meitern Fortichritts zum Höhern dar 
(vgl. die Auflöfung der gedadhten Aufgaben von Dr. Rädell in Grun. Ard. 
Bo. 2. ©. 68). 
8. 480. 

Zuſ. Aus der Auflöfung der Aufgabe ded vorigen Paragraphen folgt 

leicht und ficher die Bedeutung der allgemeinen Yormel 
E = Ci + 2)” 

für den Kal, wo n nicht eine ganze Zahl, fondern ein Bruch oder eine ges 
mifchte Zahl, allgemein wo 


: 
n=n — 
74 


ift. 
Es wird + 
n'q+p 


E = cu+3 — C(i+2) I = Cli+ayWatr, 


wofern wir (1 Ar —= (1-+2') feßen. 
Nun ift aber dies (14-2) nad) 8.479 der für dad neue geitintervall 1 — gel⸗ 


tende Ausdruck von (142) und n‘q+-p offenbar die Zahl ſolcher neuen Zeit⸗ 
abſchnitte. Mithin behält die allgemeine Formel von E aud) ihre Gültigkeit für 
jeden gebrochenen Werth für n, indem fie die Termine der Zindzahlungen fo 
beftimmt, daß diefelben ala Vielfaches (nq + p) der lleinften dur den Renner 
des Bruchs ausgedrückten Zeiteinheit (giel Jahre) auftreten, und ben Zinsfuß 
q 

1$+z' = Vı-+z fir diefe neuen Termine fo beftimmt, daß der Endwerth 
des Capitals dadurch feine Veränderung erleidet ($. 479). 

Anm. Wenn die übliche Prarid für den vorliegenden Fall den Endwerth 
des Capitals etwas anders beſtimmt und 


—X ca+2"(1+2.:) 


jet, d. h, den Endwerth des Capitals erft für die ganzen Jahre berehnet, 
C(i+ 2)" „ und dann den fo gefundenen Werth ald Capital in dem Bruchtheile 
des letzten Jahres nach einem dieſem Bruchtheile proportionalen Zinsfuße 


— verzinſen läßt, fo zerſtoͤrt fie dadurch die Stetigkeit des Geſetzes und bes 
ſtimmt in Wahrheit den fehließlihen Werth nad) $. 479 etwas zu groß. Die 


a 
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aligemeine Formel hat hies mehr Recht ald bie Prarid, der man gleichwohl ſih | 


fügen mag. 
Der Unterfchied des nad) der üblichen Prarid gefundenen und darum ju 
groß beflimmten E und des nad) der firengen Formel berechneten E' iſt demnah 


2 
E—E = Ci+2)" f1+22- 49}, 


welche Differenz jedoch an diefer Stelle nicht auf einen einfahern Ausdrud zu 
bringen if. In der Entmwidelung nah dem binomifhen Lehrſatze find die 


beiden erften Glieder von ar! eben der Ausdrud 14 z; das hoͤchſt 
folgende Glied aber ift megen 7<! negativ. 


Ein paar Beifpiele mit der Angabe des immer nur Meinen Unterfchieii 
der beiden Rejultate |. unten Nr. 5 und bei Heid $. 84. 


8. 481. 
Uebungsbeiſpiele. 


I. Ig. E = 1g.C-+-.nig. (142). 

1. Zu welchem Werthe wächst ein Capital von 10000 „PB in 18 Jahren 
bei 4 Procent Zinfeszind an? Antw. Zu 20258,2.$. 

2. Der gegenwärtige Beſtand eines Hochwaldes beträgt‘ 10000 Klafter. 
Wie groß wird derfelbe nach 20 Jahren fein, menn jährlid der 50ſte Theil des 
jedesmal vorhandenen Beitandes zumahst? Antw. 14859,47 Klafter. 

3. Die Ginmwohnerzahl einer Stadt beträgt gegenwärtig 10000. Bit 
groß wird diefelbe nad) 10 Jahren fein bei einer durchſchnittlichen Zunahme 
der Bevölferung um 2 Procent jährlih? Antw. 12190. 

4. Zu dem Wievielfachen feiner felbft wächst ein Capital bei 4 Proc. in 
60 Jahren an? Aniw. Zu dem 10,51963fachen. 

5. Zu welchem Werthe wächst ein Gapital von 10000.9 beim Zinöfuße 
4 Proc, in 103 Jahren an: a) nad) der Strenge der, theoretifchen Formel? 
B) nach der üblichen Praris? Antw. Zu 15244,3 und zu 15246,5 .P. 












I. 1gC= 1gKE—nlg(1-+2). 

6. Wie groß ift ein Capital, welches in 21 Jahren bei 34 Proc. Zined 
zind zu 2059,43.B anmähst? Antw. 1000.$. 

7. Welches ift der Barwerth einer Korderung von 1000.B, je nachdem 
diefelbe nad) einem, nad) zwei oder nad) drei Jahren zahlbar ift, Bei einem 
Zinsfuße von 5 Proc.? Antw. 952,381.$, 907,0295.$, 863,8376 .P. 

8. Wie groß war vor 25 Jahren die Einwohnerzahl einer Stadt, die jehf 
10000 Einwohner zählt, wenn man die jährliche Vermehrung der Bevölkerung 
zu 2 Proc. annimmt? Antw. 69583. 
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9. Wie viel beträgt der Abzug eines Capitald von 10000.P, welches mit 
Auftimmung des Gläubigerd gegen 4 Proc. Rabatt 6 Jahre vor der Berfall- 
zeit bezahlt wird, «) wofern Zinſeszins, B) wofern nur einfacher Sind (auf 100) 
gerechnet wird? Antw. a) 2096,85.P; P) 1935,47 ,.2. 

IH. Ig.(i-+2) = lg. E-1g.C 

10. Zu welchem Zinsfuße fteht ein Capital, das in 17 Jahren von 346.B 
zu 750 „B angewachfen ift? Antw. Zu 4,6559 Proc. 

1. Um rote viel Procent hat fi die Bevölferung eined Staates jährlich 
vermehrt, wenn fie in 20 Sahren von anderthalb Millionen auf zwei Millionen. 
geftiegen ift? Antw. 1,45 Proc. 

12. Zu welchem Zindfuße fteht ein Capital, welches in 100 Jahren zu 
dem Hundertfachen feiner felbft angewacfen ift? Antw. 4,7128 Proc. 

13. Wie muß mit der Aenderung der Zindzahlungstermine der Zinsfuß 
geändert werden, damit der Werthbeitand eines ausgeliehenen Gapitald für jede 
Zeit ein unveränderter bleibe? Wie ergiebt fih darnadı aus dem Zindfuße z 
der jährlichen Zinszahlung der Zinsfuß z’ und z’‘, jener für Zinszahlungen 
nad) — Jahr, diefer für eine ſolche nad) je m Sahren ? 


Yntto, (1+z2) = var 2); A+2) = (1+2)". 
14. Wenn die jährlihen Zinfen zu 5 Proc. feftgeftellt find, wie viel be⸗ 
tragen die balbjährlihen? Antw. 2,4695 Proc. 


15. Wenn ein Capital bei dem Zinsfuße z in n Jahren zu dem mfachen 
feiner ſelbſt anwächst: bei welchem Zindfuße z’ wird dasfelbe in n’ Jahren ge⸗ 


ſchehen? Antw. Ig.(1+-z2) = — 8.12). 


lg. 1--z) 

16. Gin Erblaſſer beftiimmt in feinem Teftamente, daß ein Vermächtniß 
von 1500.P vor der Anwendung desfelben zum Beften einer beftimmten Stif: 
tung erft fo lange zindlich belegt werde, bis es zu 10000,.P angewachſen fei. 
Nah wie viel Jahren if ed zu verwenden, wenn man dasſelbe zu 4 Proc. 
belegt ? Antw. Nah) 48,3... Jahren. 

17. In wie viel Sahren wird ein Holzbeftand von 10000 Klaftern zu 
einen Beſtande von 15000 Klaftern angewachſen fein, wenn jährlih 3 Proc. 
feines Beſtandes zumahst? Antw. Sn 13,7... Jahren. 

18. In wie viel Jahren würde fi) die Bevölkerung eined Staates ver- 
doppeln, wenn fie jährlih um 2 Proc. zunahme? Antw. Sn 35 Sahren. 

19. In wie viel Jahren verdoppelt, verzehnfacht fich ein Capital, wenn 
ed zu 4 Proc; wenn e8 zu 5 Proc. ſteht? Antw. In 17,67 J., 58,71 J.; 
14,21 J., 47,19 3. 


20. Wenn fih ein Gapital bei dem Zindfuße 2 in n Jahren gerwſacht: 
in wie viel Jahren (n‘) bei dem Bindfuße 2’? Antw. n’ = n. ae) En 
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2. Kapitel. 
Die Rentenrechnung. 


8. 482. 

Erkl. Eine in gleichen Zeitabſchnitten wiederkehrende Zahlung wollen 
wir, ohne Rückſicht auf ihre ſonſtige Beſchaffenheit, nach einer beſonderen Art 
derfelben allgemein eine Rente nennen und mit R bezeichnen. Ohne aus 
drüdliche Angabe des Gegentheils ſetzen wir die Auszahlung der Rente immer 
an das Ende der fraglihen Zeitabfehnikte, und nehmen zu dieſen Zeilab- 
ſchnitten felbft dad Jahr an. 

Die Anzahl der Jahre, an deren Ende je eine Rente gezahlt wird, alfo die 
Anzahl der Renten felbft bezeichnen wir ebenfo allgemein mit n. 

Unter dem Endwerthe 8 einer n mal wiederlehrenden Rente R verflehen 
wir den Werth, zu welchem die Summe aller einzelnen Renten fammt ihren 
Zinſeszinſen am Ende des nten Jahres, d. h. zur Zeit der legten 
Rentenzahlung angewachſen ifl. 

Unter Barmerth (Ablöfungd-Capital) B einer Rente verftehen wir bit 
Größe einer Barzahlung, welche an Werth gleich ift dem Werthe aller Renten 
fammt ihren Zinfeszinfen, turz dem Endwerthe der Rente, bezogen auf den Zeit: 
punft der Gegenwart ($. 477. ID). Yür die Berechnung des Barwerthi 
legen wir demnach als Zeitpunkt der Barzahlung immer den Anfang de 
Zeitabfchnitts zu Grunde, an defien Ende die erfte Rente bezahlt wird. 

Den Zindfuß bezeichnen wir wie oben $. 475 durch z, d. h. durch die 
Zinfen der Capitaleinheit in der Zeiteinheit, in der Negel die Zinſen von 14 
in 1 Jahre; feltener durch p (Procente), d. h. die Zinfen vom Gapital 100 in 
der Zeit 1, in der Regel die Zinjen von 100 in 1 Jahre. 

Anm. In vielen Fällen ift es dur die Aufgabe geboten, oder doch 
natürlicher und den Umſtänden angemeffen, die Berechnung des Endwerths 
einer Rente auf das Ende des Jahres zu beziehen, melches auf die letzte Renten: 
zahlung nod) folgt, oder, was dagfelbe ift, unter Beibehaltung des obigen 
Zeitpunftes der Beziehung, die Rentenzahlung auf den Anfang der Jahr 
verlegt zu denken. Wie für diefen Fall jedes Glied der Summe, d.h. 
jedes E des $. 483 den Factor (142) einmal mehr enthalten würde, fo dab 
nun auch das fepte Glied derfelben nicht R, fondern R(1+z) fein mürd, 
mithin der neue Endwerth das (12) fache des biöherigen: fo wird man dielt 
Beftimmung des einen Endwerths aus dem andern ohne weiteres auch dadurd 
vollziehen Lönnen, daß man den ganzen für unfere obige Zeit berechneten End 
werth S noch ein Jahr ausftehen läßt, wodurch er dann S(1-4-x) geworden 
fein wird. 

Und umgelehrt würde der für’d Ende des Jahres nad) der letzten Renten 
zahlung berechnete Endwerth auf unfer obige® S dur Divifion durch (143) 
zurädzuführen fein. 

Iſt nur die Aufgabe beflimmt genug geftelt, fo kann keinerlei Zweifel 
darüber bleiben, ob wir unfer S, wie ed in den folgenden Formeln imma 


| 
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gleihmäßig vorlommt, oder das (1 + ») fache deöfelben als Refultat der Rech⸗ 
nung angeben follen. 
$. 483. 


Erite Hauptaufgabe der Rentenredhnunng. 
Den Endwerth S einer n mal wiederkehrenden Rente R für den Zinsfuß 
z zu berechnen. 


Aufl. S= x. 1 (d). | 
Bew. Nennen wir die Endwerthe der erften, ber zweiten, ..., der nten 
oder lebten Rente E‘, E,...E, fo ift ($. 476): 
E = R(+9)! 
E' = Bi+a 


"E = R(1+z2)! = R{(1-2) 
E = R(142)0 =R 


n a—l1 
E+E+..E=S-Rli+U+D+(i+N? +... (+9 
wo wir die Ölieder, um eine fleigende Reihe zu befommen, in umgekehrter 

Tolge von unten, nad) oben geordnet haben, d. h. ($. 448) 


SR. —— — Im 


indem der Factor in der Klammer cine geometrifhe Reihe mit dem Anfangs» 
glied 1, mit dem Eyponenten (14-2) und mit dem legten Gliede (I + tin. 


8. 484. 
Zuf. In der Steihung (I) liegt für und die Auflöfung von nur drei 
Aufgaben, nemlich außer der in (I) für S bereitd gegebenen nur noch die für 
R und n, indem die Gleichung für z auf eine unreine Gleichung eines höheren 
[des (n — 1)ten] Grades führt. 
Stellen wir diefe drei Auflöfungen fammt ihren logarithmifhen Aus- 
drüden zufammen, fo find es die folgenden: 


SR. —— —, —E —— — 
Ro Ma 2) | WR=1g8+41g2—1g{U4m—1} 


(1+2) N 
n __ R+Bz __ Ig.(R-+8z)—1g.R 
n 
a EI _ —=0 if für = am Diefer Gtelle nicht lösbar 
(allmälige Näherungen vermitteln am leichteften eine Auflöfung). 
Die logarithmifchen Auflöfungen find f. g. unterbrochene, und es ift bar 
bei die S. 419 empfohlene Aufmerkfamteit zu beobachten. 
Helmes, Slementar-Mathematik. 1. 30 
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Anm. Die oben $. 477 erwähnten Hülffe’fhen Tafeln geben S. 600 
bi 6038 für R= 1 unfer 8 bei einer „Zahl der Glieder“, die um 1 kleiner 
ift ald unfer n; jedoch ohne das letzte R, welches demnach der aus den Zafeln 
entnommenen Zahl noch zuzulegen ift (vgl. 8. 482 Anm.). 


Beifp. Ueber Ar. ı. Ein Bater legt in die Sparbüchſe feines Sohnes 
am Tage der erften Wiederkehr deö Geburtötages 5.P, und ebenfo am ziveiten, 
dritten und jedem folgenden Geburtöfefte wieder 5.$, fammt den 5 procentigen 
Zinfen des in der Sparbüchfe bereitd vorhandenen oder doc ihr gutgefchriebenen 
Beftanded. Wie groß ift das Vermögen der Sparbüchfe am 2iften Geburts: 
tage, wo alfo mit Bollendung des 20ften Jahres die Einzahlung des Geſchenks 
eben zum 2Often Male gefihehen ift? . 

=x; R=5; z= 0,5, 142 = 105; n = 20 
1,05% —ı 
x —8— 6. — 165,33. 

Anm. Die Bedeutung von S für ein gebrochenes n ergiebt fi) unge 

zwungen und leidht aus den Ueberlegungen deö 8. 480. Die Formel für 8 im 


Falle eine® gebrochenen Erponenten, d. h. für n = + verwandelt die 


jährlihe Rentenzahlung in eine foldhe, die q mal im Jahre gefchieht umd zwar 
fo, daß die Summe diefer q Meineren Renten in ihrem zinfeszinälichen An- 
wachen die ganze Nente eines Jahres betragen. Darnach würde der Behand 
der obigen Sparkaffe 3. B. zur Zeit, wo der Sohn 204 Jahr alt wäre, gemäß 
der Kormel weder 165,33.1,025 — 169,46 (übliche Praxis), noch aud 
165,33. 1,05% — 169,41 ($. 480) fein, mo nemlich in beiden Ausdrüden keine 
Einzahlung in die Sparbüchſe für das Zifte Fahr gerechnet wäre, fonder man 
müßte Iegtere Zahl noch vermehren, um eine halbjährliche Rente r, fo beſchaffen, 
daß fie zweimal gezahlt = 5 ift, welches r fich demnach aus (1,05? 11)=5 
ald r — 2,47 ergiebt. Died zu obigem addirt, giebt für die Mitte des 2iften 
Jahres den Beftand der Sparkaſſe — 171,88, mie ihn die formel von vom 
herein für n — 20,5 gegeben haben würde und giebt. 

Beifp. über Rr.2. Iemand iſt nad) Ablauf von 10 Jahren eine Summe 
von 1000 zu zahlen fhuldig. Er fommt mit dem Gläubiger überein, die 
felben in 10 gleihen am Gnde eines jeden Jahres zu leiftenden Zahlungen 
abzutragen. Wie viel muß er jährlich abtragen, wenn 5pGt. Zinfeszinſen ge 
rechnet werden ? 

S—= 1000; R=x; z== 008; 14+r= 1,05; n = 10 
lg.R = 18.8 -+1g.2— lg. (+ + 2)? — 1) — 1,903918. 
R = 79,5045. 

Beif p. über Nr. 3. Jemand will durch jährliches Zurüclegen von 20f 
ein Capital von 1000,.$ anfammeln. In wie langer Zeit wird das gefchehen 
fein, wenn man 5 Proc. Zinfeszinfen rechnet? 

S = 1000; R= 20; s= 0,05; 1-2 =105; n=x; 8.3 50 
lg. (R+ 82) —1g.R 

an 25,67. 

. Anm. Die rihtige Deutung des Bruches ergiebt ſich ohne Schteierigfeit 


2 = 
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aus der vorigen Anmerkung. Man wird 25 mal die volle Summe 20 zurüds 
gelegt haben müſſen, und dann noch zu einer Jeit des folgenden Jahres, 
wie fie der Bruch 0,67... beftimmt, einen ſolchen Theil der Rente 20, wie er 
diefem Bruche entiprechend nach $. 479 (vgl. vorige Anm.) zu berechnen ift. 


$. 485. 
Zuſ. Einen befonderen Fall der allgemeinen Aufgabe bildet die Beſtim⸗ 
mung, daß der Endmwertb 8 aller m Renten dad mfache der einzelnen 


Rente fei. n 
era! — mR 


Es jſt 8 R 
—E— 

Z 
in welcher Sleihung die Auflöfung der beiden Aufgaben enthalten iſt, bei 
jededmal gegebenem z die beiden anderen Zahlen m und n dur einander zu 


berechnen. ga tat, j 1g.(1 Hm) 
I. g.(1- 2) 
Für z ift Die Aufgabe eine GSleichung vom Grade — und darum an 
diefer Stelle unlösbar. 
8. 486. 


Zweite Hanptanfgabe der Rentenrechnung. 
Den Barmwertb (dad Ablöfungs-Capita) B einer m mal wieberlehrenden 
Rente R für den Zinsfuß 2 zu berechnen. 
| 1 in 
Aufl. B=R. dAFm®—1 m, die eigentiihe „Nenten- 


2(1--2)” 
gleihung”. * 

Bew. Ein bar bezahltes Capital B hat am Ende des nten Jahres nad 
$. 476 den (End-) Werth B(1-+-2)”; und diefer muß gleich fein dem auf 


denfelben Zeitpuntt bezogenen Endwerth der Rente S=R. era! (8. 483) 
alfo _ . 
tn! 


— 
— 


B. 142)) —=8 


a 

BerRatD I w. z. b. w. 
z(1-+2z)" 

Anm. Cine andere, . urfprünglihe Ableitung der Formel ergiebt fih 

. n 
aus $. 477. II alfo: Bezeichnet man mit B’, B...B die Barwerthe der 

erften, zweiten, ... nten Rente, fo ift nach dem angeführten Paragraphen 
R 








— af 
U — R 
= arg 
EN * 
RP = dtm 


30” 
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B+B’+..B=B=R +6) + nn ()'} 
1 1 
It2 (a4art! 
1 


1 


d.h. B=R ($. 448 Anm.) _ 


i1+s 
—R ee 
z(1-+2)" 
indem der obige Factor in der Klammer eine geometrifche Reihe mit dem An⸗ 
tangägliebe, ſowie auch mit dem Erponenten — und mit dem letzten Gliede 


* 1+z 
(=) iſt. 
(Zur Wegſchaffung der Brüche konnte man die ganze Gleichung mit (1 +)" 
multipliciren und erhielt dann 
BA+2" = Bl +" +++... +A4+2)+1} 
d. h. denfelben Ausdrud für B(1-+2)" wie oben $. 483 für 8. 


$. 487. 

Zuſ. In der Gleichung (II) des vorigen Paragraphen liegt wiederum die 
Auflöfung von 3 Aufgaben enthalten, je nachdem diefelbe für B oder BR oder 
n aufgelöst wird. Die Auflöfung für z führt auch hier wieder auf eine Glei⸗ 
hung böhern Grades und ift darum für und unbraudbar. 

Stellen wir die drei Auflöfungen fammt ihren logarithmiſchen Ausdrücden 
zufammen, fo find es die folgenden : 


(1+2)—1 j n n 
B= R.-——-— (Hu. 4)lg.B = lg.R-Hg. | (1 —1}—lg3—lg.(1 
ae )1g.B = 1g.R-+Hg. (1-42)? —1} —1g.2—1g-(1-42) 
n 
R= Bet _ (5) |lgR= lg.BHg.24n1g.(142)—1g-{(i42)"— 1} 
A4z)"—1 
lg.R— lg. (R — Bz) 
nn __ — Bat 
Aus (R— Bz)(14+2)" =R folgt n = 1) (6) 
Bon den logarithmifchen Auflöfungen gilt die S. 465 gemachte Bemer⸗ 
kung über unterbrodhene logarithmifche Rechnungen. 

Anm. Die oben $. 484 erwähnten Hülſſe'ſchen Tafeln enthalten 
©. 604—607 für R == 1 die unferm jedeömaligen n zugehörigen B. 

Deifp. über Nr. 4. Mit der Webernahme eined Grundbefißes ift die 
Berpflichtung verbunden, noch 10 Jahre hindurch (zur Abfindung der Miterben) 
eine jährliche Ablage von 100.8 zu entrichten. Welcher baren Capital-Schuld 
ift dieſe Verpflichtung gleichzufehen, wenn man 4 Proc. Zinſeszins rechnet? 

Auf. R=100; z=004; 1+2=10; n=10; B=x 


lg.B = lg.R-+1g. (d+2’— 11 — [1g. (1-+2)" +1g.z} — 2,9090689. 
B = 811,09. 
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Beiſp. über Nr. 5. Eine 5procentige Staatsanleihe von 10 000 000 .P 
ſoll in 20 gleichen, jedesmal am Ende eines Jahres zahlbaren Raten getilgt 
(amortifirt) werden. Wie viel iſt jährlich abzutragen? 


Aufl. B= 10000000; z = 0,05; 14z = 1,05; n 20; R=x. 
lg.R = 1g.B-+H1g.2+nlg.(14+ 2) —1g. [(1+2)"— 1} = 5,9044049. 
R —= 802425,7. 


Beifp. über Nr. 6. Jemand erhält für ein Capital von 5000,P eine 
jährliche Xeibrente von 300.P. Auf wie viel Jahre hat man die Lebensdauer 
des Rentners veranfchlagt, wenn man bei der Rechnung einen Zinsfuß von 
4 Proc. zu Grunde legte? 

Aufl. B= 5000.8; BR = 300.8; z= 0,04; 1+z= 104; n =x 


Bz = 200 
R— Bz = 100 
l18g . R—lg.(R—Bz) _ 
2 = — —— = 17,67. 
Die Bedeutung des Bruches in n erklärt fi aus $. 484. 
8. 488. 


Zuf. 1. Ein befondered Intereffe bieten die Reſultate der Gleichungen 
4 u. 5, wie ſich diefelben unter der Borausfegung von n = 00 geftalten, d. 5. 
unter der Dorausfepung, daß die Rente niemals aufhört. Es wird 


B=-2 m; R=Bı @ 


d. b. das Ablöfungscapital einer ohne Ende fortlaufenden Rente (im engeren 
Sinne des Wortes Ablöfungscapital genannt) muß fo befchnffen fein, 
daß feine Zinfen, Bz, gleich find der Rente; ein Refultat, deffen unmittelbar 
zu erfennende Richtigkeit dann eine unmittelbare Ableitung der beiden vorftehen- 
den Gleichungen geben würde. 


Beifp. Eine Gemeinde wünſcht einen alljährlich zu entrichtenden Zehnten 
von 75.P abzulöfen. Welches Ablöfungscapital wird fie erlegen müffen, wenn 
man 4, welches, wenn man 5 Proc. Zinfen rechnet? 

75 75 


g. 489. 


Zuſ. 2. Eine bem̃erkenswerthe Klaffe von Aufgaben über Gleichung II 
bilden foldhe, in denen das R ald ein aliquanter Theil von B, meiftend als 
Zinfen von B nad) irgend einem (hoben) Zinsfuße z’, alſo R— B.z‘ angegeben 
ift. Die drei Aufgaben der allgemeinen Gleichung ziehen fich zufammen auf 
die beiden befonderen, in welchen der gegenfeitige Jufammenhang von n u. z’ 
au beflimmen iſt. Als Beiſpiel diene die folgende 

Aufg. Man verzindt einer Ereditlaffe ein von ihr angeliehenes Capital B 
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zu dem (höhern) Zinsfuße =’ (etwa 6 oder 7 Proc.), um allein durch folde 
Zinszahlung in einer Reihe von Jahren, n, die Schuld, das angeliehene 
Capital zu tilgen (au amortifiren), Nah wie viel Jahren wird 
die Schuld getilgt fein, wenn der übliche Zinsfuß z ift; und umgelehrt: zu 
welchem Zinsfuße z’ wird man das angeliehene Capital verzinfen müſſen, um 
e8 in n Jahren allein durch Zindzahlung getilgt zu haben ? 
Aufl. Betrachtet man die nad dem höheren Zinsfuße =’ gezahlten jähr⸗ 
lihen Zinfen, Bz’, ald jährliche Rente, fo geht die Gleichung 
RB. sitz" 
(1 5)-1 


Bu 
(+2) — 2 
Daraus ergeben fi die beiden Auflöfungen: 
vo sitz" 
(1+z2)’—1 
lg. 2’ — Ig.2’— z 
(142) 
in welchen beiden Formeln fomit die Auflöfung der beiden hierher gehörigen 
Aufgaben enthalten ift. 
Anm Durch Einführung von Procenten p' —= 1002, u. p = 100z, 
nehmen die beiden angeführten Formeln die Geftalt an 


‚_ __d00+p" _..Jgep'—1g.(p'—p) 


(100 + p)® — 100%’ N" = 7.(100-F pP) — 18.100 " 
Beiſp. f. unten Nr. 24 u. 23. 


über in 





(9) 





n = (10) 


8. 490. 


Dritte Hauptaufgabe der Reutenrechnung. 
Den Endwerth & einer Forderung zu berechnen, Die aus einem bar exrlegten 
Gapital C, fammt einer n mal wiederkehrenden, am Ende des erfien Jahre 
zum erften Male zahlbaren Rente R befteht, bei dem Zinsfuße z. 


Auf. D= E4S — Ca+7 Ram! (II). 


Bew. Das bar erlegte Capital C hat am Ende des nten Jahres nad 
$. 476 den Endwerth E = C(1-4+2)". 


Die n mal miederlehtende Rente R hat am Ende desfelben nten Jahres, 
d. 5. in dem Augenblide, wo die letzte, nte Rente bezahlt wird, nach $. 483 
na 
den Endwerth 8 r. UI II. 
Demnach hat die aus beiden Theilen fi) zufammenfegende Summe, 3, am 
Ende des nien Jahres den Werth 
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E48 = cat tt | 
>= E+4S=C(1l+2z)’-HR. MD nahm 
Anm. Kine fehr ſchoͤne Ableitung des Ausdrudd für Z und ebenfo für 


I‘ (8. 492) auf Grund eineg andern Borftellung der Sache giebt Heis 8. 84 
Ar. 48 in der Form 


2 (+ )e+mT&. 


8. 491. 

Znf. In der Gleichung III liegt für uns die Auflöſung von vier Auf- 
gaben, je nachdem diefelbe für 2, C, R oder m aufgelöst wird; die Auflöfung 
für z führt auch Hier auf eine unreine Gleichung höheren Grades, und ift 
darım für und unbrauchbar. Gteflen wir diefe vier Auflöfungen zufammen, 
fo find es bie folgenden: | 


2 = Cl+®-R. era Zi — 


(III u. 11) 


C= —— — (12) 


| R= 212 -Ci+m®:fatn?—ı1} (19 
Aus (Cz+-R)(1+2)" = %z-+R folgt 
_ 3 Te in 
ig. (1 
8. 492. 
Anf. Würden die obigen Renten des $. 490. dem Beitande des erſten 
Barcapitald C am Ende jedes Jahres abgenommen, ftatt zugelegt, fo würde 


der Endmwerth 2 von der Summe E-+S übergehen in die Differenz 
E— 8, und demnach, wenn wir ihn als dieſe Differenz mit 2’ bezeichnen, fein: 


— Ct+9p alt! (m, 
woraus ohne weiteres noch die Auflöfungen 


Car + :(1+2)? (18‘) 


R=z/C(1+ 2)”— 2’) {a+9°— 1} (18) 
18. (X - R)—1g.(Cn— BR) 
16.4Fy 
lg. (R— %’z)Ig.(R— Cz) 
lg.(1+ 2) 
folgen, die von den entfprechenden Auflöfungen des $. 491 nur dadurd unter 
fehieden find und dadurch aus ihnen hervorgehen, daß hier —R an die Stelle 
des dortigen R tritt. 
Anm. Für die Einführung des Barwerths B und B’ hiegt in der Natur 


(14) 


(14‘) 


oder = 
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der fraglihen Aufgaben für 2 und 2° kein befonberer Grund vor, und laffen 
wir darum eine blos theoretifche Darftellung derfelben ganz außer Adi. 


Die zweite Form der Gleihung für n wird man zu nehmen haben, wenn 
R > Cz und dann um fo mehr R —> 2% ift (Beifp. f. unten Rr.30 u. 31). 


8. 493. 
Anf. Die vier Formeln des vorigen Paragraph finden ihre vorzüglichfie 
Anwendung in dem Falle, mo 2’ —= 0 geſetzt wird, wodurch die allgemeine 
Gleichung für 2’ übergeht in 


Cat rat 1. 02:1 
2 z(1+2)° 
d. h. für in die 8.486 aufgeführte f. g. Rentengleihung, wo hier C die Stelle 
des dortigen B vertritt. Wie demnadh die Aufgaben dieſes befonderen Walls 
von den Aufgaben $. 486 durdaus nicht verfcieden find, fo bedarf es feiner 
neuen Beifpiele dafür, fondern find dazu die obigen unverändert anzuwenden. 


8. 494. 


Bierte und fünfte Hanptaufgabe der Rentenrechnung. 
Den Endwertb S und den Barwerth B einer nmal, in Berioden 
von je m Jahren wiederkehrenden Rente R für den Zindfuß z zu berechnen. 


pp A+mamı—l 


14-zymu — 1 
—R._ IT 1 m, 
® {A+2)»—1}(1-+2)” M 
Bew. Zur Zeit der lebten, nten Rentenzahlung hat die erfte Rente 
(an — 1) Perioden, d. 5. m.(n— 1) Sahre hindurd auf Zinfen geftanden, und 
hat demnach den Endwerth R. (12)AI) (8,476). Ebenſo hat zu jener Zeit die 
zweite Rente auf Zinfen geftanden (n— 2) Perioden oder m(n— 2) Sahre, und 
hat demnach den Endwerth R(1 Hs) 79, und fo weiter hat febe folgende 
Rente eine Periode hindurch weniger. auf Zinfen geftanden, fo daß die nte oder 
legte Rente ald noch unverändert durch Sinfenbelegung einfah als R in ber 
fraglihen Summe auftritt. Bezeichnen wir demnad die Endiwerthe der erften, 
n 
zweiten, ... ntenftente mit &‘, €", ... €, fo ift 
GC — Ri + zZ)” 
E⸗ — R(i + zZ) 7.9) 
EC" — Ri+ge . 


S=R[I+U+D®HUHD TH... ++ m}, 
wo wir bie einzelnen E in umgetehrter folge von & zu @ Hinamufpegäpl 
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haben, um in der Klammer zu R eine fieigende Reihe, offenbar mit dem Er: 
Ponenten (1-+x)”, zu haben. Es ergiebt ſich demnad) ($. 448) 
SS — tt" , 
(1— -1 w. z. b. w. 

Da nun zweitens der Endwerth einer Barzahlung B am Ende des mnten 
Jahres, d. h. zu einer Zeit, für welche vorftehendes S berechnet ift, nach 8.476 
Bit z)”” ift, fo folgt aus B(1--z)"” — © (vgl. $. 486) 

Bu — — —— 
+9" |a+9"—- 1] +2)" 
welches dei oben aufgeftellte Ausdrud für B ift. 

Anm. Denken wir und die Periode von m Jahren ald ein großes 
Jahr, für welches der Zinsfuß =’ nad 8. 479 durch die Sleihung (1 -+z‘) 
== (1+2)” beſtimmt wäre, fo ift die ganze Entwidelung für S nur eine 
Wiederholung der Entwidelung für B in 8. 483. Es wäre 

GE = R(i —ae1 
E' — R(i 22? 


A+9®-1 
Ganz ebenfo ließe fi die Formel für B ableiten aus der für B des 8. 486, 
wofern man in der allgemeinen formel 
Br A 


(1 +2)” 
für (142) fegte (142). 
Aber auch auf eine noch andere Weife liege fi) die Zurüdführung von B 
auf B alfo vollziehen: 
Man beftimmt zunächſt die alljährliche Rente r, fo daß (8. 483) 
— ,.At9T—1, i Rz 
R=r. r ; dann aus diefem r — nach 8. 486 den 


Barwerth von m.n ſolcher Renten, d. h. 


B— .24 = RR At , wie oben. 
z(14+2)”" A+9a"—ı1la +9. 
$. 495. 


Bnf. 1. If der Barwertb für irgend einen andern Zeitpunft ald den An- 
fang der (erften) Periode zu berechnen, 3. B. für das Ende eines Jahres, wel⸗ 
ches das kte Jahr der (erften) Periode ift, oder dad (m — k)te vor dem Ende 
diefer Periode, fo berechnet man nad) dem vorigen $. den Barwerth für den 
Anfang der fraglihen Periode und beftimmt nad 8.476 den Endwerth des⸗ 
felben am Ende des kten Jahres ale 

Bd = B(142) = R — —1 (17) 

dar 1 Home , 
welcher Ausdrud für Be fi) ebenfo auch urſprünglich aus der Vorſtellung er» 


4714 Arithmetit. 


giebt, daß der Endwerih S für (mn—k) Jahre zu discontiren iſt, ober Auf 
aus dem Endwerthe S der Barwerth Be für eine Zeit zu beſtimmen if, die 
mn—k Jahre vor dem Ende der fraglichen Zeit liegt ($ 477. I). 

Beif p. 1000 .B in 5Ojährigen Zmifchenräumen 10mal Hinter einander 
zu beziehen, haben für deu Anfang der Zeit, d. h. für den Anfang der erften 
Periode, wofern man 4 Proc rechnet, den Barwerth 

3 — 1000. MT 1 __ 168 76 
(1,0450 — 1) (1,045%) IH 
für eine Zeit aber, wo man 4 Jahre vor dem Zahlungstermine der erfien 
Rente, alfo am Ende des 6ten Jahres der erften Periode fteht, einen Barwerth 


3, = B.1+2)° = 99,78.$. 


8. 496. 

Inf. 2. Die obige Kormel für B findet ihre vorzüglichfle Anwendung für 
den allermeiftens verfommenden Fall, daß die Perioden ohne Ende 
wiedertehren, d. h. daß n = oo ift. Für diefen Fall geht B über in 
den Auddrud 14 R 

zym 
gr Ur2® —— I 
(dA+2®—1}ıi4z)e (+2 — (+2 —1 vn 
und ber Bartwerth Be für das Ende des kten Jahres einer Periode (oder, 
was dasſelbe ift, für den Anfang eined Jahres, welches das (m — k)te vor der 
nächftfolgenden Rentenzahlung ift) in 


— or _ lt 
— Bil+zt —R. em) (VID. 

Beifp. Eine Domänenfammer hat die Berpflihtung, einer Gemeinde 
eine neue Brüde zu bauen, fo oft die alte unbrauchbar geworden if. Wenn 
nun ein folder Neubau durchſchnittlich alle 30 Sabre vorzunehmen iſt umd 
dann durchfchnittlich 7OO.P koſtet, mit welchem Lapital Tann die Kammer auf 
Grund eines Zinsfußes von 4 Proc. diefe Verpflichtung ein» für allemal ablöfen, 

a) zu einer Zeit, wo fie die Brüde eben neu gebaut hat? 
B) zu eiger Zeit, die 7 Sabre nach dem lebten Neubau liegt? 

Auf. R= 700; 1+z = 1,04; m = 80. 

700 - 
B— us ” 215,823, für a, 
Be = B.1,047 = 284,018, für ß. 

Anm. Eine höchſt ſchätzbare Tafel der Werthe von DB für Perioden von 
1 bis 120 Jahren, und von da in Intervallen von 10 Jahren noch bis 229 
Jahren für den Zinsfuß 3, 34, 4, 44, 5 Proc. enthält neben anderen fehr ni 
lihen Tafeln die „Waldmwerthberehnung von H. Cotta” in Zafel II. 


8. 497. 

Zuf. 3. Zur Vergleihung der Barwerthe zweier in mjährigen Perioden 
wiederkehrenden Renten, von denen die eine nur nmal, die andere ohne Ende 
wieberfehrt, bat man 
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(n) 1+ 2)” —1 
— R.— 12 (8, 494) 
(A+ 9" —1)1 +9 
() 1 
| B = — ($. 496) 


ö — — — — B— — 
IGT— »— 
(n) (&) 1 (®) 
B—B—— — . 
(142) 

Diefe Gleihung wird dazu dienen, den Barwerth einer periodifchen Rente 
in den meiften Fallen einfacher ald nad) 8. 494 zu berechnen. 

Man berechnet nemlich auf's einfachfte den Barmwerth einer ohne Ende 
fortlaufenden periodifchen Rente der gegebenen Art nad) 8.496, und zieht davon 


1 
ben Theil dieſes fo berechneten Werthes ab, welchen der Bruch —— a ir: * — angiebt. 


Für nur einigermaßen große m oder n nnd nicht allzu große B wird die⸗ 
fer Bruch » Br unter der Näherungsgrenze liegen und darum ganz 
außer Beachtung fallen, fo daß für alle Kalle der Art 

) 0 
B— B 
zu ſetzen iſt. In jedem beſondern Falle, d. h. für ein gegebenes (oder nach 


8. 496 leicht zu findendes) ® und ein ebenfalld gegebened m und n läpßt fi 
- immer leicht über die Zuaͤſſigkeit dieſer Gleichſetzung entſcheiden oder der Werth 


des Gorrectionsiheilee B·⸗— ‚ der dann noch abgezogen werden müßte, 
(1 (A-+ 2m zymn 
berechnen. 


Ein Beiſpiel der gedachten Art, wo das 8 von dem 8) nicht mehr zu 
unterſcheiden iſt, ſ. unten Nr. 886. 


g. 498. 


Uebungsbeiſpiele. 


1. 8R. Era — (5. 483). Gefudt: 


) S. 

1. Jemand legt zur Anfammlung eines Capitals jährlih 20 .B zurüd, 
die ihm ein Banquier zu 4 Procent Zinfeszinfen verwaltet. Wie groß ift fein 
Buthaben zur Zeit, wo er zum 2öften Male jene 20.P eingezahlt hat? Antw. 
832,918. 


2. Eine jahrlich fällige Pacht iſt ſechs auf einander folgende Jahre nicht 
bezahlt worden. Das Wievielfache derfeiden iſt am Ende des Tien Jahres 
zu zahlen, wenn man 5 Proc. Zinſeszins rechnet? Antw. Das 8,142fache. 


476 Arithmetit. 


2) RS. — —. 
1+2)"—1 

3. Wie viel müßte man jährli (am Ende des Jahres) zurüdlegen, um 
bei 34 Proc. zinfeszinslicher Benutzung deöfelben nad 31 Jahren ein Capital 
von 1690. angefammelt zu haben? Ant. 30.P (nahe). 

4. Ein Bater will jedem feiner 4 Kinder bei feinem Tode eine Summe 
von 1000.P auszahlen laſſen und zu dem Ende an eine Lebendverfiherungs 
anftalt jährlich eine beftimmte Summe einzahlen. Wenn dieſe Anftalt nun | 
nah den Sterblichfeitötabellen auf 20 ſolche Beiträge rechnet und einen Zink | 
fuß von 3 Proc. zu Grunde legt: melden jährlichen Beitrag wird fie fordem | 
müffen? Antw. 148,863 . | 

5. Gin Bater einigt fi mit einer Kaffe, die ihm 2800.P nad 4 Jahten 
zinslos zu zahlen fehuldig ift, dahin, daß diefe feinem Sohne, welcher feine 4 
Studienjahre anzutreten im Begriff ſteht, jährlih eine gleihe Summe auszahll, 
fo daß die Schuld in 4 Malen getilgt if. Wie viel bezieht der Sohn, wenn 
4 Proc. Zinfeszinfen gerechnet werden, a) wenn die Auszahlung zu Anfang, 
B) wenn fie am Ende jedes der 4 Jahre gefchieht? Antw. a) 634,02 4; 
B) 659,38 $. 


6. Wie groß würde die alljährliche Rente r fein, die an die Stell 
einer inmjäbhrigen Perioden miederlehrenden Rente R, bei den Zinöfuße, 


? ro R—— 6 i 
gefegt werden fol? Antw. r B darge (indem nur BR für 8 und 
m für n und r für R in der allgemeinen Formel zu fegen ift). 

7. Der Rein s Ertrag einer Wiefe, bei deren Benukung man alle 10 
Fahre an die Reihe fommt, ift zu 50,P zu veranfchlagen. Welcher jähr⸗ 
lien Einnahme ift diefed Nugungsrecht gleich zu feßen, wenn man eben an 
der Neihe geweſen ift und der Zindfuß zu 5 Proc. angenommen wird? Antw. 
3,975 . 

8. Jemand mwünfcht eine in Perioden von 80 Jahren wiederkehrende Gin 
nahme (etwa von einem Hochwalde) von 1000.B in eine jährliche Einnahme 
zu verwandeln und fein NRußungsrecht unter diefer Bedingung zu verfauftn 
Welche jährliche Rente wird er zu fordern haben, wenn er den gedadhten Ba 
fauf zu einer Zeit vollzieht, wo er eben die Einnahme einer abgelaufenen Pe 
riode bezogen bat, wofern ein Zinsfuß von 5 Proc. zu Grunde gelegt win! 
Antw. 1,03. 

9. Eine Gemeinde hat auf dem Grund und Boden einer andern de 
jedesmaligen Neubau einer Brüde zu beforgen, der durchſchnittlich alle 32 Jahre 
mit einem Koftenauftmande von 2500,B vorzunehmen ift. Sie wuͤnſcht dift 
Laſt gleichmäßig auf alle Jahre zu vertheilen. Welche jährliche Abgabe wirt 
ihr auf Grund eines Zinsfußes von 5 Proc. aufzulegen fein zu einer Zeit, de 
die Brüde eben neu gebaut war? Antw. 33,2005 PB. (Mblöfungkapiel 
664,021.P; die Berechnung der Zahlen für einen andern Beitpumtt folder M 
findung lehrt &. 495, f. Beifp. unten Rr. 82.) 
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_Ig.®R+S2)—IgR 
) n= g.(i+2) 
10. Wie oft müßte man jährlich 10,P zurüdiegen, um auf diefe Weife 
bei 4 Proc. Zinſeszins ein Capital von 1000 .B anzufammeln? Antw. Zwi⸗ 
Then 40 und 41 mal. 


11. Wie vielmal muß bei einem Zinsfuße von p = 4 Proc. Binfedzing 
ein Capital R zurüdgelegt werden, damit e8 ſich auf dieſe Weife zu dem 
m = 10fadhen der zurüdgelegten Summe anfammle? 


1 
Antw. n = )g. rm, lg. Bad = 85... mal. 








1 ger lÜtN I 5 486). Geſucht: 
z(i+2)" 
4) B. 

12. Semand, der eine jührlihe Penfion von 500 „B bezieht, wünfcht dies 
jelbe zu verkaufen. Was wird man dafür geben, wenn man annimınt, daß die 
Penfion vermöge der Alterd- und Gefundheitöverhältniffe des Penſionärs wohl 
noch zwanzig mal bezogen werde, und man fich einen Zinsfuß von 6 Proc. bes 
rechnet? Antw. 5734,96 .$. 

13. Mit welchem Capitale B ift eine Rente R = 560 „B, die noch 30 
auf einander folgende Jahre zu zahlen ift, abzulöfen, wenn 4 Proc. gerechnet 
werben? Antw. 9683,53 .$. 

14. Die Einnahme eined Staates gewährt einen jährlichen Ueberfhuß von 
500000 P. Man mill denfelben von 18 folgenden Jahren fofort zum Bau 
von Eifenbahnen verwenden und demgemäß eine Aprocentige Anleihe machen. 
Wie groß wird diefelbe fein? Antw. 6329 637 B. 


5) R=B. z1 +2 
(d-+zr—1 

15. Jemand, der mit den Aprocentigen Zinfen feines Capitals von 10000 .B 
nicht wohl austommen fann, will died Capital zum Ankauf einer Leibrente 
(Rente auf Xebendzeit) verwenden. Welche jährlihe Rente wird ihm zu ver- 
willigen fein, wenn man feine übrige Lebensdauer zu 20 Fahren veranfchlagt 
und obigen Zinsfuß beibehält? Antw. 735,756 „P. 

16. Man will eine Schuld von 10000.P, die man zu 5 Proc. verzinfen 
muß, in 10 jährlihen Terminen zu gleihen Summen abtragen. Welche Sums 
men find jedesmal zu zahlen? Antw. 1295,045 P. 

17. Eine 5procentige Staatsanleihe von 10 Millionen Thaler fol in 20 
Sahren zu gleihen Raten getilgt werden. Wie viel ift jährlich abzutragen ? 
Antw. 802 424,7. 





lg. R— 1g.|R — Bz| 


6) n — ig. (142) 
18. Eine Aprocentige Staatsanleihe von 6000000 „B wird mit einem 
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jährlichen Tilgungscapital von 300000 (für Capital⸗ und Zinſenſchuld) ab⸗ 
getragen. Nach wie viel Jahren wird die Schuld getilgt ſein? Antw. Bis 
auf einen kleinen Reit nach 41 Jahren; genau nach 41,08 Jahren. 

19. Jemand, der mit den Zinfen feine Vermögens von 10000 „PB nit 
wohl austommen kann, verkauft dies fein Capital gegen eime jährliche Reibrente 
von 600.P. Zu wie viel Jahren hat man die wahrfcheinliche Lebensdauer des 
Rentners veranfhlagt, wofern man der Rechnung einen Zindfug von 4 Proc. 
zu Grunde legte? Antw. Zu 28 Jahren (28,011). 

20. Eine Schuld von 12500 P.foll durch eine am Ende jedes Yahıs 
abzutragende Summe von 600 „B getilgt werden. In mie viel Jahren wird 
das gefchehen können, wenn man 24 Proc. rechnet? in wie viel Jahren, wenn 
man 4, wenn man 5 Proc. rechnet? Antw. In 29,8 Sahren; im ziveiten 
Falle wird n unendlich groß, im dritfen Kalle imaginär (ig. negativer Zahlen). 


7—10) (88. 488 u. 489.) 

21. Mit welchem Gapitale ift eine alljährliche und ohne Ende wiederkeh⸗ 
rende Rente von 95 „PB abzulöfen, wenn man den Zinsfuß zu 4 Proc.; mit 
„weihen, wenn man den Zindfug zu 5 Proc. annimmt? Antw. 2375 .$, 
1900 ꝓp. 

22. Mit welchem Capitale ift obige (Nr. 13) Rente von 560.P abzulöfen, 
wofern diefelbe ohne Ende fortläuft? Antw. Mit 14000 .$. 

23. Gin Gutsherr überläßt feinem treuen Diener und deifen Nachkommen⸗ 
[haft auf ewige Zeiten ein Grundftüd von einem Rein» Ertrage von 500 .P 
gegen einen f. g. Erbenzind von 4 Proc. Wie groß ift diefer jährlihe Erben⸗ 
zins? Antw. 24 PB ($. 488). 

24. Eine Schuldentilgungsanftalt verzindt die Gelder, die fie felbft an- 
leiht, mit 3 Proc. Wie viel Proc. muß fie von ihren Schuldnern nehmen, 
wenn diefelben ihr Schuldcapital durch bloße Zinszahlung in 30 Jahren bei 
ihr getilgt haben follen? Antw. 5,1010 Proc. ($. 489). 

235. Cine Greditanftalt laßt ſich von ihrem Intereſſenten p‘ — 5 Proc. 
bezahlen, berechnet fich felbft davon aber nur p=3 Proc. In wie viel Jahren 
wird der Intereffent durch bloße Zinszahlung fein Schuldcapital getifgt baden 
Antw. In 30,99 —= 81 Jahren. 

_Igr—Ig.(@—z) __1g.p—1g.(p—p) 
— ig. (12) lg. (100-+-p) —Ig. 100 6. 189). 


n 
Hull. Z=E+S. = ca+rtr tt! Es. 490 u. 499). 
Geſucht: 
11) Z u. 2“. 

26. Ein Waldhoden wird mit Kiefern bepflanzt. Die Koften ber erſten 
Anlage betragen 9 „PB, die jährlihe (Grund-) Steuer 10 gr. Was wird ber 
Wald am Ende des SOften Jahres (mo er gefällt wird und einen Ertrag von 
300 «P giebt) gekoftet haben, wenn 5. Proc. gerechnet werden? Antw. 769,796 P. 


0 
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27. Aus einer Fort von C == 10000 Klaftern werden jährlich R 5000 
Klafter ausgehauen. Wie groß wird der Forfibeftend nah 10 Jahren fein, 
wofern der jäͤhrliche Zuwachs zu 2 Proc. angenommen wird? 

12) C. 

28. Ein zu 4 Proc. angelegte Capital ift am Ende jedes Jahrs außer 
den Zinfen nod) um 450-.B vermehrt worden und ift Dadurd nach 8 Jahren 
zu 9264.P angewachſen. Wie groß war das Capital? Antw. 3739,389 . 

13) R 

29. Jemand gewinnt 6000 und wünſcht diefe Summe in 10 Jahren 
auf 16000 zu bringen. Wie viel muß er am Ende jedes Jahrs noch zu: 
legen, wenn er Gelegenheit hat, das Capital zu 5 Proc. Zinfeszinfen anzu⸗ 
legen? Antw. 495,04 „p. 

14) n. “ 

30. Wann wird obige (Nr. 18) Aprocentige Staatsanleihe von 6 000 000 ,P, 
auf welche jährlich ein Capital von 300000 „B abgetragen wird, bis auf bie 
Hälfte, d. h. bis auf 3000 000.8 getilgt fein? Antw. In 28... Jahren. 


31. Nach wie viel Jahren wird eine Gapitalfchuld C dur einen jähr- 
lichen Abtrag R bis auf den kten Theil getilgt fein, wenn man einen Zinsfuß 


2 Grunde legt? 
au “ lg. (R— Cz)k —1g.(R— Cz) 


Antw. n = OO Ai) = 


Periodiſche Aenten. 


Da die Kormeln IV und V ($. 494) fein befonderes praftifches Intereſſe 
haben, fo folgen hier nur Beifpiele über 
_ _R mo At 
= om (I; = Bali (VII). 

32. Eine Gemeinde ift verpflichtet, auf dem Gebiete einer andern Ges 
meinde den Neubau einer Brüde zu beforgen, wenn die alte unbrauchbar ges 
worden ifl. Mit welchem Capitale kann fie diefe,Laft eins für allemal ablöfen, 
wenn die Brüde durchſchnittlich alle 20 Sahre neu zu bauen ift, die Koften 
eines Neubaues zu 1500 „B veranfchlagt werden und ein Zinsfuß von 4 Proc, 
zu Örunde gelegt wird, zu einer Zeit, wo 

a) die Brüde gerade neu gebaut iſt? Antw. Mit 1259,32 P. 
ß) vor 12 Jahren neu gebaut war? Antw. Mit 2016,21 P. 

33. Welchen Barwerth hat bei der Annahme von 4 Proc. Binfeszind das 
Mitbenutzungsrecht einer Wiefe, wenn man dabei alle 10 Sabre an die Reihe 
kommt und dann auf einen Rein-Ertrag von 100 PB rechnen Tann, 

a) zu einer Zeit, wo man eben an der Reihe geweſen ift? Antw. 208,227 . 
PB) wo man nad 3 Jahren wieder an die Reihe fommi? Antw. 274,013 .$. 

34. Ein Hochwald giebt durchſchnittlich alle SO Jahre einen Rein-Ertrag 
von 1000 .P. Man will fein Eigenthumsrecht gegen eine einmalige Barzah⸗ 
lung für immer verlaufen. Wenn man dabei nun einen Zindfuß von 5 Proc. 


VI u. VII (8. 496): ® 


480 Arithmetit. 


zu Grunde legt, wie groß wird der Barwerth eines ſolchen Eigenthums ſein, 
a) zu einer Zeit, wo eben der Wald abgetrieben, d. h. jene Einnahme eben 
bezogen ift? PB) zu einer Zeit, wo man nur noch 10 Jahre vor einer nächſten 
Einnahme der Art flebt? Antw. 20,592 .P und 626,556 .P. 


85. Wie groß ift der Barwerth einer Rente von 560 “P, die erſt alle 40 
Fahre wiederfehrt, «) wofern fie nur noch 30mal, B) mwofern fie ohne Ende in 
diefen Zwifchenräumen zu beziehen ift? Antw. 147,329 „B ohne Unterfchied. 
($. 497.) 


Aufgaben, die aus obigen einfachen Aufgaben mehr oder weniger 
zufammengefeßt find. 


36.” Jemand will n = 21 Sahre hindurd zu Anfang eines jeden Jahrs 
eine beflimmte Summe R = x zahlen, damit nad) Verlauf der 21 Jahre er 
felbft oder ein Anderer n’ = 8 Jahre hindurch eine jährliche, Ende eines jeden 
Jahrs zu zahlende Rente R’ — 600 „B genieße. Wie groß ift die jährlich zu 
zahlende Summe, wenn die Zinfen zu p = 44 Proc. (z = 0,045) gerechnet 
werden? (Heis $. 84 Nr. 64.) 

Aufl. Den drei verfihiedenen Zeitpunkten, auf welche die Rechnung zweck⸗ 
mäßig zu beziehen ift, entfprechen die drei folgenden in ihren Reſultaten über⸗ 
einſtimmenden Außlöfungen : 

a) auf’8 Ende des 29ften (n--n‘)ten Jahrs bezogen: 

mR. arHntt _ „at * —, 
2 

B) auf den Anfang des erſten Jahrs, d. h. auf den Zeityunt der erſten 
Einzahlung bezogen: 

R. —1i —= ER. a4. 
"arg (+ te 

y) am beften auf3 Ende des 21ften Jahrs bezogen: 

a tn —1 —A. LA. 
z(14-32)" 

Immer R = 112.10 $. 

37. Jemand will 12 Jahre hinter einander an eine Kaffe einen jährlichen 
Beitrag zahlen, um dann 40 Jahre hindurch eine jährliche Rente von 200 «P 
beziehen zu laffen; am Anfange des erjten Jahre wird der erfte Beitrag gezahlt, 
am Ende des 13. Jahre die erfte Nente bezogen. Wie groß wird der jährliche 
Beitrag fein, wenn 5 Proc. gerechnet werden? Antw. 193,74 „P. 

38. Wenn nad) bewährten Sterblichfeitö» Tabellen die mittlere Dauer 
einer Ehe (eines AOjährigen Mannes mit einer SOjährigen Frau) zu 20 
Jahren, die muthmaßliche Lebenödauer diefer Frau aber zu 35 Jahren ans 
genommen wird: mit welchem bar zu erlegenden Gapitale, oder zweitens, mit 
welcher jährlih und zwar zu Anfang eines jeden jener 20 Jahre zu entrichten» 
den f. g. Prämie würde eine am Ende jedes jener 15 Jahre zu zahlende 
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Witwen-Penfion von 300 .B erfauft: werden mäffen, wenn 4 Proc.. Zinfeözing 
gerechnet werden? Antw. Mit 1522,2867 ; 107,7045 P. 

39. Jemand, der nad) den Sterblichkeitstafeln noch 25 Jahre zu leben 
bat, kauft feine Frau, die ihn nach denfelben Tafeln um 10 Jahre überleben 
wird, zu 300 .P Penfion in eine Witwentaffe ein. Welchen jährlichen Beitrag hat 
er zu zahlen, wenn 44 Proc. gerechnet, die Beiträge zu Anfang jedes Jahre, die 
MWitwenpenfion aber zu Ende jedes Jahre, und zwar zum erften Male am Ende 
des Jahrs, welches auf das Sterbejahr des Mannes folgt, bezahlt werden? 
Antw. 50.B 29 gr 29. (Eike) 

40. Semand hat einen jährlihen Gehalt von b.B und erbt num ein Car 
pital von af. Er will von den Zinfen des Iektern jährlid) ein Beftimmtes 
zurüdlegen, fo daß er nach n Jahren von dem derzeitig angefammelten Capitals 
beftande an Zinfen allein fo viel hat, ald jest und bis dahin an Zinfen und 
Gehalt. Wie viel Zinfen darf er jährlich verbrauchen? welches wird fein Ber: 
mögen nad) n SZahren fein bei einem Zinsfuße z? (Eibe.) 

n 
b und „aha 
(14 2)" 2 (1-4 2)° 

41. Wie groß würde die jährliche Nente des in Aufg. Nr. 8 gedachten 
Berkaufs fein, wofern der Verkäufer ſchon in 10 Jahren die volle Einnahme 
einer SOjährigen Periode haben würde? Antw. 81,328.P. ($. 496. VII und 
&. 488.) 

42. Ein Waldboden verfpricht alle 40 Sahre einen Ertrag von 200 “PB 
und ift mit einer jährlihen Grundfteuer von 5 gr belaftet. Welches ift der 
Barwerth eines ſolchen Bodens zu einer Zeit, wo der Wald eben abgetrieben 
ift, «) bei 4 Proc., B) bei 5 Proc. Zinfeszing? Antw. a) 49,319.P; B) 29,253 .$. 

43. Ein Schuldner hat nah n—= 10 Jahren ein einften® geliehened Ca- 
pital C = 10000 4 zurüdguzahlen, dasfelbe bi8 dahin aber zu dem unges 
woͤhnlich hohen Zinsfuße p! — 8 Proc. zu verzinfen. Mit welcher Barzahlung 
B kann er die Schuld tilgen, wenn der übliche Zindfug zu p = 4 Proc. ans 


genommen wird? Antw. B— ‚iata’—i}te 
z(14+2)" 


D_ _B 
immer, 2 = 205 = 0,08; 2= 10, = 0%. 


(Nah unrihtigen Principien in „Stampfer’s Tabellen» Sammlung“ 
berechnet.) 

44. Man will eine Schuld, die man in nm auf einander folgenden Jahren 
zu gleichen Theilen abzutragen hat, auf einmal ganz bezahlen. Wann (mitt- 
lerer Zahlungstermin) wird das gefchehen Are bei einem Zinsfußez? 

nlg.(14+z)-+1g.n-+1g.z—1g. A+2)°—1} 

Antw. Nach — — — —— — — — Jahren. 

ch 18. (142) Jah 
Die Auflöſung wird einfacher, wenn man berechnet, wie viel Jahre (y) 
vor dem letzten Zahlungstermine man das Ganze zahlen müßte. Man findet 
_ ie. {a+ 2)" —1}—1g. n—g.= 
lg.(1+-2) 
Helmes, Elementar⸗Mathematik. L 31 


Antw. az— 





— 13244,5.P, wo, wie 
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45. Drei Höfe befipen eine Wiefe von 3 Morgen als gemeinfames Eigen, 
thum in der Weife, dag in je 3 auf einander folgenden Jahren abwechſelnd je 
ein Hof das ganze Wiefenftüd aberntet. Als eben A die Ernte der Wiefe ge 
babt hat, befchließt man, diefelbe für die Zukunft zu theilen, fo daß künftighin 
Jeder jedes Jahr feinen Antheil für fi benugt. Wie viel würde ein Jeder zu 
feinem Antheile erhalten, wenn man bei der Abfindung einen Zindfuß von 
4 Proc. zu Grunde legt? 

Wie viel müßten die Einen herausgeben, die Andern ald Entihädigung 
empfangen, menn jeder einen Morgen zu feinem Theile erhalten jollte und 
der Neinertrag des ganzen Wiefengrundes zu 30 .B veranfchlagt wird? 

Antw. Die drei Antheile verhalten fih we 1-2: 1 -2):1 = 
1,0816:1,0400: 1 und betragen demnach 

1,039 470 Morgen; 0,999 486 Morgen und 0,961 044 Morgen. 
Als Entfhädigung hat 
A zu empfangen 9,8675. ; B zu zahlen 0,1285.B; C zu zahlen 9,7390 ..2. 


XV. Abfehnitt. 
Die Combinationslehre. 


8. 499, 

Erkl. Die Aufgabe der Kombinationslehre ift, die Anzahl 
und die Arten aller möglihen Zufammenftellungen oder Berbia- 
dungen gegebener ‘Dinge zu unterfuchen. 

Die gegebenen Dinge werden durch Ziffern oder Buchitaben 
dargeftellt und unterfohieden, und die aus diefen gebildeten Zu- 
fammenftellungen beißen Gomplegionen oder Formen, die 
Ziffern oder Buchftaben die Elemente derfelben. 

Ein Element beißt ein höheres (fpätered), wenn e3 in 
der natürlichen Reihenfolge der Ziffern oder der Buchftaben das 
höhere (fpätere) ift; eine Form beißt eine höhere, wenn in ihr 
auf einer gleich hohen oder höhern, d. h. frühern Stelle, von 
links nah rechts gezählt, ein höheres Clement vorfommt. 
So ift 1423 eine höhere oder fpätere Form ald 1342 und diefe 
wieder höher als 1324. 

Kommt dasfelbe Element mehrmald vor als derfelbe Bud- 
ftabe oder diefelbe Ziffer, fo wird e8 ein wiederholtes Ele— 
ment genannt; Tann ein Element fo oft wiederholt werden, als 
die Form Elemente hat, fo heißt e8 ein unbedingt wieder: 
holbares Element. 
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1. Kapitel. 
Die drei Arten von Formen. 


I. Die Permufationen. 


$. 500. 

Erf. Die Zufammenftellung oder Reihenfolge einer gege- 
benen Anzahl von Elementen auf alle mögliche Weife ändern, fo 
jdoh, daß in jeder Form alle Elemente zugleih vorkommen, 
beißt diefelben permutiren oder verfeßen. 

Die Anzahl aller möglichen Permutationdformen aus n Ele: 
menten (die Bermutationdzahl von n) wird bezeichnet durch Pin); 
fommen unter den Elementen a gleiche Elemente einer Art, 8 
gleiche einer andern Art ꝛc. vor, durch E n ) 

a,ß,... 
$. 501. 

Anfg. Alle möglichen Permutationdformen aus den Elemen- 
ten 1, 2, 3, ... der Reihe nah zu bilden. 

Aufl. (für die vier Elemente 1, 2, 3, 4. Man bilde die 
niedrigfte Form ($. 499) dadurch, daß man die Elemente in ihrer 
natürlichen Folge von links nad) recht? auf einander folgen läßt, 
jo daß alfo fein höheres Element vor einem niedrigern hergeht, 
ala 1234. 

Man erhöhe alddann diefe niedrigfte Form, und ebenfo wies 
der die fo erhöhte, und fo weiter, jede neue Form fo fpät als 
möglich und fo wenig als möglich, d.h. man erhöhe nicht 
eher eine frühere, weiter nach links ftehende Stelle, ald 6i8 man 
eine fpätere, weiter nach recht ftehende nicht mehr erhöhen kann; 
erhöhe diefe Stelle dann jo wenig wie möglich und laffe auf 
diefe erhöhte Stelle die übrigen verfügbaren Glemente in ihrer 
niedrigften Form, d. h. in ihrer natürlihen Ordnung folgen; 
und febe dies Verfahren fo lange ald möglich fort, d. h. fo meit 
fort, bis feine Erhöhung mehr möglich ift, welches ſich dadurch 
anfündigt, daß fein niedrigered Element mehr vor einem höhern 
hergeht oder daß in der höchften und lesten Korn die gege- 
benen @lemente in umgefehrter Ordnung auf einander folgen, 
ala 4321. So find alle möglichen Permutationsformen gebildet. 

31* 
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Beiſp. 1234 | 2134 | 3124 | 4123 
1243 | 2143 | 3142 | 4132 
1324 | 2314 | 3214 | 4213 
1342 | 2341 | 3241 | 4231 
1423 | 2413 | 3412 | 4312 
1432 | 2431 | 3421 | 4321. 


Bew. Man hat die Formen von der niedrigften an bis 
zur höchſten hinauf nach einem Gefege gebildet, welches Feine 
zwifchenliegende Formen überfpringen ließ, denn fonft müßte man 
einmal eine Form nieht fo wenig ala möglich erhöht haben, 
was gegen Die Borausfegung if. Auch kann nicht eine und die- 
felbe Form mehrmal vorfommen, weil jede folgende Form höher 
al® die vorhergehende ift. ine höhere Form endlich als die letzte 
kann es ebenfalld nicht geben. Somit treten nad) dem aufgeführ- 
ten Bildungsgefege alle möglichen Formen und jede nur einmal 
auf, w. 3. b. w. 

Zuf. Auflöfung und Beweis ändern ſich nicht, wenn ein oder 
mehrere Elemente mehrmal vorfommen. So find die Permuta- 
tiondformen aus den Elementen 111223 die folgenden: 

'111223 | 112231 | 121123 | 122113 | 131122 
111232 | 112312 | 121132 | 122131 | 131212 
111322 | 112321 | 121213 | 122311 | 131221 
112123 | 113122 | 121231 | 123112 | xc. bi® zur legten 
112132 | 113212 | 121312 | 123121 | u. fechzigften Form 
112213 | 113221 | 121321 | 123211 | 322111. 

$. 502. 

Lehrſ. Die Permutationdzahl von n (verfhiedenen) Elemen- 
ten ift nmal fo groß als die Permutationdzahl von (n—1) Ele⸗ 
menten. Pin) = nPan-i). i 

Bem. 1). (analytifh). In den aus n Elementen gebildeten 
Permutationdformen fteht nach einander jede® Element an der 
Spiße einer Gruppe von Formen, wie im obigen Beifpiele nad 
einander 1, 2, 3, 4 an der Spibe folder Gruppen ftand. 

Es fteht aber jedes Element an der Spibe fo vieler Formen, 
als fih durh Permutation der anderen (a — 1) Elemente außer 
ihm bilden laſſen, d. h. an der Spige von Pin—ı) Formen, im 
obigen Beifpiele an der Spibe von Pes) = 6 Formen. Mithin 
it Po) = n.Pa-i), w. 3. b. w. 

2) (fpnthetiih). Jedes neu hinzulommende nte Element fann 
zu jeder der aus (n— 1) Elementen bereits vollftändig gebildeten 
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Permutationsfodmen ſo hinzutreten, daß es nach einander jede der 
nunmehrigen n Stellen der neuen Formen einnimmt. Dadurch 
werden alfo aus jeder Form von (n—1) Elementen n {formen 
von n Elementen gebildet, d. h. Pin) = n.Pa-—i1), m. z. b. w. 


$. 503. \ 

Folgeſ. Da Py =1, fo ift Pa) = 2.1, Pa) = 3.2.1, 

allgemein: 
- Pay = n.n—1)n—2)..... 3.2.1. 

Das Product 1.2.3..... (n—1).n wird auch wohl kurz 
durch nn! bezeichnet, fo dag man ſetzen kann Pin) = n! 

Beifp. Wie oft fönnen 4, 5, 6 Schüler die Reihenfolge ihrer Pläpe auf 
einer Bank verändern? Antw. 24, 120-, 720mal. 

$. 504. 

Lehrſ. Die Permutationdzahl von n Elementen, unter denen 
a gleiche Elemente einer Art, B gleiche Elemente einer andern 
Art, y einer dritten Art 2c. vorfommen, ift gleih der Permuta- 
tiondzahl von n Slementen dividirt durch das Product der Per: 
mutationdzahlen aus je fo viel Elementen, al® die Anzahl der 
gleichen Elemente anzeigt. p 
Satz. P n = — — 
en) Faro 

Bew. Man denke fi) alle möglichen Permutationdformen 
dern Elemente, unter denen a gleiche, B gleiche, y gleiche ꝛc. vor- 
fommen gebildet ($. 501) und febe ihre Anzahl = x. Ließe 
man nun zunähft die « gleichen Elemente alle verfchieden von 
einander werden und unterfchiede fie demnach 3. B. durch die 
Indices 1, 2, 3, ... a, die man ihrem gemeinfamen Zeichen bei- 
gäbe, fo würden fich aus jeder der obigen Formen, ohne an der 
Stelle der übrigen Elemente etwas zu ändern, fo viel neue For— 
men bilden laffen, ald man diefe nun unterfchiedenen a Elemente 
unter fi) permutiren könnte, d. b. alfo aus jeder der x Yor- 
men würden P(a) neue Formen werden, fo daß ihre Anzahl dem- 
nad x.P(«) wäre. 

Unterfhiede man nun zweitens in diefen neuen Formen 
x.P(a) au die B gleichen Elemente, etwa wieder durch die In— 
diced 1, 2, 3, ... B, an ihrem gemeinfamen Zeichen, fo würden 
fih wieder aus jeder der vorigen x.P(«) Formen dur bloße 
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Permutation der nun unterfehiedenen B Elemente, und ohne an der 
Stelle der übrigen Elemente etwas zu ändern, fo viel neue For- 
men bilden laffen, ald man diefe ß Elemente unter ſich vermu- 
tiren fönnte, d. h. alfo aus jeder der vorigen x. P(c) Formen 
würden PL) neue Formen werden, fo daß nun x. P(0) · Pig) die 
Anzahl aller möglichen Formen geworden wäre. 

Derſelbe Schluß ließe fih ebenfo auf die dritte Gruppe der 
x gleichen Elemente, und ebenfo auf jede andere etwa darin vor- 
fommende Gruppe gleicher Slemente anwenden; und man erbhielte 
demnach x. Pia). Pip)-Pey)- · · · Formen, wofern die vorher glei. 
hen Elemente alle verfchieden geworden wären. 

Man hätte dadurd aber zugleih auch alle Permutations- 
formen gebildet, die aus n verfhiedenen Elementen möglid 
wären, da feine gleiche mehr belaſſen find. 

Die Anzahl diefer Formen aber ift = Pin), mithin x. P(0) 
PP) ... — Po). 

Pn) 
— Pa: “e Im. | 
d.h. P —— = N. 
” Gr .) Pa-Po-Pop-  ” aBATT 
w. 4 b. mw. 
Beifp. 1. Wie vielmal laffen fih 6 Elemente permutiren, unter denen 
3 gleiche einer Art und 2 gleiche einer andern Art enthalten find? Antw. 
60mal (vgl. das Beifp. oben $. 501). 
2. Wie vielmal laffen fi die Buchflaben des Worts „Celle⸗ permutiren? 
Antw. 30mal. 





Zwei bemerfensmerthe Aufgaben über Permutationen (vgl. Heid 8. 90.6) 
nehmen mir in den beiden folgenden Paragraphen auf, um ihnen eine zwed⸗ 
mäßige Anordnung der Auflöfung beizugeben. 




















8. 505. 
Anfg. Die wienielte Permutationsform von aimpr ift prima? 
Aufl. 
| alimpr 
pla),imr)...../(3Pa = 72 Formen 
Orlalim|-.... 3Pa) = 18 
Vor ija|lm ‚geben ber iPe) = 2 
mialj..... 1Pı) = 1 " 
93 [2 


alfo ift prima die Y4fle Form. 
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Die Auflöfung wird zuſammengeſetzter und bedarf um fo mehr einer zweck⸗ 
mäßigen Anordnung, wenn unter den Elementen Gruppen gleidher Ele: 
mente vorfommen, wie in dem folgenden Beifpiele: 

Die wievielte Permutation von den alphabetifch geordneten Buchftaben 
ceiiinosssttuv ift der Saß „ut tensio sic vis“? (©. 490 Anm.) 
















































































Aufl 
Bor: gehen her: 
 cleiiinosssttuv (=14)... 2. 2 2 N En En nn —= 0 
a 345945600 
20: P(ı3) _Pus) _ P(ı3) 
ulcle ı1iinosssttv 4. —_-- 2518918400 
— PoPaPa! PoraPe Para) 172972800 
22 P(ı2) Pu) 18800 
t t . . .. 
_ tiefe iiinonsstv 4 Ps) P(s) P(2) Pe) P(s) P(e) = 1839916800 
2: Puıı) _Pan_ — —3333 
tſeſe i i Inosasv et ae tttttnn 6652800 
22: P(ı0) 
V  —a—— 0... 10. 0% .. 0 e = 1 0800 
elcliiinosas Ba) Pi 0 
nicliiiosssVv eo _ re 50240 
Ps) P(3) Po) P(s) . oT LT LT 1 08 1 0 0 30240 
oe. Pe) P(e) — ve 
sicliiiossv 2: Papa . EEE = | 3360 
le; Pın — 
icjiiossv Bette FE = 420 
oicli iss Yv ro Po [560 
| Pa)Po) De) ... 360 
; P6) P(s) _ [2 
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alfo iſt der Satz „ut tensio sic vis“ die 1115600 687ſte Permutation. 


Umgekehrte Aufgabe. 


acdensu? 


Aufl. 
ment a, c, d, ... 


8. 506. 
Wie heißt die 4008te Permutationsform von 


Auf der erften oder oberften Stelle fleht nad) einander jedes Ele⸗ 
an der Spitze einer Gruppe von Pie), = 720 Formen. Solcher 


Sruppen find alfo vorausgegangen 4007:720 — 5, und außerdem nod fo 
viel Formen als der Reft 407 anzeigt. 
Es fteht mithin an der Spite das 6te Element s, und ift nun meiter zu 
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fuchen die 408te Permutationsforın der übrigen Elemente acdenu, womit 
unfere Aufgabe wie ihre Auflöfung auf einer niedrigen Stufe (ein Element, s, 
weniger) wiederkehrt. 

Auf der erfien oder oberfien Stelle nad) ⸗ fieht nad einander jedes Ele 
ment a, c, d,... an der Spige einer Gruppe von Ps) — 120 Formen. 
Solcher Gruppen find alfo voraudgegangen 407:120 — 3, und außerdem nod) 
fo viel Formen ale der Reft 47 anzeigt. 

63 fteht alfo nad) s an der Spie der übrigen Elemente dad Ate Element e, 
und ift nun weiter zu fuchen die 48ſte Bermutationsform der anderen Elemente 
außer s und e, womit unfere Aufgabe wie ihre Auflöfung auf einer niedrigern 
Stufe (zwei Elementen, s und e, weniger) wiederfehrt ... 2c. 

Aus dem angegebenen Verfahren erklärt fi) nun ohne weiteres folgendes 
Schema der Rechnung: 

4007 :P(e) (= 720) = 5 (a,c,d, en) 














3600 Formen vor... .... slalcedenu 
407:P(5) (= 120) = 3 (a, c, d) 
360 Formen vor. -». . .» 2... elalednu 
41:P(4) (= 24) = 1 (a) 
24 Formen vor: . 2 2 220. . claldän u 
"23: P(s) (6) =3 (a,d,n) — 
18 Formen vor. ......... .ajaldn 
5:P(e) (= 2) = 2 (a, d) 
A Formen vor...» 2 2 220er njald 
1 Form vor. » 22er. AR 


Alfo gehen 3600-4 360-424 18-+-4-4+1 — 4007 Formen vor secunda ber, 
db. h. secunda ift die 4008te Form, bie gefordert mar. 

In ähnlicher Weile wie die Aufgabe ded 8. 505 wird auch die Auflöfung 
diefer Aufgabe zufammengefeßter, wenn unter den Elementen Gruppen gleis 
her Elemente vorfommen, wie in dem folgenden Beifpiele: 

Aufg. Wie Heißt die 13737fte Permutation von iiiimppssss (— 11)? 

Aufl. Un oberfter Stelle i, hat man P/ 10 \ = 12600 Formen bis 


8,3, 4 
mliiiippssss, von wo ab noch vorhergehen 13736 — 12600 — 1136 
Formen. 
Bei feftliegendem m an oberfter Stelle hat man für die übrigen 10 Gie 
mente i an zweiter Stelle in r( 9 1700 Formen, mithin liegt i fefl an 
3,24 


zweiter Stelle, man hat 
miliiippssss 
und von da ab noch 1136 Formen. 
Bon den übrigen 9 Elementen jteht an oberſter Stelle: 
a) i in 8 )” 420 Formen, von wo ab noch vorhergehen 
2,24 1136 — 420 — 716 Formen; 
B) p in r( 8% = 280 Formen, von wo ab noch vorhergehen 
8, 4 716— 280 — 436 Formen; 
DsinP, se — 560 formen; 
C 2,3 
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mithin liegt s feft an dritter Stelle, man hat 
misliiippsss 
und von da ab nod 436 Formen. 
Bon den übrigen 8 Elementen fteht an oberfter Stelle: 
a) i in r( 19 = 210 Formen, von wo ab noch vorhergehen 





2,2, 3 4386 — 210 = 226 Yormen; 
B) p in r( T ) — 140 Formen, von wo ab nod vorhergehen 
3,3 226 — 140 —= 86 formen; 


Vs in r( q ) — 210 formen; 
32,2 


— 
‚2, 


mithin liegt s feft an vierter Stelle, man hat 
miss jiiip pss 
und von da ab noch 86 Formen. 
Bon den übrigen 7 Elementen ſteht an oberfter Stelle i in F( u ) = 9 


Formen, ift mithin noch nicht überfehritten, und man bat feflliegend 
missil iippss, 
und von da ab noch 86 Formen. 
Bon den übrigen 6 Elementen ſteht an oberfter Stelle: 
a) i in r( 5 y= Formen, von mo ab noch vorhergehen 86 — 30 
8,9 — 56 Formen; 
B) p in P( 6 )* 0 Formen, von wo ab noch vorhergehen 56 — 30 
2,2 == 26 Formen; 
sin je: „0 Formen, ift mithin noch nit überfchritten, 
‚2 


und man hat feftliegend die 6 Elemente 
missisliipps, 
und von da ab noch 26 Formen. 
Bon den übrigen 5 Elementen fleht an oberfler Stelle: 
a) i in PL 4) = 12 Formen, von wo ab noch vorbergehen 260 12 
—= 14 formen; 
B) p in P(4) — 12 formen, von mo ab nody vorhergehen 2 Formen; 
sin PL 4 = 6 Formen, ift mithin noch nicht überfchritten, 
2,2 


und man hat feftliegend die 7 Elemente 
mississ liipp, 
und von da ab noch 2 Formen. 
Bon den 4 noch nicht feftgelegten Elementen fieht nun an oberfter Stelle 
i in Pag) = 3 Formen, ift alfo noch nicht überfehritten, und man hat feft- 
fiegend die 8 Elemente 
mississilipp, 
von wo ab noch weiter vorhergehen die obigen 2 Formen. 
Bon den 3 noch nicht feftgelegten Elementen fteht an oberfier Stelle: 
a) i in Peg) = 1 Yorm; bleibt vorhergebend eine Form; 
B) pin Pu == 2 formen; ift mithin noch nicht uͤberſchritten, und 
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men bat feſtliegend die 9 Elemente 
missiseiplip, 
von mo ab noch weiter, vorhergeht eine Form, an deren Spike eben i fleht, 
wodurh man auf 
mississippli 
als die 13737fte Form fommt. 

Anm. BWie der englifche Phyſiker Hooke, Zeitgenofie Newton’s, ſei⸗ 
nen Gap der Glafticität „ut tensio sic vis“ unter der Chiffre ceinostur 
befannt machte, in welcher er alle Buchftaben ded Satzes ihrer Reihenfolge nad 
neben einander fiellte (vgl. oben ©. 487): fe that es gleiherweife Galilei 
mit feinen beiden im Jahre 1610 gemachten Entdedungen, 

a) deö Ringes des Saturns, durch die alphabetifche Zufammenftellung ber 

Buchftaben aus den an einen Herameter erinnernden Worten: 

Altissimum planetam tergeminum observavi, 
B) des Phafenmerhfelö der Benus, durch eben foldye Anordnung der Buchflaben 
aus den Worten: 
Cynthiae figuras aemulatur mater amorum. 

Diefe Art myſterioͤſer Mittheilung gemachter Entdedungen war eine Ma: 
rotte des 17. Jahrhunderts; fie ficherte jedenfalld die Priorität einer Entdedung, 
deren öffentliches Bekanntwerden man gleihmohl noch verhindern wollte. 


IL Die Combinationen. 


8. 507. 

Erfl. Eine gegebene Anzahl von Elementen, n, auf alle 
mögliche Weife zu je 1, 2, 3, ..., allgemein zu je k Elementen 
zufammenfaffen oder verbinden, fo daß in feiner diefer Com—⸗ 
plerionen oder Berbindungen durchaus diefelben Clemente, wenn 
auch in anderer Reihenfolge, vorfommen, heißt jene n Elemente 
zur Hlaffe 1,2, 3, ... k combiniren. 

Die Anzahl aller möglihen Gombinationdformen der Klaffe k 
aus n Glementen (die Combinationdzapl der kten Klaſſe 


aus n) wird bezeichnet durch Cn). 

Bon den Combinationdformen aus Elementen, in denen ein 
und dasfelbe Element mehrmald vorfoınmt, verdienen nur die 
jenigen befonder® herworgehoben zu werden, in denen jedes Ele 
ment beliebig oft, alfo jedesmal auch fo oft wiederholt wer 
den darf, ald die Klaffenzahl der Combinationdformen anzeigt. 
Sole Combinationen mit unbedingt wiederholbaren Ele 


menten ($. 499) follen zum Unterfchiede von den vorigen mit Op) 
bezeichnet werden. 
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Da die Elemente einer Combinationdform in feiner andern 
in ihrer Gefammtbheit wieder vorfommen, weil ja eine andere Folge 
berfelben feine andere Form bedingt, fo ift es verftattet und aus 
vielen Gründen räthlich, in den Combinationsformen niemals ein 
niedrigered Clement auf ein höheres folgen zu laffen. Yormen, 
die diefe Bedingung erfüllen, heißen wohlgeordnete Formen, 
z. B. 1284, während biefelbe Combinationdform in der Geftalt 
2134 eine ungeordnete heißen möge. 

Die Combinationdformen der erfteren Klaffen haben noch be- 
fondere Namen erhalten und heißen wohl Unionen, Binionen 
(oder Amben), Ternen, Quaternen, Quinternen ıc. 


$. 508. 

Anfg. Die Combinationen irgend einer Klaſſe, 3. B. der 
vierten, au8 einer gegebenen Anzahl von Elementen, 3.8. aus 6, 
zu bilden. 

Aufl. Man beginne die Bildung der Yormen mit der Zu- 
fammenftellung der niedrigften (4) Elemente 1234; erhöhe diefe 
Form und ebenfo wieder die jo erhöhte, überhaupt jede fo ber- 
dorgehende neue Form an fo fpäter Stelle wie möglid 
und fo wenig wie möglich (vgl. $. 501), jedoch ſo, daß 
niemals ein niedrigeres Element auf ein höheres. 
folgt; und ſetze dieſe Bildung der Formen in ſolchem Fortgange 
von einer niedrigern zu einer höhern ſo lange fort, bis keine Er⸗ 
höhung mehr möglich iſt, oder bis man zu einer Form gekom⸗ 
men iſt, welche die (4) höchſten Elemente in ihrer natürlichen Folge 
enthält: fo werden die nach folhem Bildungdgefege hervortreten- 
den Formen die Geſammtheit aller möglichen Formen überhaupt 
bilden; 3. B. in dem angenommenen Falle die Formen: 

1234 | 1245 | 1345 | 1456 | 2356 
1235 | 1246 | 1346 | 2345 | 2456 
1236 | 1256 | 1356 | 2346 | 3456.. 

Bew. Unter den Formen fommt nach dem angewandten 
Bildungdgefehe die niedrigfte und die höchfte vor, und in dem 
Uebergange von jener zu diefer fonnte feine übergangen werden, 
weil man fonft einmal in dem Uebergange von einer vorhergehen- 
ben Form zur folgenden die vorhergehende nit jo wenig wie 
möglich erhöht hätte, was gegen die Boraudfegung if. Auch 
kann nicht eine und diefelbe Form mehrmal vorkommen, weil jede 
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folgende Form hoͤher als die vorhergehende iſt. Somit treten nach 
dem aufgeführten Bildungsgeſetze alle möglichen Formen und jede 
nur einmal auf, w. z. b. w. 
Zuſ. Auflöſung und Beweis ändern ſich nicht, wenn unter 

den Elementen beliebig viele unbedingt oder bedingt wiederhol⸗ 
bare Elemente vorkommen. Demnach würden z. B. die Formen 
der dritten Klaſſe aus den unbedingt wiederholbaren Elementen 
1, 2, 3, 4 alfo zu bilden fein: 

111 | 122 | 134 |. 224 | 333 

112 | 123 | 144 | 233 | 334 

113 | 124 | 222 | 234 | 344 

114 | 133 | 223 | 244 | 444. 


8. 509. 


k—1))C; 
k —(K— n 
Lehrſ. Om) — udn) ZA} 


Bew. Die Anzahl der Combinationen der erften Klaffe 
aud n Elementen ift offenbar = n; ln) =-ı= . 


Um nun die Combinationen der zweiten Klaſſe aus n 
Elementen zu bilden, verbinde man jeded Element mit allen an 


deren Glementen, d. h. jede der Formen Ca) mit den (n—]) 
in ihr nicht vorfommenden Elementen, wodurh man n.(n—]) 
Formen erhält. Unter diefen fommt aber vermöge des genann⸗ 
ten Bildungsgeſetzes jede Combinationsform der zweiten Klaſſe, 
z. B. ab, zweimal vor, indem man ſowohl a, wie mit allen 
anderen Elementen fo auch mit b, ald auch b, wie mit allen ar- 
deren Elementen fo auch mit a verband, d. h. Ca) — u) 

Um aud den Combinationdformen der zweiten Klaffe die der 
dritten zu bilden, verbinde man wieder jede der Formen der zwei⸗ 


ten Klaffe, deh. jede der formen Ön) mit den (n—2) in ihr 
nicht vorfommenden Elementen, mwodurh man (n— 2) Co) — 


n. —* ) .(n—2) formen erhält. Unter diefen fommt aber 


vermöge ded angewandten Bildungsgefebed jede Combination® 
form der dritten Klaffe, 3. B. abe, dreimal vor, indem meh 
einmal a mit be, dann b mit ac und c mit ab, kurz der Reife 
nach jedes Clement mit den beiden anderen Elementen verband, 
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die als Amben in den Combinationdformen der zweiten Klaſſe 
__ n.n—1)(n—2) 
vorfamen; d. 5. On) = — ——. | 
Und ebenfo fommt, wenn man allgemein die Formen der 
kten Klafje au® den Formen der (k— I)ten Klaffe nad) folchem 
Berfahren bildet, indem man jede Form der (k— I)ten Klaſſe mit 
allen in ihr nicht enthaltenen (n—(k— 1)) Elementen verbindet, 
jede Form der kten Klaffe k mal vor. Denn indem man nad 
einander jeded der k Elemente wegdenft, hat man k verfchiedene 
Formen der (k — Iten Klafje; und indem man eine foldhe Form 
der (k— Dten Klaffe mit allen in ihr nicht vorkommenden Ele- 
menten verband, verband man diefelben auch mit den eben weg⸗ 
gedachten Elemente, wodurch man die Form der kten Klaffe mit 
den fraglichen k Elementen erhielt, und folglich ein und diefelbe 
Form auf kfache Weife, d 5. 


k—1 


Ca) = k w. 3. b. w. 
k n.a—1)(n—2)..... n— (k—1)) 
Bolgel. Ci) = — 1.2.3..... k j 


Beifp. Wie viel verfchiedene Gleihungen unter je vier Größen aus fünf 
giebt e8 (3. B. aus den 5 Größen der Progreffion; aus den 5 Beftandtheilen 
des Dreied8) ? Antw. 5. Wie viel unter je zweien aus drei (4. B. aus Radius, 
Peripherie, Yläche des Kreiſes)? Antw. 3. 


Anm. Gine mehr analytifche Ableitung des vorftehenden Ausdruds ent 
hält der folgende Paragraph. 


8. 510. * 
Lehr. 
no Zn DR-D nen) 
Pk). P(n—k) 1.2.3..... k 


Bew. Man denfe fih die Kombinationen der kten Klaſſe 
aus n Glementen vollftändig gebildet und jeder Form die in ihr 
nieht vorfommenden (n—k) übrigen Elemente, durch einen Strich) 
davon getrennt, angehängt; z. B. die Combinationdformen der 
dritten Klaffe aus 5 Elementen alfo: 

















(a) (B) 
123|45 12345 123 |45 
124 35 132145 12354 
125134 213145 
134125 | 231145 Rn 
135 |24 312|45 —. 

145 |23 321145 21 2 
234 |15 19435 
241 |35 X 
412 |35 
42135 
U. 


Sei die Zahl diefer Formen, d. h. Cm) — x. Permutirie 
man nun jede» diefer Formen fo oft, ald es angeht, während man 
aber die angehängten (n—k) Elemente einjtweilen in unverän- 
derter Stellung beibehält, wie dad an einigen Formen in (a) 
gefchehen, fo erhielte man ftatt jeder urfprünglichen Form fammt 
ihrem Anhange Pix) = 1.2.3.....k neue Formen und hätte 
fonah x.Pe&) folher Formen aus allen Elementen bei noch un— 
verändertem Anhange der jededinaligen (n—k) Elemente. 

Permutirte man nun wieder in jeder diefer neuen Formen 
(a) nur die angehängten n—k Blemente, während man die k 
Clemente der fraglihen Combinationsform unverändert läßt, wie 
das an einigen Formen in (8) gefchehen, fo erhielte man ft 
jeder der vorigen Formen (a) wieder Pn—k)—= 1.2.3..... (m —k)i 
neue Formen und hätte demnah nun im Ganzen x. P(x). Pa —k 
= x.1.2.3.....k.1.23.....(a—k) Formen erhalten. Die Anzah 
diefer Formen wäre aber offendar—=Pen), und man hätte demnach 
x.P(k).P(in—k) = Po) 


k P(n 
x = On) = Pe). Po 
(n—k—1)..... 
k n.nm—1)..... (n—&k—1)).m—k).....3.2.1 
x = = 9.0.12. 0 ——— 
— 2. aD... (a—k—D) (durch Aufheben 
— 1.2.3.....Kk Factor? 1.2.....(n 


mw. 3.b.w. 
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nk 
Folgeſ. Co) = On); 
d. 5. die Anzahl der Combinationdformen zweier Hlaffen, deren 
Summenzahl gleih der Anzahl der Elemente, ift gleih; 3. 2. 
(7) = Cm. Denn für jede Combination der kten Kaffe, die 
man audn Elementen heraus nimmt, bleibt in den übrigen (n—k) 
Elemienten eine Form der (n—k)ten Klaffe zurüd, und die eine 
Form ift nicht ohne die andere da. 
Mittelbar folgt ber Sat auch aus der Sdentität der Aus- 


drüde für Om) und Cm) nach der allgemeinen Form des $. 509, 
indem man für den Fall, wo k>4n, alfo k>n—k ift, den 
Dort gefundenen Ausdruck alfo ſchreibt: 








kn. al)... In — (n—k—1)}k.(k—1) 
Ca) = 1.2..... (n—k)(n—k—1) 
B. n -H..... (n—(n—k+1} a 
— 1.2.....n—k) = Ci) (8. 509). 
Anm. Aus dem Ausdrude für x (8. 510) = On = tm geht 





an P(on—k) 


die eine oder die andere Form des Refultate, d. h. die Form Ca) oder "Oi 
im Sinne des $. 509 hervor, je nachdem man den Factor Pix) = 1.2.....Kk 
oder, tie dort gefchehen, den Factor Pink) = 1.2.....(n—k) gegen den 
Zähler Pa) aufhebt. 
Zuſ. Soll die Geltung der allgemeinen Formel dieſes $. 
auch auf k = n audgedehnt werden, fo hat man das fonjt be- 
n 


deutungdlofe Zeichen On) = Ca) = 1 zu feßen. 
| 8. 512. 


k k—1 X 

Lehrſ. CAI) = Om) + Ci). 

Bew. Die Formen der kten Klaffe aus (141) Elemen- 
ten kann man fih in zwei Gruppen alſo vertheilt denken, daß 
die eine Gruppe alle Kormen der naͤchſt niedrigern, (K—1)ten Klaſſe 
aus allen Elementen außer dem einen, neu zulommend gedachten, 


(n —-1)ten Elemente enthält, alſo an Zahl On) Formen. 
Indem man nun jeder diefer Formen died neue (n—+-Lte, 

Element binzufügt, hat man eben fo viel Formen der kten 

Klaſſe aus (n+1) Elementen, d. h. man hat in dieſer 
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Gruppe ſo viel Formen der kten Klaſſe aus (n-+-1) Elementen, 
—1 


als der Ausdrud Cin) anzeigt. 

Außer diefer Gruppe bat man aber dann noch eine zweite, 
welche alle die Kormen der kten Klaſſe enthalt, welche ſich ſchon 
ohne Zuziehung ded neu zugefommenen (n—-1)ten Element? aus 
den n übrigen allein hatten bilden laffen, d. h. fo viel Formen, 


old der Ausdrud Co) anzeigt. 

Andere Formen aber als diefe beiden Arten, in denen da 
(n-+- 1}te Element entweder vorfommt, oder nicht vorkommt, kann 
es nicht geben. 5 ı x 

Demnach ift Ca+1) = Ca—1)+ Ca). w. z. b. mw. 

Anm. Ginen andern, mehr mittelbaren Beweis ded Satzes liefert bie 
Dergleihung der Ausdrüde für Car, Con und Om, wo offenbar 
(n+1)n. — ik ‚(0—k+2)_ n.(n—1)...n—k-+2 IB. n.n—1).. „eh 

(k—1)! 
wie man lich erkennt, wenn man das erſte Glied der rechten Se im Zähler 
und Nenner mit k multiplicirt, diefe ganze rechte Seite dann in 


n.(n—1) akt? (k+tn—k+1—=n-+1) 


zufammenzieht und den Factor (n-+-1) an die Spite des Ausdrucks febt, mo 
dur) er dann mit dem der Iinfen Seite identifch wird. 

Eine wichtige Anwendung des Satzes zur Bildung der Binomialcodfficien 
ten der fucceffiven Potenzen f. unten $. 524, Folgeſ. 1. 


Für die Bildung ber Combinationsformen aus Elementen, von denen 
einige oder alle unbedingt oder bedingt oft wieberholbar find (vgl. Klügel, 
mathem. Wörter. Combin. p. 452 Nr. 29), reicht die oben $. 508 aufgeftellte 
Regel des Fortfchreitend von niedrigern zu höhern Formen volllommen and. 
Für die Berechnung der Zahl der Formen heben wir jedoh nur den Haupt 
fall hervor, in welhem alle Elemente unbedingt wiederholbar find. 


$. 513. 

Lehrſ. Die Anzahl der Combinationen der kten Klaſſe aus n 
unbedingt wiederholbaren Elementen ift gleich der Anzahl der Com⸗ 
binationen der kten Klaffe aus (n-+-k—1) einfahen Elementen. 

k k — 

"Cn) = U(n+k—1) = 2. UT JMTPIe MATT, @+D Sp BE ert ) 

. Bew. Man denke fich alle möglichen Formen der kten Klafie 
aus den n unbedingt wiederholbaren Elementen fertig gebildet, von 
der niedrigften 1111... an bis zu der höchften nnnn... hinauf 
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Darauf denfe man fih in jeder diefer Formen jedes 
der auf 3 erfte folgenden Elemente in der Weife erhöht, daß 
das erſt⸗, zweit, dritte, ..... folgende Element jedesmal um 1, 
2, 3, ..... erhöht wird; ſo werden dadurch alle Wiederholun— 
gen der Elemente verſchwunden fein; aber ſtatt der nurſprüng— 
lihen Elemente wird man nun n+-k—1 Elemente in den For- 
men haben, denn eben zu k—1 neuen Elementen wird die an- 
geführte Erhöhung der höchſten Form nnn..... führen, während 
die Erhöhungen der vorhergehenden niedrigern Formen vermöge der 
allgemeinen Regel des Verfahrens nicht fo hoch auffteigen fünnen. 

Die fo entflandenen Formen kter Klaffe aus (n+k—1) 


Elementen werden aber die vollftändigen On+k—ı) fein; denn 
es ift nicht irgend eine Form diefer Art zu denfen, für welche 
k 


nicht ohne weitered in jenen'Cn) eine Form vorfäme, d. h. eine 
Form, aus der fie nach dem angeführten Bildungdgefege hervor- 
gehen mußte, wie beifpielähalber die Form 1234 aus 1111, die 
Form 1357 aus 1234 entitand. 

Demnad ift 


k k 
‘Co) = Ca+k-) = rk -beFe9.. are 
oder 
&, _ ma+Dn+2....a+k—]) 
a —— gg. 
w. 3. b. w. 


OL Die Variationen. 
8. 514, 

Erkl. Wenn man zwei oder mehrere Reihen von Elemen- 
ten (8.499) hat und aus ihnen Zufammenftellungen in der Weiſe 
bildet, daß man zu jeder Korm aus jeder Reihe ein Ele- 
ment nimmt, fo heißen vie dadurch gebildeten Formen Ba- 
riationdformen der gegebenen Elemente. 

Die Zahl der Elemente jeder Form flimmt überein mit der 
Zahl der Reihen und beftimmt die Klaffe der Formen. 

Bezeichnet man mit k die Anzahl der Reihen, mit n, p, q, 
X, ... die Anzahl ber Elemente der einzelnen Reiben, fo bezeich- 
net der Ansdruck Vin, p,g,r,...) die Anzahl aller möglichen Yor- 


men der genannten Art, d. h. die Anzahl der Bariationsfor- 
Helmes, Glementar-Mathematif. I. 32 
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men der kten Klaſſe qus n, p, q. r, ... Elementen der einzel⸗ 


nen Reihen. 
$. 515. 


Lehrſ. Vonan.. )=n.p.g.r.. | 

Bew. Jedes der n Elemente der Reihe I läßt ſich verbin- 
den mit jedem Glemente der Reihe II, und man erhält dadurd 
n.p Pariationdformen der zweiten Kaffe aus n und p Elemen: 
ten der beiden Reihen, d. h. Vo, p) = n.Pp- 

Jede diefer DBariationdformen der zweiten Klaife lägpßt jih 
nun verbinden mit jedem Elemente der Reihe III, und man erhält 
dadurch n.p.q Pariationdformen der dritten Klaffe aud n, p, q 
Elementen der drei Reihen, d. h. Yan, p,g) = n.p.q. 

Indem man nun fo bid zur kten Neihe weiter geht, erhält 
man allgemein x 

Va,p,ar, ...) n.p.q.r..., w. z. b. w 

Beifp. Auf wievielfache Weiſe laſſen ſich 3 ſchwarze, 2 weiße und 5 
rothe Kugeln zu je dreien ſo mit einander verbinden, daß von dieſen dreien 
die eine ſchwarz, die eine weiß, die eine roth iſt? Antw. Auf 80fache Weife. 

8. 516. 

Folge. Iſt die Zahl der Elemente in alten (k} Reihen gleich 
z. B. =n, fo ift die Anzahl der Bariationdformen der kten 
Kafje, die man in diefem Falle zweckmäßig (ugl. 88. 507 u. 517) 


mit ' Vin) bezeichnet, d. h. die Anzahl der Bariationdformen der 
kten Klaſſe oder aus k Reiben mit je n Elementen gleich n&, 
‘Via) = nk. 

Beifp. 1. Auf wievielfahe Weile können aus einem vollen Spiele Kar 
ten je vier fo herguägezogen werden, daß die vier Karten, jebedmal von vie 
verfehiebenen Farben find? Antw. Yuf ‘ DZ — 131 — 28561fade Weiſe. 

Beiſp. 2 Bie viel verfchiedene Würfe Tann man mit 2, mit 3, mit k 
Mürfeln werfen? Antw. 62, 63, 6 = Vo: 


8. 517. 

Zuf. Legt man fih bei der Bildung der Bariationsformen 

das Geſetz auf, die Elemente einer Reihe immer auf diefelbe 
Stelle der zu bildenden Form zu fehreiben, 3. B. die Gfemente 
der erften Reihe immer auf die erfte Stelle, die der 2ten, 3ten, 
. kten Reihe auf die 2te, 3te, ... kte Stelle der Form, fo kann 
man dann die Elemente der verfihiedenen Reihen mit denſelben 
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Zeichen bezeichnen und fie 3. B. für alle Reihen gleichmäßig dur 
die Zeichen 1, 2, 3, ... n von einander unterfeheiden. 

Haben nun afle Reihen, wie in $. 516, eine gleiche Anzahl 
von Elementen, 1, 2, 3, ... n, fo werden demnadh die Baria- 
tiondformen der kten Klafje aus je n Glementen der einzelnen 
(k) Reihen nichts andere? ala die Combinationdformen 
der kten Klaſſe aus n unbedingt wiederbolbaren 
Elementen fammt allen Bermutationen jeder ein- 
zelnen Form fein (88. 508 u. 501). 

Bezeichnen wir darum dur den Factor p vor einem Inbe⸗ 
griff von Formen, daß jede einzelne bdiefer Formen fo oft 
als möglich permutirt werben fol, jo iſt demnach 


Vo) = pp. Co) , 
und darin zugleich der Grund der mit "Cen) ähnlich gewählten 


Bezeichnung Wa) ($. 316) zu finden. 
“  Beifp. Die Anzahl der verſchiedenen Würfe, die mit 3 Würfeln möglich 
find, ift gleich Re) = 6° = 216 = p.’C(e) 


&. 518. 

Zuſ. Die Bildung der Bariationdformen aus einer 
gegebenen Anzahl k von Reihen mit gegebener Anzahl von Ele- 
menten p, q, r, ... würde demnad auf Grund des vorigen Para- 
graphen ganz nah 88. 508 u. 501 zu vollziehen fein, z. B. für 

(1,2, 8, 3), d. h. für Varistionsformen der Aten Klaſſe, wo die 
erfte Reihe nur 1 Element, die zweite Reihe 2, die dritte und 
ebenfo die vierte 3 Elemente enthielten, alfo: 

1111 | 1121 | 1131 | 1211 | 1221 
1112 | 1122 | 1132 | 1212 | 1222 | 1232 
1113 | 1123 | 1133 | 1213 | 1223 | 1233. 

Beifp. 2. Die Variationdformen der dritten Klaffe für zwei unbedingt 

wiederholbare Elemente, d. h. für drei Reihen mit je zwei Elementen find: 


111 | 121 | 211 | 221 
112 | 122 I 212 | 222 


8. 519. 

nm. Um nad. Analogie des in & 517 fo natürlich auftretenden Aus⸗ 
drucks Pan) — 9.'Ckn) auch den allgemeineren Ausdruck Ye) —p. —— 
bilden zu können, hat man hier und da den Begriff der Variationsformen an⸗ 


ders gefoßit. und dem. nach obiger Darſtellung bedeutungsloſen Zeichen Ya) 
32 


1231 
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k 
eben die durch p. Ccu) ausgedrüdte Bedeutung gegeben. Man bat gefagt: n Gies 
mente zur Klaſſe k varüiren heißt, aus ihnen alle mögliden Gombinafionen 
zur Klaſſe k mit allen möglichen Permutationen jeder einzelnen Form bilden ; 
oder aus ihnen alle möglichen Verbindungen zu k Elementen bilden, die, fei 
ed durch Inhalt oder auch nur durch Folge der Elemente, verfohieden find Für 
den Gebrauch und die Auflöſung werthvoller Aufgaben ift «8 
räthlih, an der Erklärung des $- 514 feftzubalten. Will man obigen, für und 


nod) bedeutungslofen Ausdrud Yin) in der angeführten Bedeutung zuziehen, fo 
ergiebt fich aus der diefem reinstheoretifhen Begriffe entfprechenden 
Bleihung Yin) — P-C(n) unter Anwendung der $$. 507 u. 508 unmittelbar 
der Ausdrud 


k 
Va) = n.n—1)(n—2).....(n—k-+1), 
in welchem ald befonderer Fall noch enthalten if 
Via) = Pen) = n! ($. 508). 


| 8. 520. 

Zuſ. Eine Aufgabe, die in obiger Auffaffung von Bariationsformen eine 
unmittelbare und leichte Auflöfung findet, ift die folgende: Die Anzahl aller "* 
Theiler einer Zahl N zu finden, welche aus den einfachen Factoren a, b, c, d, 

..n zufammengejeßt ift. 

Aufl. Bilde die Elementenreiben 1, a; 1, b; 1, c; ... 2, fo ift bie 
Anzahl der daraus möglichen Variationsformen, 2°, die Anzahl aller Theiler 
der Zahl mit Einfhluß von 1 und der gegebenen Zahl felbft; und die einzelnen 
Formen, wenn man ihre Elemente ald Factoren betrachtet, find diefe Theiler 
felbft. 

Beifp. Wie viel Theiler hat die Zahl 2810 —= 2.8.5.7.11? 

Antw. Mit Einfchlug von 1 und der Zahl felbft ift diefe Anzahl — 2° 
— 82. Die einzelnen Theiler erhält man durch Bildung der Formen ‘ Yo 
nad $. 518, welche Formen man dann ald Producte ihrer Glemente auffaßt und 
für 2 der erften, zweiten, dritten, ... Gtelle a, b, c, ... ſetzt. 

Das Verfahren ändert fich mefentlih nicht, wenn die Primfactoren der 
gegebenen Zahl in beliebigen Potenzen vorfommen. 

Beiſp. Sei N a".b?r.cP.d.e 

Aufl. Bilde die Elementenreihen: 

1, a, a2, a3, ... a" von (m41) Cfementen 
1,b,b2,b?, ...D „ Qa+1. „. 


. leckeren. 2 " 

Die Anzahl aller möglichen Formen ($. 515), (m+-1)(n+1)(p+ 1).2.2, 
giebt, mit Einfhluß von 1 und der gegebenen Zahl felbft, die Anzahl aller 
Theiler derfelben. 

‚Die einzelnen Formen felbft, wieder nach $. 518 gebildet, find, wenn man 
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die Glemente derſelben als Yartoren betrachtet und ihnen die Werthe nad 
$. 517 beilegt, diefe Theiler. Man würde in lepterer Beziehung zweckmäßig 
das erfte Element 1 aller Reihen mit O bezeihnen, um mit 1, 2, 3, ... in 
den verfhiedenen Stellen-der Formen die glei hohen Potenzen von 
a, b, c, ... bezeichnen zu können. 

Eine zweite Darftellung diefer Factoren würde ſich nach der Borftellung 
des 8. 525 (unten) ergeben 


Anm. Eine weniger bequeme, übrigend auch ganz fichere Ableitung diefer 
Zahl f. Klügel math. Wört. Combin. p. 453. 


2. Rapitel. 
Anwendungen der Combinationslehre. 


A. Der binomifche Lehrſatz für ganze pofitive Eyrponenten. 


$. 521. 

Aufg. Die nie Potenz des Binomiumd (a+-b) zu bilden 
(vgl. 8. 306 ©. 301). 

Aufl. Man denke ſich den Factor (a-+-b) nmal unter ein- 
ander gefchrieben, fo daß dadurch n Reihen von je zwei Gliedern, 
a--b, gebildet werden. 

Man bilde nun zunächſt dad Quadrat von (a+-b), indem 
man jeded Glied der eriten Reihe mit jedem Glicde der zweilen 
Reihe multiplicirt (&. 51), wodurh man 2.2 — vier einzelne 
Producte erhält; aus diefem Quadrate bilde man die dritte Po- 
tenz, indem man jede Glied desfelben mit jedem Gliede der 
dritten Reihe multiplicirt ($. 51), wodurh man 22.2278 
einzelne Producte für den Cubus erhält; aus diefem Cubus wie- 
der die vierte Potenz, indem man jedes feiner Glieder mit jedem 
Bliede der vierten Reihe multiplicirt, wodurd man 23.2 — 21 
— 16 einzelne Producte für die vierte Motenz erhält; und fo 
weiter aus jeder vorhergehenden Potenz die folgende, indem man 
jedes Glied diefer Potenz mit den beiden Gliedern einer folgenden 
Neihe multiplieirt, wodurch man doppelt fo viele einzelne Pro— 
ducte erhält, als die vorhergehende Potenz enthielt, und febe dies 
Derfahren fo lange fort, bis man zur Bildung der nten Potenz 
jedes Glied der n—1)ten Potenz mit jedem Gliede der nten 
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Reihe multiplicirt und dadurch 21. 2 — 2einzelne Produkte 
der nten Potenz erhalten hat. 


Folge. Die einzelnen Glieder der nten Potenz eined Bino: 
miums find Bariationdformen der nten Klaſſe aud Reihen von 
je zwei Glementen , und da jedes der 2” einzelnen Producte aus 
jeder der n Reihen ein Element ald Factor enthält, jo hat mithin 
jeded Glied im ganzen n Factoren. 

Diefe Factoren find feine anderen ald die Glieder a und b. 
Ein (erftes) Product enthält nur den Factor a und ift fomit glei 
a", cin (leptes) Product nur den Factor b und ift fomit gleich be; 
alle anderen Producte enthalten beide Factoren zugleih und find 
demnadh von der Form ar-*.bk, fo daß darig k $Factoren des 
zweiten Glieded mit (n — K) Factoren des eriten Slieded zu einem 
Producte von jedesmal n Factoren im Ganzen verbunden find. 


8. 522. 


Lehrſ. (a + b = ar tn. ab = 1) 


an? b? 


2 nn —2), ansb3L.. 4 a ml en) —1}) amkhk 
.(n— —2).--3.2.1 
Ma 1jbn. 


Bew. Irgend eins der im $. 521 genannten Glieder des 
Gefammtproduet® (a—+-b)*, allgemein das Glied mit der Haupt 
größe an-k.bk ($. 67) wird in diefem Gefammtproduct fo oft 
vorfommen, ala fih aus n Reihen je k zweite Glieder anderer 
und anderer Reihen oder, was dasſelbe ift, je In—.k) erfte Glie- 
der diefer Reihen herausnehmen und ala Factoren verbinden laſſen. 

Denken wir und darum ftatt der a und der b der ver- 
ſchiedenen Reihen eben fo viel verfhiedene a und b einer 
Meihe, fo wird der Ausdrud Co) anzeigen, auf wie viel verſchie— 
dene Weife ein Product gebildet werden fann, welches den factor 
b nur einmal enthält; ebenfo Quo) die Anzahl der Producte, welche 


b? enthalten, allgemein Och die Anzahl der Producte, welche b* 
und damit zugleich ($. 521) den Factor aa enthalten. 
Darnach wird 


XV. Abfchnitt. 508 
@+br — an 1 Üo.amt.b + Üo.am.b2 +... 
de Öpaj abet... Om).a.ba-ictbe 


n. n 


== (8. 507) en tn.atb N gesp2r..... 


n.(n (a2). (kl), n-rkhk_L...... 
+ 1.3.3... .% — 
t-.n.ab®-1+-b», w. 3. b. w. 
Anm Mar fan die Bezeihttung der Corfficienten det Lingtinch Glieder 


dur die Combinationszahlen Con) in confequenter Anwendung des darin aus⸗ 
gefprochenen Geſetzes aud) noch auf das erſte und letzte Glied anwenden, indem 


nad 8. 511 Zuſ. Un) — Ca) = 1 if Die unftattHafte Erweiterung der 
Meihe über Ca) hinaus wird durch den in allen folgenden Gliedern nad) dem 
Bildungsgefege auftretenden Factor (n — n) = 0 von felbft abgewieſen. 

$. 523. 

SH. Die im vorigen Paragraph als Entwickelung von 
(4-4-bja hervorgegangene Reihe heißt noch beſonders die Bino— 
miatreihe, und die Coefficienten der einzelnen Glieder derſelben 
heißen vom zweiten an det erſteè, zweite, allgemein der kte Bi— 
nomialeseffittent der fraglichen Potetif und erden bezeich- 
net mit x8, np, BD (ogl. 8. 307, wo die Stellung von n 
dieſer üblichern Bezeichnung des Binomialcoefficienten gemäß ge- 
ändert werden möge), fo daß allgemein 2 — Om) ift und die 
Zahl, der Inder, des Bindmialtoefficienten, wie auch die Kaffe 
der Combinationsformen übereinftimmt mit der Ordnungszahl der 
Hab dem erfteti folgenden Glieder odet hlit dern Expo- 
nenten des zweiten Theiles b des Binomiums. Darnach iſt 


(a + b)y⸗ — an + 2, an—1 „b + Bart. b? 4 m 
 KBgi-k, bE+..... -br, 
wo dem erften uhd dem leßfen Gliede der Gleichförmigkeit ded 


Ausdrucks wegen äuch die Coeffitienten B-lwm del 
beigegeben werben können, wofern man der aligenieinen Gleichung 


ä — ö) geinäß die Bedeutung von * a und B beſtimmt ($. 511). 
8. 524. 
Folgeſ. 1. Aus der Identität von 2 mit Co) folgt ($. 512) 
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k k—1 k 
+9 — 29 4 2, 
eine Gleihung, die wir oben $. 307 fchon für ſich abgeleitet 
“ haben, um darauf ein höchit einfaches Verfahren zu gründen, 
durch Addition zweier auf einander folgender Binomialcodfficien- 
ten irgend einer Potenz den mit dem höchſten derfelben gleichhohen 
Binomialcoefficienten der folgenden Potenz zu bilden, wie es 
ih in der ©. 303 aufgeführten Tabelle dargeftellt findet. 


Folgeſ. 2. Aus Ca) ="% ($. 511) folgt 
n—k 


u — 2B, 
und da nun die Binomialreibe mit =B anfängt und mit »B 
ſchließt und dort die Glieder »B, »B, ... folgen, wie hier die 


Glieder W 2, . . vorhergehen: fo folgt daraus, daß man 
diefelbe Zaplenreihe erhält, ob man in der Reihe der Binomial- 
cotfficienten einer Potenz vom Anfangegliede aud vorwärts oder 
vom Endgliede aus rückwärts gehe, oder daß die Coöfficienten 
einer Potenz nah einem Gliede in der Mitte (oder für ein un 
geraded n nad zwei mit gleichen Coäfficienten verfehenen G@lie- 
dern in der Mitte) in umgefehrter Folge wiederfehren, mie da? 
die obige Tabelle auch beftätigt. 

| $. 525. 

Lehrſ. Die Summe aller Binomialcozfficienten der Potenz n 
ift gleih 2"; oder, wofern man wie gewöhnlich) 2 1 nicht 
mitzäblt, gleich 22 —], 

Ben. + = — BHÖLIÄL..... dt 
..... 2B ($. 523), da alle PBotenzen von 1 (= a und = b) 
— 1 find. 

Folge. Die Summe der Combinationszahlen aller Klaſſen 
aus n Elementen, von der erften bis zur nten, d. 5. 


k n 
C++... ++... tCp = 2—1($. 523). 
Died Reſultat enthalt eine Betätigung für die oben $. 520 
gefundene Anzahl der Theiler einer Zahl, die aus n verfchiedenen 
Primfactoren befteht,; denn offenbar ift diefe Anzahl der Summe 
der Combinationen aller Klaffen von 1 bis n gleich. 
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B. Die Wahrfoheinfichkeitsrechnung. 


$. 526. 

Erfl. Unter Wahrſcheinlichkeit eines Ereigniffes verfteht 
man dad Berhältniß aller dem Greigniffe günftigen Fälle zu 
alten dabei möglichen Fällen. 

Bezeichnen wir allgemein die Anzahl der bei einem Ereignifle 
möglichen Fälle durch) m, die Anzahl der günftigen durch g und 
die Wahrfcheinlichfeit des Ereigniſſes durch w, fo ift 

w=, 
m 

Beifp. 1. Die Wahrfcheinlichkeit, beim Aufwerfen eines Münzſtücks 
„Bild“ zu werfen, ift gleich 4; da zwei Fälle möglich und einer günftig ift. 

Beifp. 2 Die Waprfcheinlichkeit, mit einem Würfel in einem Wurfe 
eine beftimmte Augenzahl, etwa 5, zu werfen, ift gleich 4, da 6 Falle möglich, 
1 Fall günfig, .d.m—=6,g —= 1, mithin w = — = t+ if. 

Beifp. 3. Die Wahrfcheinlichkeit, mit einem Würfel in einem Wurſe 
eine der 4 Nummern 1, 2, 5, 6, überhaupt eine von vier gegebenen Nummern 
zu werfen, ift gleich —= #. 

Beifp. A Die Wahrfcheinlichkeit, aus einer Urne mit 90 Rummern 
beim Herausziehen einer Nummer eine beftimmte Rummer, 3. B. 1, zu ziehen, 
ift gleich d5- 

Beifp. 5. Die Wahrfcheinlichkeit, aus diefer Urne beim Herausziehen 
einer Nummer irgend eine von 5 Nummern zu ziehen, ift glei Z = Fr- 

8. 527. 

Folgeſ. Jürg = m wird w = 1; db. h. die Wahrfchein- 
lichkeit 1 ift der Ausdrud der Gewißheit eined Ereigniſſes. 

Beiſp. Wie groß ift die Mahrfcheinlichfeit, mit einem Würfel in einem 
Wurfe eine der ſechs Nummern 1 bis 6 zu werfen? w=$ = 1. 

$. 528. 

Erkl. Unter Unwahrſcheinlichkeit eines Ereigniſſes 
oder, wie es gewöhnlicher genannt wird, unter der Wahrſchein— 
lichkeit des (contradictorifhen) Gegentheils verſteht man das 
Verhältniß aller dem Ereigniſſe ungünſtigen Fälle zu allen da— 
bei möglichen Fällen. 

Bezeichnen wir allgemein die Anzahl der bei einem Ereigniſſe 
möglichen Fälle wie oben mitm, die Anzahl der ungünſtigen durch 
u, die Unwahrfcheinlichfeit des Ereigniffed oder die Wahrfcheinlichfeit 
ded Gegentheild mit v, fo ift 


u 
V — —. 
m 
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Beiſp. Die Unwahrſcheinlichkeit, mit einem Wuͤrfel in einem Wurfe die 

Nummer 1, überhaupt eine gegebene einzelne Nummer zu werfen, iſt gleich J. 
$. 529. 

Folgeſ. 1. Für u — miiſt v — 1, d h. Me Unmahe 
ſcheinlichkeit 1 ift der Ausdrud der Unmöglichkeit eines Ereig⸗ 
niffe® oder, was dasſelbe ift, der Ausdrud der Gewißheit des 
Gegentheils. 

8, 530. 

Solgef. 2. Aus m = g-+u folgt 


— 8 ,u _8tu _ 
wrv mta m 1 


und daraud 
mg 





— 1—w = 


als allgemeiner Ausdrud der Wahrſcheinlichkeit des Gegentheils; 
und w= 1—v. 

In vielen Faͤllen (vgl. 8. 532 unten) iſt es leichter, die 
Wahrſcheinlichkeit des Gegentheils zu beſtimmen und daraus die 
Wahrſcheinlichkeit des Ereigniſſes ſelbſt erſt mittelbar durch w = 
1—v abzuleiten, als dieſelbe urſprünglich und unmittelbar zu 
berechnen. 


Vorbem. In den beiden 88. 531 und 533 ſollen nun zunächſt zwei 
Aufgaben der (einfachen) Wahrfcheinlichleitsrehnung gelöst merden, die als 
Mufterbeifpiele ganzer Klaffen von Hüfgaben gelten können und 
die befonders geeignet find, eine Fehlerquelie der Berechnung aufzudecken, der 
man bei oberflächlicher Anficht der Sache am meiften auägefept if. 

Ganz befonderd nemlid muß man auf feiner Hut fein, die Wahrſchein 
lichkeiten verfchiedener einzelner Ereigniffe nicht zu addiren, um dadurd die 
MWahrfcheintichkeit für ein „entweder oder doch” — „wenigſtens eins“ dieſer 
Greigniffe (8. 537 unten) gu erhalten. So z. B: iſt bie Babeflheintiäten, 
mit einem Würfel eine beftimmte Nummer, etwa 1, zu werfen, = 4; um 
diefe Wahrſcheinlichteit ift für einen zweiten wie für jeden andern Wizrfel eben 
fo groß. Man hüte fih aber, nun die Wahrſcheinlichkeit „wenigſtens mit 
einem von 6 Wilrfeln, die man zugfeich aufwitft, die Nummet 1 zu terfen,” 
— 6.4 = 1, d. h. — der Gewißheit diefed Ereigniſſes zu feßen. Ebert fo 
wenig ift die Mahrfcheinlichkeit, bei zmeimaligem Aufmwerfen eines Münzjtüde 
3. DB. „Bild“ zu werfen, gleih 2.4 = 1, d. 5. — der Gewißheit zu fegen. 

Die Wahrfheinlichkeit,. daß eine beftimmte Nummer von den 90 Nummern 
einer Urne gezogen werde, wenn nur eine Nummer gezogen wird, it — Hu 
und wenn 5 Nummern gezogen werden, alletdirge = = Th. 

Auch ift die Wahrfcheinlichteit, daß irgend eine von 18 beflimmten Nummern 
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aus der Urne gezogen werde, wenn nur eineNummer gezogen wird, gewiß — 48 
=4 (8.526). Aber man hüte ſich zu ſchließen, wie gleichwohl ein ſolcher Fehl⸗ 
ſchluß der unrichtigen Auflöſung der Aufg. 25 bei M. Hirſch p. 299 zum 
Brunde liegt, dag nun auch diefe Wahrfcheinlichfeit 5 mal fo groß werde, 
wenn 5 Nummern gezogen werden, daß fie fomit für diefen Kal —=5.45 —=1 
wäre, d. h. daß nun gewiß eine der 18 Nummern gezogen würde. 

Eine fjolhe Summirung von Wahrfheinlidhkeiten, um dadurd) 


eine neue Wahrfcheinlichkeit zu bilden, die am gemöhnlidhften durd) ein „ent: . 


weder oder doch“ — „wenigſtens eins“ auögebrüdt wird, iſt nur in dem einen 
und einzigen Falle ftatthaft und ans dem Begriffe der Wahrfcheinlichteit zu fols 
gern, wo die in den zu addirenden Wahrfheinlidkeiten lie» 
genden günftigen Fälle die fih gegenfeitig ausfchließenden 
Theile einer und derfelben Geſammtheit der möglidhen Falle 
find; niemals dagegen, wenn die Wahrfcheinlichkeit eines Ereigniſſes dadurch 
gebildet wird, daß verfchiedene von einander unabhängige Quellen 
der Wahrſcheinlichkeit desſelben zuſammenfließen oder diefelbe Quelle mehrmals 
wirkſam eintritt. 

Die einzige, aber auch immer ausreichende Sicherung gegen Fehlfchlüffe 
der Art liegt in der urfprünglich angeftellten Unterfuhung der Anzahl aller 
möglihen und aller günftigen Fälle, und eben diefe Unterfuchung ift 
es, die allermeiftens durch die Beftimmung der Anzahl von Berbindungsformen 
gegebener Elemente ($. 507) eine Erledigung findet, weshalb denn bie Wahr⸗ 
ſcheinlichteitsrechnung vorwiegend als eine vorzügliche Anwendung der Lehre von 
folgen Formen, d. h. ald Anwendung der Combinationsiehre zu betrachten ift. 

Mm dem angeführten Hauptfalle det Wahrfcheinlichleit für ein „entweder 
ober" bietet in den meiſten Fällen die Unterfüchung der Wahrſcheinlichteit des 
Segentheile, d. h. die Wahrfcheinlichkeit für „meder, noch“ ein einfächeres 
Nittel der Entfheidung (vgl. unten $. 537). 


$. 531. 


Erfte Anfg. Beim Lottofpiel liegen 90 Nummern in einer Urne; 5 werden - 


Dlindlings herausgezogen; 18 Rummern Hat man befebt, und zwar ($. 543.10) 
alle darin enthaltenen Unionen, Amben, Zernen, Quaternen und Quinternen. 
Die groß ift die MWahrfcheinlichkeit, höch ſten eine einzelne Rummer (eine 
Union), höch ſten eine Ambe, ..... „eine Quinterne zu gewinnen? 

Aufl. 1) Die Wahrfcheinlichkeit w für höchſtens eine einzelne Nummer. 

Das Herausziehen von 5 Nummern aus „0 Nummern fann auf fo viel 
verfchiedene Arten geſchehen, als der Ausdrud Co) — 43949 268 anzeigt. 

Bon diefen überall möglidhen Fällen find günftig alle die, mo ſich 
nur eine der 18 Nummern in einer folhen Quinierne findet. Letzteres wird 
offenbar auf fo viel verfchiedene Weifen möglich) fein, als ſich diefe 18 Num⸗ 
mern mit Quaternen aus den übrigen 90— 18 — 72 Nummern zu Quins 
ternen verbinden laſſen. Solcher Quaternen aus 72 giebt es nun offenbar 
dem; und indem ſich jede derſelben mit irgend einer der 18 Nummern verbin⸗ 


bit, bildet ſie Oas) = 18, bilden alfo alle jene Quaternen zuſammen Gusy. Cm) 
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—⸗ 18.73) dem Ereigniffe günftige Fälle (Treffer), To daß darnach die 
Wahrſcheinlichkeit für den Gewinn höchſtens einer einzelnen Nummer (eine 
Union) von 18 fein wird: | 





Lo Can Cam | 














. Co) 
2) Die Bahrfdeinligfeit w für böchften® eine Ambe. Die mögliche 
“ Fälle wie vorher m — Con). Günftig find alle die Fälle, wo fi irgend 
welche 2 der 18 befehten Nummern mit irgend einer der Ternen, die au 
den übrigen 90— 18 = 72 Nummern gebildet werden koͤnnen, zu einer Quin 
terne verbinden laßt; d.h. g = &as).C Coa). Mitbhin 
—EE 
Co) 
Und ganz ebenfo ergeben fi die Ausdrüde für die Wahrfcheinlichkeit vog 
höchftens einer Terne, Quaterne, Duinterne ale 


Cum. 4 _ s _ Cus 
— 8 
—1 Co) C(s0) 

Faffen wir die vorfiehende Aufgabe und Auflöfung allgemein, 
fo geftalten fi diejelben alfo: 

Aufg. Bon den n Rummern einer Ume, aus welcher k Gewinn » Run 
mern beraudgezogen werden, hat man s Rummern befebt, und zwar alle darin 
enthaltenen Unionen, Amben, Ternen x. ... bid zur Sombination k oder nuf 
bis aut Gombination 8, wefern s < k if. Wie groß ift die Wahrfcheinlide 
keit ", ", w, ..... w für höchſtens eine Union, eine Ambe, Termt, 
..... eine Sombination von höchſtens Gewinn⸗Nummern? 

Aufl. Aus der unveränderten Ueberlegung, wie wir fie eben angeſtelt 
haben, ergiebt fih ohne weiteres: 


3 . 
3 _ Cus Cum). 


k-1 2 k-2 3 k- 
vo Em.) I Ce. Ca), 3— Co). Cine), 
= ; — — a 
C(a) C(n) Cla) 
En . r ern. —B 
2 (520) = EN (. 511 Zuſ) 
Cn) C(n) 


natürli, wofern » > k; ſonſt al höchſte Gewinnetlaſſe 
—E — 





wofern s < k iſt. 
8. 532. 
Zul. Die Frage nad) der Wahrfcheinlichkeit, unter den Bedingungen ded 
5. 5351 wenigſtens einen Gewinn überhaupt zu haben, läßt ſih 
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nad 8. 530 Vorbem. leicht mittelbar durch die Wahrſcheinlichteit des Gegen⸗ 


theils alſo beantworten: Zahl der möglichen Falle wie oben — C(n), Zahl der 
ungünftigen Fälle, d. b. folcher Ziehungen, in denen durchaus keine der beſetz⸗ 
ten s Nummern vorlommt, — C(ia—). Demnach die Zahl der Bälle, in denen 
k 
eine oder mehrere der befehten s Nummern vorkommen, — C(n) — C(a—s) 


und demnah die Wahrfheinlihkeit wenigſtens eines Gewinnes 
überhaupt 


k k 
W — Sa) — Ca) , 
C(n) 


Die Frage aber nah der Wahrfcheinlichkeit, wenigftend eine Ambe, 
eine Zerne, und ebenfo jede höhere Verbindung der befegten Nummern zu ges 
winnen, läßt fih in der vorigen Weife nicht wohl berechnen, aber einfach und 
fiher ald Summe der obigen (8. 531) Wahrfcheinlichkeiten für die fragliche 
Combination fammt allen folgenden Höheren darftellen, nemlich alfo: 

Die Wahrfcheinlichleit, wenigfteng eine Ambe, Terne 2. ... zu ge 
winnen, erhalten wir durch die Ausdrüde: 


We wtwtertw 
Wewtwtw 
Wewtr 
W-tw 


und darnach würde auch aan 
Wert 
gefunden werden können, welches fich jedod einfacher durch obigen Ausbrud 
5 
wo Ce — nn) 
Co) 

unmittelbar ergab. Es ift aber auch, wie man leicht findet, 

1 4 2 3 3 2 4 1 5 & 8 

. Ca) + Cs). Cin—a) + Cs). Cena) + Cs). Ca—a) + fe) _ Cin>—Cin—s) 
5 — 5 —. 
C(n) C(n) 


8. 533. 

Zweite Aufg. Wie groß ift die Wahrfcheintichkeit, in nmaligem Aufmerfen 
eines Münzſtücks wenigſtens einmal „Schrift“ zu werfen? 

Yufl. Bei jedem Aufwerfen des Münzftüds find zwei Fälle des Erfolgs 
möglih:: dad Stüd zeigt, wenn es liegt, Schrift oder Bild. Da fi nun jeder 
Kal eines Wurfd mit jedem Kalle jedes andern verbinden kann, fo find foldher 
Berbindungen in n Würfen möglich 2” ($. 516). 

Bon allen diefen Fällen ift ungünftig der eine und einzige, wo fich immer 
nur Bild mit Bild verbunden findet. Demnach g — 2"—1, und 

»—ı 
w— ga . 





a 
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Jür 2, 3, 4, ... Würfe if diefe Wahrſcheinlichkeit &, 4. HH. ---i 
fie nähert fi ohne Ende der Gewißheit ($. 527), ohne diefelbe jemald zu 
erreichen. 

Anm. Auf diefelbe Aufgabe und Auflöfung führen die Fragen: „Bit 
groß ift die Wahrfcheinfichkeit, mit einem Würfel in n Würfen oder, was da& 
felbe ift, mit n Würfeln in einem Wurfe eine beſtimmte Rummer, 3. B. 1, zu 
werfen?" — „Wie groß ift die Wahrfcheinlichkeit, aus einer Urne mit 90 Rum : 
mern durd n mal mwiederholted Heraudnehmen einer Nummer, fo jedoch, daj 
die herausgezogene Nummer vor dem neuen Zuge jedesmal in die Urne zurüds 
gelegt wird, eine beftimmte Nummer, z. B. 1, zu ziehen?“ — melde Aufgabe 
zu identificiren ift mit der in anderer Form fo audgefprocdenen, daB man au 
n Urnen zugleih je eine Nummer zieht. Würden die einmal herausgezogenen 
Nummern in die Urne nicht zurüdgelegt, fo wäre die Aufgabe die dei 
5. 531. 

Die genannten und ähnliche Aufgaben pflegen wohl nad den Lehren de 
zufammengefebten Wahrſcheinlichkeit ($. 535 ff.) berechnet zu werden, und ſelbß 
ein d'Alembert hat darin irren föonnen (Klügel, mathem. Wıtb. „Bahr 
ſcheinlichkeitsrechnung“ p. 901); doch if es natürlicher und einfacher, fie ald 
Aufgaben der einfachen Wahrfcheinlichkeit in vorftehender Weife zu löfen. 

Mehrere Beifpiele |. unten in den Webungsaufgaben. 


| 8. 534. 
Um die viel in Frage kommenden Aufgaben über die Wahrſcheinlichkeit, mt 
n Würfeln Die Summe 8 zu werfen, ald Beifpiele benupen zu können, gebt 
ich hier eine Tabelle diefer Summen, wie id) fie aus Euler's Eml. in de 
Ipfid des inendlihen von Michelfen I. p.456 entlehne, da die dort gegeben 
Entreidelung der allgemeinen formel, welche die Anzahl der Formen & 
beftimmten Summe giebt, die Grenzen diefed Buches überfchreitet und nicht ſe 
einfah abzuthun ift, wie ed aus Klügel's mathem. Wrtb. „Variationen 
p- 591. 4 fcheinen könnte. Die vollftändige Bildung und Zufammenftellung 
diefer Formen hat jedoch feinerlei Schwierigfeit und kann ald geeigneted Bu 
ſpiel des Uebergangs von niedrigeren Formen zu höheren dienen. 
Dad Marimum der Würfe bei n Würfeln findet jedesmal für die Summe 
s—=3.n-+}.n bei geradem n, und für s = 8n—+4$(n-+ 1) bei ungerademz 
ftatt. Für Summen, die gleichviel größer oder einer find als die Summe 
des Marimums, ift die Unzahl der Würfe nad} beiden Seiten hin gleich, wi 
das aus der Tabelle offenbar ift. _ 
Nach einer folhen Tabelle find denn beim gemeinen Würfelfpiele die 
winne der einzelnen Nummern bei einerlei Einfab gemäß $. 541 (unten) 
beftimmen. 



















l|"womrooamomn nr | 
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Tabelle. 


mit der Anzahl von Wuͤrfeln 


411 


1708 
3368 
6147 
10480 
16808 
25488 
36688 
50288 
65808 
82384 
98813 
113688 
125588 
133288 
135954 
133288 
125588 
1186883 
98813 
82384 
66808 
50288 





512 Arithmetit. 


8. 535. 

Erkl. Unter zufammengefegter Wahrſcheinlichkeit 
verfteht man die Wahrfcheinlichfeit, daß zwei oder mehrere Ereig- 
nijfe zugleich eintreffen; z. B. die Wahrfcheinlichfeit, daB man 
mit einem Würfel in zwei Würfen das erjte Mal 1, das 
zweite Mal 2 werfe. 

Wir wollen die zufammengefegten Wahrſcheinlichkeiten alige- 
mein mit W, W’, ... bezeichnen. | 


$. 536. 

Lehrſ. Die zufammengefeste Wahrfcheinlichkeit oder die Wahr- 
fcheinlichfeit für da® „zugleih” oder für dad Zufammentref- 
fen mehrerer einzelner Ereignijfe ift gleih dem Producte der 
Wahrfcheinlichfeiten der einzelnen Greigniije. 

Annahme. Seien w’ und w” die Wahrfcheinlichkeiten zweier 
einzelner Greigniffe, und W die MWahrfcheinlichkeit, daß beide Er- 
eignijfe zufammen eintreffen. 

Saft. W = w'.w”. 

— 8. u _ 8" ap 

Ben. wW= m W= ($. 526), 
wo m’ und m” alle möglichen, g‘ und g” alle günftigen Fälle 
des einen und des andern Ereigniſſes auddrüden. 

Indem fih nun jeder mögliche Fall des erften Ereignifles . 
mit jedem möglichen alle deö zweiten Ereigniſſes verbinden fann, 
haben wir für das zufanmengefehte Ereigniß die Anzahl der 
möglichen Fälle M = m’.m“. 

Und indem fich ebenfo jeder günftige Fall des erſten Greig- 
niſſes mit jedem günftigen Falle des zweiten Greigniffed verbin- 
den fanıi, um einen günftigen Fall für dad Zufammentreffen der 
beiden Ereignijfe zu bilden, fo erhalten wir ſolcher günftigen Fälle 
für das zufammengefeßte Ereigniß G = g’.g”. 

Es ift fomit die Wahrfcheinlichkeit des Zufammentreffend 
beider Ereigniſſe 


— — 
— 


m‘m“ j w. z. b. m. 

Wie der Beweis hier für die zufammengefegte Wahrfchein- 

lichfeit zweier Ereigniffe geführt wurde, fo wiederholt er fid un 

verändert für die zufammengefehte Wahrfcheinlichfeit beliebig vieler 
Ereigniffe, fo daß allgemein W = w‘.w".w"..... ift. 





XV. Abſchnitt. 513 


Beifp. 1. Die Wahrfiheinlichkeit, mit einem Würfel das erfte Mal 1, 
dad zweite Mal 2 zu werfen, ift 4.4 = % 

2. Die Wahrfcheinlichfeit, mit einen Würfel dreimal hinter einander 5 
zu werfen, ift ) = sh: 

3. Die Wahrſcheinlichkeit, dreimal hinter einander „Bild“ zu werfen, iſt 
*4. 

Noch ein Beiſpiel bietet die folgende Aufgabe: 

4. Die Wahrſcheinlichkeit, daß A’ nach 10 Jahren noch lebt, fei gleich | 
(fie ergiebt fih aus dem Alter des A’ auf Grund der f.g. Sterblichkeitstabellen 
und enthält für den vorliegenden Fall die Ausfage, daß von je Vieren des 
fraglichen Alters nach 10 Jahren durchſchnittlich nur noch Einer lebt); die, daß 
A" nad) 10 Sahren noch lebt, fei gleich 4. Wie groß ift die Wahrfcheinlich- 
teit, daß nad) 10 Jahren Beide nod) leben? Antw. W= ww =t44= 


Folgeſ. So wie fih aus den Wahrfcheinlichfeiten w’ und 
w“ der Ereigniffe A‘ und A” die zufammengefegte Wahrfchein- 
lihfet W = w’w” für das „zugleih“ oder für dad Zufammen- 
treffen beider Ereigniffe ergiebt: ganz ebenfo ergiebt ſich auch aus 
den Wahrfcheinlichfeiten v’ — 1—w’ und v“ = 1—w/ ($&. 530) 
für da8 Nichteintreffen von A’ und A” (richtiger für das 
Eintreffen von Niht- A’ und Niht- A”) die zufammengefepte 
Wahrfeheinlichkeit V = vv” = (1—w)(l—w”) für da8 „zur 
gleich‘ des Nichteintreffend beider Creigniffe (richtiger für das 
„zugleich“ von Nicht-A und Niht- A"). 

Wollte man den Beweis für vorftehenden Ausdruck diefer zus 
jammengefepten Wahrfcheinlichfeit noch einmal urſprünglich führen, 
jo fönnte das ganz wie oben gefchehen. Mit Benutzung der da- 
feldft angewandten Schlüffe folgt aus 


u’ m’ — 
e _— — — — — 
vv Tr eu — 1—w 

u“ m’—g” 
W— — — — 
m le 

u’.u“ U 
vv ——- “7 V=(1—w)(l—w”). 

m‘’.m 


Beifp. 1. Die Wahrfcheinlichkeit, daß man in zwei Würfen mit einem 
Würfel weder das erfte noch das zweite Mal 1 wirft, ift gleich 1 —HiAL—Y 
— 3. 3 — #8, wie fih aud) aus einer urfprünglichen Ableitung der fraglichen 
Wahrfcheinlichkeit ergiebt. 

Beiſp. 2. Die Wahrfcheinlichkeit, daß nach 10 Jahren weder A‘ nech 
A“ des obigen Beiſpiels 4. noch lebt, iſt gleich 2-3 = Mr 

Helmes, Slementar-Dathematit. I. 





514 Arithmetik. 


8. 537. 

Zuſ. 1. Wir wollen die beiden zufammengefepten Wahr⸗ | 
feheinlichkeiten W und V des $. 536 kurz dur die Namen | 
der Wahrfcheinlichkeiten für „Somohl, ald au“ und „Weder 
noch“ oder „Beided* und „Keins“ unterfcheiden und fie im 
folgenden, als die beiden erften Arten ſolcher zuſammengeſeßzer 
Wahrſcheinlichkeiten, durchweg mit 1) W und 2) W bezeichnen. 

Aus den zufammengefegten Wahrfcheinlichkeiten W und W 
ergeben fih nun fofort nad) $. 530 noch die beiden Wahrfcein- 
lichkeiten des (contradictorifchen) Gegentheils: 


3) W=1—-W=1-— ww“ und 
4) W=e1-W- 1— (1—w)(1—w) = w4 w* — ww". 


Erftere, W=e1l-W=eil-r w“, ift demnach die Wahr— 
fcheinlichkeit für da8 „Nicht - Somopl ald auch“, welches offen- 
bar die beiden Fälle umfaßt: entweder Keind, oder doch hödhitend 
Eins von Beiden, und darum furz ald die Wahrfcheinlichfeit für 
„Höchſtens Eind von Beiden⸗ unterſchieden werden ſoll. 


Letztere, W — 12W — 1—(1—w)(1—w”), if de 
Wahrfiheinlichkeit für das „Nicht - Meder noch“, welches offen 
bar die beiden Fälle umfaßt: entweder Beides oder doch wenig: 
ftend Eines, und darum kurz ald die Wahrfcheinlichkeit für „We— 
nigſtens Ein? von Beiden“ zu unterſcheiden ift. 

Beifp. Die MWahrfheinlichkeit, daß A’ nad 10 Jahren noch lebt, fü 
wie oben gleih +; die, dag A“ nad) 10 Jahren noch lebt, fei gleich z. Die 
groß ift die Wahrfcheinlichkeit, daß nach 10 Jahren 

1) hoöch ſten s Einer noch lebt? Antw. W=1-W- 1—14=1f 

2) wenigſtens Einer noch lebt? Antw. Ww- IWW 1—24=H 


Anm. Es ift räthlich, diefe Aufgaben auch durch urfprüngliches Eingehen 
in die Betrachtung aller möglichen und günftigen Fälle nach $. 536 zu löfen. 


8. 538. 

Zuſ. 2. Die in $$. 536—537 entwidelten zufammengefeten 
Wahrfcheinlichkeiten bilden erft die Hälfte der zufammengefepten 
Wahrfcheinlichfeiten, die fih aus ber Berbindung von A’ und 
Niht-A’ mit A" und Nicht-A“ zunächſt ableiten Taffen. 

Wir haben dort erft ($. 536) für die beiden ausgezeichneten 
Berbindungen: A’ mit A” und Niht-A’ mit Nicht» A" die zu 
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ſammengeſetzten Wahrſcheinlichkeiten W, W und daraus ($. 587) 
die Wahrfcheinlichfeiten für das Gegentheil W, W abgeleitet. 

In ganz gleicher Weife ergeben fich nun aber zuerft noch zwei 
andere zufammengefegte Wahrfcheinlichfeiten für die dort übergan- 
genen Berbindungen von A’ mit Nicht-A“ und Niht-A’ mit A“. 

Dezeichnen wir darum die zuſammengeſetzte Wahrfcheinlichfeit 
für dad „Zugleich des Eintreffen des einen Ereigniſſes mit dem 


Nich teintreffen des andern“ mit W, und zwar mit W, wenn „nur 
A“, eintrifft, mit W, wenn „nur A““ eintrifft, fo haben wir noch: 
W — w' (1—w”) — der Wahrfcheinlichkeit für „Nur A‘ 
W=-w'lil-w) = „ " „» „Nur A“«. 


5 5" 

Weil die günftigen Fälle in W und W einander ausſchließen 
und zugleich Theile einer und derfelben Summe von Fällen find, 
in denen „Nur A’ oder Nur A“, d. h. nur Ein? von Beiden“ 
eintrifft, fo ergiebt fih (K. 530 Borbem.) aus der Addition 


von W und W die neue für und werthoollere zufammengefeßte 

Wahrſcheinlichkeit 

5) W= wW(I-WDYW (I -æ w) = w4+w“— 2w'w“ = der 
Mahrfcheinlichfeit für „Nur Ein? von Beiden“, 

die man paffend auch die Wahrfcheinlichkeit für „Entweder — 

oder“ nennen fann. 

Anm. Wenn man W die Wahrfcheinlichkeit für „Entweder oder“ nennt 
in der beftimmten Bedeutung von „Nur Eins von Beiden“, fo muß man 
fd hüten, diefelbe mit Weber Wahrkheinlichkeit für „Wenigftensd Eins 
von Beiden“ oder der Wahrfcheinlichteit für „Entweder oder doch“ zu ver- 
wechfeln. Letztere fchließt den befondern Fall „Beides“ mehr ein, mie denn 
auch der Ausdrud für Wo w’+w” — w'w“ um w‘w“ größer ift als der 
Ausdrud für W Vv- w’+ w" — 2w'w”. 

Beifp. Die Wahrſcheinlichkeit, dag A’ nad) 10 Jahren noch lebt, fei wie 
oben = w' = 4; die, daß A“ alsdann noch lebt = w" =}. 

Dann ift die Wahrfcheinlichkeit, daß nach 10 Jahren 
il) nur A noch lebt u aber nicht) 


= wi v)=44- 53 
2) nur A’ noch lebt (a aber nicht) 


5 
Weri-M)eith; 
| 33. 
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8) nur Einer noch lebt, entweder a oder A’ 
Wenn ht eh 
8. 539. 


Zuſ. 3. Wie fih nun in $. 537 aus W und W die beiden | 


neuen WBahrfcheinlichfeiten I-W=-Wwi-W=-We 
geben, fo folgt fchließlich noch, aus W bie neue Wahrfcheinlichkeit 
1I-W= W = ver Wahricheinlichkeit für „Nicht Nur Eine, 
die offenbar die beiden Fälle umfaßt: „Beides oder Kein“, und 
die demnach ($. 530 Norben.) der Summe WW gleich fein 
wird, wie das auch die Gleichung 

6) W=e1l-W= 1 ww 2ww = www) 
beftätigt. 

Beiſp. Wie groß ift nad den Beflimmungen der vorigen Aufgabe die 
Wahrfheinlichfeit, daß nah 10 Jahren A’ und A’ entweder beide todt find 
oder beide noch leben? Antw. 4). 

. 5° 5" 

Anm. Die Wahrjcheinlichkeiten L—W und 1—W für fich zu betrad: 
ten, bat feinerlei Intereſſ.. So ziehen fi) denn die 8 zufammengefehten 
Wahrjcheinlichkeiten, nemlid) die 4, welche aus den 4 Verbindungen von 4' 
und Nicht-A’ mit a4“ und Nicht-A” abzuleiten find, ſammt dem jedesmaligen 
Gegentheite einer folhen Wahrſcheinlichkeit zunächſt in die vier erften ($$. 536 
u. 6537) ber, gben aufgeführten zufammen, zu denen dann ‚die Ste ſammt der 
6ten (88. 538 u. 539) in Folge der Zufammenfaffung von W und W in eint 
W und der Bildung ihres Gegentheils hinzukommen. Neben dieſen ſechs kom⸗ 


men dann allerdings W und W (nicht ihr Gegentheil) in Aufgaben vor (vgl. 
oben $. 538) und unten $. 543 Nr. 54. 


$. 540. 

Zuf. 4. Stellen wir fämmtliche zuſammengeſetzte Wahrſchein 
lichkeiten, die wir in den 88. 536—539 aus den Wahrſcheinlich⸗ 
keiten w’ und w“ zweier Ereigniſſe und aus den Wahrſcheinlich⸗ 
feiten 1—w’ und 1—w” ihres Gegentheil® abgeleitet haben, 
nebft ihren kurzen Bezeichnungen überfichtlih zufammen, fo find 
es die folgenden: 

) W = w.w—=d. Wahrſcheinl. für „Sowohl, als aud 
oder „Beides“ ; 

2) W- (1—w)(1—w) = 1—-w—w” — d. Bahr 
fheinl. für „Weder, noch“ oder „Keins von Beiden‘; 
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3) W-1—-W— 1 ww — d. Mahrfcheinl. für „Höch— 

ftend Ein? von Beiden“; 

2 J .. * 

yW = 1-W = wtw— ww. — d. Wahrſcheinl. für 

„Wenigſtens Eind von Beiden“; 

PR 

W= w(l—w") — d. Wahrfdeint. für „Nur A“; 

gu 

W = (1—w).w” = d. Wahrſcheinl. für „Nur A”“; 
5) W- w‘(1— w”)+(1—w’)w” = ww” — 2w’w” = der 

MWahrfcheinl. für „Entweder, oder“, d.h. = der 

MWahrfcheini. für „Nur Eins von Beiden“; 
$W— 1—-W = 1—w—w” + 2ww“ = d. Wahrſcheinl. 

für „Beides oder Keine“. | 

Anm. Die fhlieglihen Refultate, ausgedrüdt in w‘ und w“, geben nod) 
Anlaß zu mandherlei Ichrreihen Bergle ungen der verfhiedenen Wahrſcheinlich— 
feiten, die fid) auf mannigfaltige Weife durch Addition aus einander bilden 
laffien. So ift 3. B. außer der fihon aufgeführten Gleichung - 
W=W-+W (8. 539) und W = W-Lw'w“ ($. 538 Anm.) 
4 1 8 3 2 b} 
ah noch W= WW; W=W-4W 
x.; 

Gleichungen, deren Richtigkeit unmittelbar zu erkennen mehr noch die Logik als 
die Mathematik intereffirt. 


8. 541. 

Erkl. Bei Spielen, namentlih bei Metten, und unter ähn- 
lihen Uinftänden auch fonft mohl, heißt das Product wS aus 
einem in Erwartung ftehenden Gewinne S (dem Einjaße ded Geg- 
nad) in die Wahrfcheinlichfeit diefes Gewinned, w, der mathe- 
matifhe Werth des Gewinnes, der Erwartung oder der 
Hoffnung, furzweg nad althergebrachtem Gebrauh die mathe- 
matifche Hoffnung. 

Die mehr zum bloßen Zeitvertreib benugten Epiele, wie „Paar 
oder Unpaar", „Bild oder Echrift« ꝛc., haben, wie billig, die Ein- 
rihtung, daß die mathematifchen Hoffnungen der Epielenden gleich 
find; wS = w’S‘. Bei den genannten und ähnlichen, Spielen, 
wo die Wahrfcheinlichfeit ded Gewinnen? für den einen wie für 
den andern Spieler gleich if, w = w’, gewinnt man in einem 
Falle jo viel, ald man im andern verliert, nemlich den Einfak 
ded Gegnerd, S — dem eignen Einfahe, 5’. 

Die eigentlih gewerbmäßig betriebenen Spiele aber find je- 
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desmal fo eingerichtet, daß die mathematifche Hoffnung des Spiel. 
halters (des Bankiers) größer ift ald die ded Spielerd. Nennen 
wir allgemein S den mit der Wahrſcheinlichkeit w zu erwarten 
den Gewinn des Spielhalter®, S’ den mit der Wahrſcheinlichkeit 
w’ zu erwartenden Gewinn de? Spielers, fo ift bei dieſen gewerb⸗ 
mäßigen Spielen immer 

wS > w'S. 


8. 542. 

Folgeſ. Bei jedem gewerbmäßigen Spiele fpielt fih der 
Spieler immer ärmer, der Spielhalter ebenfo immer reicher. Denn 
ift angenommener Maßen wS— w‘S’ der mwahrfcheinliche Durd- 
ſchnittsverluſt des Spielerd in einem Spiele, fo ift n(wS— w'S) 
diefer mwahrfcheinliche Verluft in n Epielen. 

ft die Anzahl der Gewinn- und der Berluftfpiele demnad 
fo auegefallen, wie man erwarten mußte, fo ift der Verluſt V det 
Spieler? nah n Epielen 

— n(wS—w‘S‘), 
welche Zahl mit wachfendem n immer größer und größer wird 
und über jede Grenze hinaus wächst. 

Wären aber unter den n Spielen für den Spieler v Gewinn 
oder Berluftfpiele mehr, als fih mit MWahrfcheinlichkeit erwarten 
ließ, fo wäre für diefen Fall fein Verluſt nah n Spielen: 

= n(wS— w’S)Tv(S-+9), 

weil im erfteren Kalle S nicht nur nicht verloren, fondern S‘ oben 
darein gewonnen; im andern Falle aber S’ nicht nur nicht ge 
wonnen, fondern S oben darein verloren wird. Für diefen zwer- 
ten all ift der Berluft alfo noch größer ald im allgemeinen; für den 
erften Fall freilihd um v(S--S‘) Feiner. Aber v ift immer nur eine 
feine Zahl und ſchwankt innerhalb nur enger Grenzen, fo daß A 
mehr und mehr gegen das immer mwachfende n verfchrmindet und 
darum bei hinlänglich oft wiederholtem Spiele, d. h. bei hinläng 
ih großem n ganz außer Betracht gelaffen werden fann. Dem 
nach ift der Verluft des Spielerd nad n Spielen = n (wS—wS), 
mit unbedeutenden Schwanfungen nach mehr oder weniger, und 
diefer Verluſt überfchreitet endlich jede Grenze, wofern die Zahl 
der Spiele, n, nur groß genug wird. 


XV. Ybikaitı. 619 


8. 543. 
Nebungsbeiipiele. 


A. Permutationen. 

1. Wie vielmal können 6, wie vielmal 7 Schüler einer Bank ihre Pläpe 
gegen einander ändern? Antw. 720 und 5049 mal. 

2. Zehn Perjonen, meldye täglib zweimal mit einander fpeijen, nebmen 
fi vor, jedesmal anders zu firen. Wie ojt könnte das geſchehen? Antw. 
3628800 mal (Eiſt in 4967 Jahren (zu 365 Zagen) und 247 Tagen 
mürden auf diefe Weiſe alle möglichen Berjchiedenheiten der Plapordnungen er» 
tchöpft werden können.) 

3. Wie viel Berfegungen lafjen die Buchftaben des Worte „Philippi zu? 
Antw. 1120. 

4. Wie heißt die 10te PBermutation von amor? Antw. mora. 

5. Wie heißt die 34fle von emors? Antw. Morse. 

6. Die wievielte Permutation von aimorsu ift amor sui? Antw. 
Die 154fte. 

7. Die wievielte Permutation von hiiilppp ift „Philippi” ? (8. 508.) 


B. Combinationen. 


8. Wie viel Unionen, Amben, Ternen, Quaternen, Quinternen find mög» 
lich aus den 90 Rummern des Kottod? Antw. 90; 4005; 117480, 2555190; 
43 949 268. 

9. Wie viel Unionen, Amben, Ternen, Quaternen, Quinternen werden 
aus einer Urne gezogen, indem man 5 Nummern aus berfelben zieht? Antw. 
5, 10, 10, 5, 1. 

10. Wenn man in dem gemöhnlichen Kottofpiele von 90 Nummern 
10 Nummern befegt und zwar fo, daß man alle in diefen 10 Nummern ents 
baltenen Unionen, Amben, Zernen, Quaternen, Quinternen bezahlt, die Unionen 
mit a, die Amben mit b, die Zernen mit co, die Quaternen mit d, die Quin« 
ternen mit e: wie viel beträgt der ganze Einſatz? 

Antw. 10&-+45b -+ 1200 + 210d 4 252e. 

11. Auf wie vielfache Weife fann man non den 13 Karten einer Farbe 
eine verfchiedene Verbindung von 3 Karten ziehen; auf wie vielfache Weife aus 
einem SKartenfpiele eine verſchiedene Verbindung von 3 AB, 3 Königen ac. ...? 


Ant. Cds) == 286; C() = 4. 


C. Variationen. 
12. Auf wie vielfache Weiſe Inffen fich 4 ſchwarze, 5 weiße, 6 rothe Kus 
geln zu dreien fo mit einander verbinden, daß diefe 8 immer von verſchiedener 
Farbe find? Antw. Auf 4.5.6 = 120 Nıten. 
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13. Jemand hat verſchiedene Roͤcke, 7 verſchiedene Weſten, 5 verſchiedene 
Beinkleider. In mie viel verſchiedenen Anzügen kann er erſcheinen? (Heis.) 
Antw. In 140. 


14. Auf wie viel verſchiedene Weiſen koͤnnen ſich die ſechs verſchiedenen 
Seiten von n — 5 Würfeln zu einem Wurfe verbinden; oder wie viel verſchie⸗ 
dene Würfe find mit n= 5 Würfeln bei einmaligem Aufiverfen derjelben mög- 
lich (roobei es natürlich für einen verfchiedenen Wurf gilt, wenn diefelben Num⸗ 
mern von anderen Würfeln geworfen werden)? Antw. 6”; 6°. 


15. Wenn man n (= 5) mal hinter einander einen Würfel aufwirft und 
diefe fünf Würfe zufanımen als einen durch die jedesmal gerworfenen Nummern 
und ihre Reihenfolge beftimmten Wurf auffaßt: mie viel verſchiedene Würfe 
ſolcher Art find möglih? Antw. 6° — 63. 

16. Beim Aufiverfen eines Münzſtücks find zwei verfchiedene Fälle dee 
Refultatd möglich; das Stüd zeigt, wenn es liegt, Bild oder Schrift. Wenn 
man nun ein ſolches Stüd 2, 3, 4, ..., überhaupt n mal aufgetvorfen hat: 
wie viel an Folge oder Inhalt, d. h. an Einem von Beiden verſchiedene Ver⸗ 
bindungen folder 2, 3, 4, ... n Würfe wird ed geben können? Antw. 22, 
23, 24,...2” verfchiedene Verbindungen. 

17. Wie viel verfchiedene Würfe voriger Art find möglih, wenn man n 
Münzftüde "auf einmal aufwirft? Antw. 2". 

18. Ein optifher Telegraph babe 6 Arme, jeder Arm fönne 4 verichie- 
dene Lagen einnehmen. Wie viel Zeihen kann der Telegraph geben? Antw. 
46 — 4096. 

19. Wie viel Yactoren bat die Zahl 210 — 2.3.5.7? Antw. 21 = 16, 
mit Einfchluß von 1 und der Zahl 210 felbft (8. 520). 

20. Wie viel Factoren hat die Zahl a, welche n verfihiedene Primfactoren, 
jeden nur in der erften Potenz oder nur einmal enthält? Antw. 2”, mit Ein« 
ſchluß der Zahl felbft und 1. 

21. Wie viel Factoren hat die Zahl 360 — 2?.32.5% Antw. 4.3.2 
— 24, mit Einfhluß von 1 und der Zahl felbft. 

22. Wie viel Jactoren hat die Zahl a — pt.ge.r....., welde k ver: 
ſchiedene Primfactoren p, q, —— und dieſe einzelnen. Sartre in den 
Potenzen a, ß, y, -.. enthält? "Antw. 1-+a)(i+B)(i-+y).- 

23. Wie viel und melde Factoren bat die Zahl 845 — 5.13.13? 
Antw. Die ſechs Factoren: 1, 5, 18, 65, 169, 845. 


Zufammengefebte Aufgaben. 
24. Auf wie viel verfchiedene Arten können n Elemente in je 4 Gruppen 
zerlegt werden, fo daß die erfte a, die andere b, die dritte c und die vierte die 
übrigen n— (a+b+-c) Elemente enthält? 


Ant. Auf On). Can). —e = 
auch — * n ) 


a, b, c 


n.(n—1)n—2).....3.2.1 
a!b!c! 


Arten, 
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25. Auf wie viel verfchiedene Arten können 10 Kugeln in 3 Fächer alfo 
vertheift werden, daß in das erfte Fach 3 in „das äroeite Fach 2, in das dritte 
Fach 5 Kugeln kommen? Antw. Auf C(10).C7).C) = 2520 Aıten. 

26. Es follen 38 Kugeln, unter denen 8 ſchwarze, 9 weiße, 10 blaue, 
11 gelbe find, in drei Fächer fo vertheilt werben, daß jededmal 

in das erfte ah... 2.2... 2 ſchwarze, 2 weiße, 2 blaue, 2 gelbe, 

” ” zweite MW ot. 1 21 0... 0. 4 ⸗ 3 ⸗0 2 m) 1 ” 

„ „ dritte „ die übrigen, fo 2 „ 4.6.58. 
Angeln fommen. Auf wie vielerlei Art kann das gefchehen? Antw. Auf 
2 2 2 2 4 3 2 1 2. 4 6 8 
Gs).C(9).C(10).Ce11). Ce). Cd). Ca. € „9. (Cm). Cs). Cs). Ce) == 1) Arten. 

27. Auf wie vielfache Weiſe laſſen ſich 82 Karten unter vier Spieler ver⸗ 

13 18 18 13 
theilen, fo daß jeder 13 Karten erhält? Antw. Auf C.52).C«39).Ce2e). C(13) 
Arten. 

28. Auf mie vielfadhe Weiſe wird man von 90 Kugeln, unter denen 72 
weiße und 18 ſchwarze find, verfehiedene Verbindungen von 5 fo bilden können, 
daß darin a) eine ſchwarze und 4 weiße; B) 2 ſchwarze und 3 weiße; y) 3 
ſchwarze und 2 weiße; 8) 4 ſchwarze und eine weiße; e) 5 ſchwarze; £) 5 weiße 

4 2 3 3 2 
Kugeln find? Antw. Auf «) Os) .Cuns); B) Cus)· CCæ,; Y) Cas).Cers); 

4 1 5 
8) C(18).Cu72); €) Cus); ) Cora) Arten. 

29. Wie viel Ternen laffen fih aus einem Spiele von 52 Karten fo 
ziehen, daß jede Terne drei verfehiedene Farben enthalt? Antw. Auf 132. 00 
Arten. . 

30. Auf wie viel verfähiedene Arten läßt fih ein Product aus 2n Fac⸗ 
toren in n Producte aus je 2 Factoren zerlegen ? 


2 2 2 
Een). Cn—2.Ceoy- .. .C8) __ 2n.(2n—1)(2n—2). ... .3.2.1 








Antw. Auf Po) — (1.2)2.1.2.8. ... .n 
_ 20.2n—1)...(n+2)(n-+-1) Arten. 


2 
Auf wie viel verfhiedene Arten ein Product aus In Factoren in n Pro- 
ducte aus je 3 Factoren? 
3 3 3 3 
C(8n).C(3n—8).C(93n—6)- · . -C(3) __ 3n.(In—1)(3n—2). ... 3.2.1 
Antw. Auf P(n) — (1.2.3)%.1.2.3. . .n 


— dn.(Bn En — 2)... FD) gegen 
60 ll 





Auf wie viel verfhhiedene Arten ein Product aus mn Factoren in n Pros 
ducte aud m Factoren? 


Antw. Auf Cmn)-Smn—m)-Cmn- am)... ‚Cm) _mn.(mn—1)(mn-2). „. 3.2.1 
Pa) (1.2.8. «. .00)%.1.2.8. ... .n 


__ mn.(mn—1)...(n+2)(n—+-1) 
= gg. Aalen 
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D. Aufgaben der Wahrſcheinlichkeitstechnung. 


J. Wie groß iſt die Wahrſcheinlichkeit: 

31. mit einem Würfel a) eine beſtimmte Nummer, z. B. 1, zu werfen! 
B) eine von 8 Nummern, 3. B. 1 oder 2 oder 3, zu werfen? Antw. a) 4; B)}. 

82. mit zwei Würfeln a) einen beflimmten Paſch, z. B. 1 und 1; B) einen 
Paſch überhaupt zu werfen? Antw. a) A B) }- 

83. mit 8 Würfeln die Summen 8, 9, 10, oder, wofür die Wahrſchein⸗ 
lichkeit diefelbe ift (8. 534), die Summen 48, 47, 46 zu werfen? Anw. 
Teren" -IITErL — (S. 511.) 

34. mit einem Münzſtücke a) Bild; B) Bild oder Schrift zu terfen? 
Antw. a) 4; 8) 1, d. 5. Gewißheit. 

35. In einer Lotterie von n Looſen ift nur ein Gewinn ausgefekt. 
Welche Wahrſcheinlichkeit des Gewinnens hat man a) für ein Loos; BP) für k 
Loofe? Antw. a) =; B.-. 





I. Wie groß ift die Wahrfcheinlichkeit : 
36. aus einer Urme mit 13 Nummern 6 beftimmte Nummern in einem 


Zuge zu ziehen? — „hr (Auch nah Principien der zufam 


C(13 
mengejeßten Bahrfheinlihteit. ($. 586) durch S-- Ye iS in zu 
beantworten.) 





37. aus dem Lotto von 90 Nummern eine beftimmte Quinterne zu ziehen? 


Antiv. ! zufammen: 


C(8o) 
gefepten Wahrſcheinlichkeit durch y- Ar-Er- wr- se = rauen zu beantmworten) 
88. aus einem vollen Spiele von 52 Karten mit einem Zuge a) 3 Coeurs; 
b) 3 Aß; c) 3 Karten von einer Farbe; d) 3 von gleihem Range; e) 3 von 
3 





.Cus). 
verfhiedener Farbe zu ziehen? Antw. a) Zus) , b) —— Su ; c) m; 
C(s3) ER Cs) 


3 3 
13.0.4 13304 
a, 2 ; 6) 4). 
(ss) Cs2) 


89. beim vorigen Zuge entweder 3 Karten von einer Farbe oder von 


einem Range zu ziehen? Antw. 4.Cus) + 1864 (4) (8. 530 Borbem.). 
can) 
II. Wie groß ift die Wahrfcheinlichkeit: 
40. aus einer Urne mit 90 Rummern bei 20 mal wiederholtem Heraus 
ziehen einer Rummer eine beftimmte Rummer zu ziehen, 


a) wenn bie jedesmal herausgezogene Nummer nad) dem (eva vergeb 
lien) Zuge wieder in die Urne zurücgelegt wird ? 
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b) wenn fie nicht in die Urne zurüdgelegt wird oder, was basfelbe ifl, 
wenn die 20 Nummern auf einmal herausgezogen werden ? 


20 20 
20 20 — 
Antw. a) 90 89 ; D) Seo) — Cs) 
90» 
C(30) 


41. daß man bei einer Xotterie, worin n Xoofe find, von denen mar s 
Roofe genommen hat und worin k Gewinn-Loofe gezogen werden, 

a) überhaupt gewinnt (fei ed auf eind oder mehrere feiner Loofe) ? 

b) gerade auf ein®, zwei, drei, ... s, wofern s < k; oder k, wofern 
s => k ift, nit auf mehr und nicht auf weniger feiner Looſe gewinnt? 

c) auf wenigſtens eins, zwei, drei, ... s oder k (je nachdem s <T 
oder => k) Loofe gewinnt? 

Antw. f. 88. 531 u. 532. 


IV. Wie groß ift die zuſammengeſetzte Wahrfcheinlichkeit: 

42. beim zmweimaligen Herausziehen je einer Rummer aus einer Urne von 
90 Nummern das erſte Mal die Nummer 1 und das zweite Mal die Rummer 
2 zu ziehen, 

a) wenn die zuerft gezogene Nummer wieder in die Urne zurüdgelegt wird? 

b) wenn dad nidht geſchieht? 

Antw. a) (46)2; b) Ay-np- 

43. bei dem vorigen Zuge. a in ben zwei Zügen die beiden Nummern 


1 und 2 zu ziehen? Antw. —.— = —. 


44. mit einem Würfel in zwei Würfen das erfie Mal 1, das zweite Mat 
2 zu werfen? Antw. (4)2. 

45. mit zwei Würfeln in einem Wurfe die Nummern 1 und 2 zu werfen? 
Antw. 4 = yr. 

46. mit 6 Würfeln in einem Wurfe oder mit einem Würfel in 6 auf ein» 
ander folgenden Würfen alle Nummern von 1 bi8 6 zu werfen? Antw. 
. 43. 4. 5. J. = IHN Auch in der Auffaffung einfaher Wahrſcheinlichkeit durch 
den Ausdruck w —= nn. zu löfen. 


47. mit einem fe in feh8 auf einander folgenden Würfen das erfte 
Mal 1, das zweite Mal 2, ..... das fechöte Mal 6 zu merfen? Antw. 


W’ = 180 56 
48. wenigſtens mit einem von 5 Würfeln in einem Wurfe (oder, was 
dasfelbe ift, wenigſtens einmal in 5 Vuͤrfen mit einem Würfel) die Nummer 1 
465 


q , Een . 
zu werfen? Antw 55 = 


49. wenigſtens mit einem von n Würfeln eine der Rummern 1, 2, 3, 4 
6 — 2? 
zu werfen? Antw. — 
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50. bei einmaligem Aufwerfen von n Muͤnzſtücken (oder bei n maligem Auf: 


n 
’ ® —! 
werfen eined Muͤnzſtücks) menigftend einmal „Bild“ zu werfen? Antw. 2 . 





gu 
51. Man bat 5 weiße, 10 ſchwarze Kugeln; alle weißen in einer, ale 
ihwarzen in einer andern Ume Man foll blindlinge aus einer Urne cine 
Kugel ziehen. Wie groß ift die Wahricheinlichkeit für den Zug einer weißen, 
wie groß für den Zug einer ſchwarzen Kugel? Antiv. 4 für jede von beiden. 


52. Die Kugeln der vorigen Aufgabe find in die beiden Urnen fo ver: 
theilt, daß die eine nur eine weiße, die andere die 4 übrigen weißen und die 
10 fhmarzen enthält. Wie groß ift die Wahrfhheinlichkeit, dur den Zug einer 
Kugel aus einer Urne eine weiße, wie groß, eine ſchwarze Kugel zu ziehen? 
Ant. Für eine weiße = 4.1+4.% = %; für eine ſchwarze — 4.0+ 
1.12 = 17 

53. Die genannten 5 weißen und 10 fchmarzen Kugeln find in 3 Urnen 
jo vertheilt, daß zivei Urnen nur je eine weiße Kugel, die dritte Urne die 3 
übrigen weißen und die 10 fihmarzen enthält. Man zieht blindlings aus ciner 
Urne eine Kugel. Wie groß ift die Wahrfcheinlichkeit, daß man eine weiße, 
wie groß, daß man eine ſchwarze Kugel zieht? Antw. Die Wahrſcheinlichkeit 
für eine weiße Kugel iſt: J-1+$.144.% = 4; für eine fhwarze: 4.0 
44. 041. 4 = 4. 

NB. Die Bildung kuͤnſtlicher Majoritäten durch Buͤreaus. 

54. Die Wahrſcheinlichkeit, daß nach 10 Jahren ein nun 60jähriger Mann 

A’ nod lebt, ift nad) bewährten Sterblichkeitstabellen (ungefähr) — % = va 
(d. 5. von 3 fehözigjährigen Männern erreihen nur 2 das fiebenzigfte Jahr); 
dag nad 10 Fahren eine nun 5öjährige Frau noch lebt, (ungefähr) — } = w“. 
Wie groß ift die MWahrfcheintichkeit, daß nach 10 Jahren 

1) beide Perfonen nod) leben (ſſowohl ala auch“)? 

2) feine von beiden mehr lebt („weder noch“)? 

3) höchſtens eine noch lebt? 

4) wenigftend eine noch lebt? 

5’) nur der Mann noch lebt? 5) nur die Frau nod) lebt? 
5) nur eine von beiden Perfonen noch lebt („entweder oder“)? 
6) entweder Leine mehr lebt, oder fonft beide? 


Aufl. 1) Weww=}; 2) Wei—w)( —w“) — 15; 
3) wW=-1W=1-wwt; 4) wWel-W = w)i-W)=H; 


yet) MWeU-Me=h 
)WeWtWeh; 6) wel W=4. 


XVI. Zbfehnitt.* 
Die arithmetifhen Reihen höherer Ordnung. 


1. Rapitel. 
8. 544. 


Erkl. Cine Reihe von Zahlen, in welcher die Differenzen zweier auf ein» 
ander folgender Glieder, ftatt conftant zu fein, Glieder einer arithmetifchen 
Reihe erfier Crdnung find (8. 437), heißt eine arithmetifche Reihe zweiter Ord⸗ 
nung; find dieſe Differenzen Glieder einer arithmetifchen Reihe zweiter Ord⸗ 
nung, fo heißt fie eine arithmetifche Reihe dritter Ordnung, und fo allgemein, 
eine arithmetifche Reihe der (k + 1)ten Ordnung, wenn die Differenzen ihrer 
Glieder eine arithmetijche Neihe der kten Ordnung find. Die oben $. 4937 
betrachtete aritpmetifche Reihe mit conftanter Differenz wird dem entſprechend 
eine arithmetifihe Reihe erfter Ordnung und die Reihe ihrer conflanten Differenzen 

eine Reihe von der Ordnung Null genannt; alle Reihen von höherer ald der 
. erften Drdnung werden mit einem gemeinfchaftlihen Namen arithmetifhe 
NReihen höherer Ordnung genannt. 

Jede arithmetifche Reihe wird in Bezug auf ihre Differenzreiben die 
Haupt: oder Stammreihe genannt; der Unterſchied ihrer beiden erſten Glie⸗ 
der (wobei wir immer das vorhergehende Glied von dem folgenden abgezogen 
denken) bildet das erjte Glied der (erjten) Differenzreihe und ebenfo der Unter. 
jchied der beiden erften Glieder irgend welcher Differenzreihe das erſte Glied 
der folgenden Differenzreihe. 


Beifp. 1, 4, 9, 16, 25, 36, ..... 0. Reihe IL. Ordnung 
83, 5, 7, 9, 11 erſte Differenzreihe, „ I. " 
2, 2, 2, 2 zweite „ „ Or u 

. 78 12, 21, 37, 68%, 22... . Neihe III. Ordnung 
1,4 9 16, 25..... erfte Differenzreife, „ II. " 


8, 5, 2x. wie vorher. 


8. 545. 
Folgeſ. 1. Mit Einrehnung der Reihe der conftanten Differenzen oder 

der Neihe von der Ordnung Null 
hat die arithmetifche Reihe der Iften Ordnung eine Differenzreide, — 


" " „  „ Ilten w 2 Diifferenzreihen, 
" ” „ .„ Ulla „ 8 " 

. .. . .: 8 8 [8 Tr Tr Tr Tr Fr a 8 8 . + .e . D .o. . 
” ” Lid ” kten „ k „ 


Folgeſ. 2. Das nte Glied einer (Haupt-) Reihe ift gleih dem erften 
Gliede derfelben plus der Summe der (n— 1) erſten Glieder ihrer erften Dif- 
ferenzreibe. 3. B. das Ate Glied, 16, in obigem erften Beifpiele = 143-457. 


% 
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$. 546. . 
Erkl. Wir wollen ganz allgemein mit An), Äm), ..... Ark) das erfke, 
zweite, ..... nte Glied einer arithmetifhen Reihe der kten Ordnung und mit 


ZA) die Summe der n erſten Glieder einer ſolchen Reihe bezeichnen. 
Die Glieder der fucceffiven Differenzreihen der arithmetifchen Reihe von 
der Ordnung k werden demnad 


2 
für die erſte Differenzreihe mit An, Alk—1), ... Ak); 
1 2 n 
„m zweit m „ Ä-2), A2), ... Alk-9); 


. oe  »y 8 vv dr re r 5 rer a 8 8 9 8 oe 


„u kte w " Aoy, Äo), ... A(0) 
zu bezeichnen fein, wo jedoch für die lebte Reihe, von der Ordnung Null, der 
Inder der Glieder auch weggelaſſen werden kann, ba alle Glieder gleid dem 
erften, nemlich gleich der conſtanten Differenz find (8. 544). 


Anm. In Fällen, wo e3 gilt, die Bezeihnung der Differenzreiben, der 
eriten, zweiten, dritten, ... kten, unabhängig von einer vorgängigen Bezeik- 
nung der Ordnung der Hauptreihe audzudrücden, welche letztere dann nur durch 
ı 2 n 
A, A, ... A dargeſtellt ift, bezeichnet man fehr zivedmäßig die fucceffiven 
Glieder der erften, zweiten, ... kten Differenzreihe alfo: 

1 2 
die der erftien mit AA, AA, AA, ..., 
2 
„» » jiveiten „ Aa, A?2A, Az, ..., 


2 
allgemein kten⸗ AkA, AkA, AkA, ..., 


AkA AAA; AKA — Ark Ach, 
Mo jedod folder Grund der Bezeihnung nicht vorliegt, erfegen wir diefelbe 
lieber durch die obige. 
8. 547.* 

Aufg. Das nte lied einer arithmetiſchen Reihe zweiter Ordnung A) 
zu finden, aus ihrem erften Gliede Ars), aus dem erfien Gliede ihrer erſten 
Differenzreihe Adı) und aus der conftanten Differenz Aco) ihrer zweiten Die 
ferenzreihe. 

n 1 n-1 
Aufl. Ay = Ant? Alı) ($. 545 see 2) 


„ZAu) — X 


yo ($. 441 Anm.) 
alfo Sau = (n—IjI) A EI 


—E —X —* Au + nn A(0)- 
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Beifp. In der obigen Reihe ($. 544) ift | 
23 — Ac) = Aay-+t4.Am)-t 6A) —= 1-+4.3+6.2 = 25. 
$. 548. * 


Anfg. Die Summe der n erften Glieder einer wie im vorigen $. beſtimm⸗ 
ten arithmetifchen Reihe zweiter Ordnung, LAczy zu finden. , 

Aufl. In dem allgemeinen Ausdrude des nten Gliedes, wie ihn der 
vorige $. enthält, find nad einander für n alle MWerthe von 1 bid n zu fegen 
und alle diefe Ausdrüde in eine Summe. zufammenzufaffen. 

Anm. Die Weitläufigkelten diefer und aller ähnlichen folgenden Rech» 
nungen umgeht man durch den folgenden böchft bemerkenswerthen 


$. 549. 
Lehrſ. Wenn man in dem Ausdrude 
n. Beraten: ..... (n+k—1) — 


für n nad) einander alle Zahlen von q an bis zu einem beflimmten n feht, fo 
ift die Summe aller diefer Ausdrüde oder das fummatorifche Glied deöfelben, d. h. 
: (= n. erDeFN. ..... M. ntk 
1bien k+1 
d. h. gleich dem gegebenen Ausdrude mutige mit einem neuen, auf dag 
Iegte folgenden Gliede, welches dem allgemeinen Bildungsgefehe der Glieder des 
Ausdrucks gemäß gebildet if. 


Bem. 
1.2.3. ... .k+1) 1.2.3. ... .k 
k-+1)! en k! 
2.3.4. ... .k+2) 1.2.3. ... .k+1) __ 2.3.4. ... EV. 
ã— —— u K! 
3.4.5. ... .(k+3) 2.3.4. ... .(k+2) __ 3.4.5. ... .(k+2) 
ar) Ted 00 k! 


n.(n-+-1)(n-+2)-(n+k) (n—1)n.(n-FH1)- (n+k-1) _ n.(n+1)(n+2)--(n+k—1) 
(+)! k+D! k! 

Addiren wir nun auf beiden Seiten, fo fällt auf der linken Seite Alles 
bis auf den Minuendus der lebten Linie weg, auf der rechten Seite aber haben 
wir die fraglihe Summe, d. h. . 
2.(a-+1)(a+2)...(n+k—1) a4k) _, n.(m+Dimt2).. .n+k—1) 

k! &+1) 16i6n k! 





mw. z. b.w. - 


*) Der Minuendus fügt dem gemeinfamen Factor nel 
noch feinen letzten (k +2), der Subtrahendus noch feinen erften 1 und dems 
nah die Differenz den Factor (k+2)—1 = (k+1) hinzu, welcher leptere 
gegen den lebten Factor des Nenners gehoben ift. rag ſo giebt allgemein 
dieſe Differenz den Factor (k-+n)—(a—1) = (k-+1) 
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n. ern 
Seife 2 )-E (7) = (ogl. $. 441) 


az ion. 
„ ("erN CH) — n.(n+1)(n-+ 2) 
1.2.3 
fürn =3, 2 = 10. 
„(re Ha—D) _ @—3)(n—2)(n—1).n 
1.2.3 — 1.2.3.4 
füün=6, 2 = 15. 


ı bis na 


8. 550. 

Aufg. Das nte Glied einer arithmetifhen Reihe der kten Ordnung Ay, 
fowie auch die Summe der n erften Blieder ZA) aus dem Anfangögliede 
diejer Reihe A‘) und den Anfangägliedern der fucceffiven Differenzreihen 
Ak—ı1), Ak), . .... A‘), A‘cı), Aco) zu finden. 

n n—ı 

Aufl. Da Ai) = A'y-+2 Ark-ı) iſt ($. 545 Folgeſ. 2), 
jo ift die Beftimmung des nten Gliedes einer Reihe auf die Summirung von 
(n — 1) Bliedern der Reihe der nächſt niedrigern Drdnung zurüdgeführt. 


Run ift allgemein die Summe von n Gliedern der Reihe der conflanten 
Differenz Aro) gleich dem nfadhen diefer Differenz, d. h. 


R n—1 
ZA(0) = n.Aco) und Z Arco) = (n— 1)Aco) 


und demnach 
Au) = Ay + ZA) = rem A(0) 
| ZAu) — na 13 —5 ($. 549) 
oder, indem wir nur (n—1) für n feßen: 
Au) —=(n—1) „AD en 1) —— A(0) 
Aa) = At 2 An = Ay+a—D) — 


— 2)(n— 


Ku 1.23 a0) (6. 50) 


und indem wir im genden nur ſtillſchweigend aus sA durch Subſtitution 
von (n — 1) an die Stelle von n das jedesmal erforderlihe £ rG bilden: 


Ap) = —R A) u 
—2) (n—1) Aw 


= Ay + (n— 1)A’a) + ey Et (n— a 


(n—3)(n—2)(n—1}n 
Wr 1.2.3.4 


Aa) = nat — 


(n— * 


Ag = nA —R PR. ⸗ Ag). 
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Es Hat Teinerlei Bedenken und Feinerlei Schwierigkeit, auf Grund dieſer 
unverändert fortfchreitenden Entwidelung und des gleihförmigen Aufbaues der 
Formel ohne weiteres zu fchreiben : 





n r ’ 2 
Ak) = An+an— Din 2262 Ak-9-+... 
—k)(n—k-1) ..... n—1 
„ee en aD 
SA) — nA + Ir in + nen 
—k)\(n—k-+1 —]) 


In diefen beiden Gleichungen aber ift das ganze Gefeh der arithmetifchen 
Reihen höherer Drduungen enthalten. Mit Anwendung der Bezeichnung des 
$. 546 Anm. laſſen fich diefe beiden Gleichungen aud fo fchreiben: 





— 446— 1) AA + eZIe—N oe... 
je!) na BE x (n—k) AA (D 
ne n.(n—]) , n.n—1)(n—2) .; 
ZA=nAt 15 MA+ —935 PAL+.... 
n.(n—1)(n—2) ..... (n—k) 
+72... .krn A dh 
Deifp 
2, 5b 9 231, 6, 168, 391, 885, -.... Reihe der V. Ordnung 
3, 4 12, 39, 108, 2328, 444......e . .TW 
1, 8 m 6 15, 216. re... „ UL. 
T 19, 97, 6, DM rien » „DM. „ 
18, 15, 24, 8. - er nnenn „ „I, 
er EEE „ +r$6o , 
7 6.85 6.5.4 6.5.4.3 6.5.4.3.2 
A rag a tan ® 


— 2+18-+15-+140-+ 180-436 — 391. 


Anm. Ohne eben mehr Mühe zu haben, hätte man die beiden vorſtehen⸗ 
den Sleihungen auch ohne den Lehrfab des $. 549 ableiten fönnen. Aber ab» 
gefehen von dem eigenen Werthe diefer an fi fd bemerkenswerthen Summens 
formel, die ib bei Grunert (Supplem. zu Klügel’s Wörterb. IL p. 44) 
finde, erfcheint fie mir von der größten Bedeutung für die Betrachtung ber 
figurirten Zahlen, die durch Benutzung derſelben eben fo einfach und unmittel⸗ 

Helmes, Elementar⸗Mathematik. I. 34 
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bar darzuſtellen find (ſ. unten 53. 567), als die Unterordnung derſelben unter die 
Geſetze arithmetiſcher Reihen hoͤherer Ordnung, denen ſich die ſigurirten Zahlen 
in ihren Anfangsgliedern nicht ohne Zwang unterwerfen, weitläufig und ver⸗ 
widelt ifl. 


8. 551. 

Zuſ. Um die conflante Differenz, welche ala ſolche die Glieder der lehten 
Differenzreibe oder der Reihe von der Ordnung Null bildet, zu beflimmen, 
hat man zwei Glieder der vorhergehenden Reihe von der Ordnung 1, dazu 
aber drei lieder der mächlt vorhergehenden Reihe von der Ordnung 2, dazı 
wieder vier Blieder der Reihe von der Ordnung 3, und jo weiter von jeder 
nächſt vorhergehenden höhern Reihe ein Glied mehr, alfo von der Haupt: 
reihe der Ordnung k felbfl (k+1) Glieder nöthig. Darm 
laffen fih alfo die erſten (k-+-1) Glieder einer arithmetifchen Reihe der kten 
Ordnung beliebig annehmen und daraus die erfien Wlieder aller Differenzreiden 
Bid zur Ordnung Null beftimmen, aus denen fi dann alle folgenden Glieder 
der Hauptreihe nad $. 550 (T) ergeben (natürlich dürfen die angenommenen 
Glieder nicht ſelbſt ſchon eine arithmetifche Neihe niedrigerer Ordnung bilden). 


Beiſp. Dan bilde aus den vier erften Gliedern 3, 2, —5, 6 die da 
durch beftimmte arithmetifche Reihe dritter Ordnung : 





59, 178, 887, 710, ..... 
53, 119, 209, 33, oo... 
60, 114, ..... 
A 24, Mc. 
7. 7.6.5 
As) = 347. 1475.40 4 = 37126480 = 1 


— [nm — 


Bemerk. So wie ſich jedes Glied der Hauptreihe nach 8. 550 aus den 
erſten Gliedern der ſucceſſiven Differenzreihen entwickeln läßt, fo auch umgelehrt 
jedes Glied irgend einer Differenzteihe aus den dazu ausreichenden Gliedem 
der Hauptreihe. Da wir jedoch von dem Reſultate im Folgenden keine An⸗ 
wendung zu machen haben, die Entwickelung ſelbſt aber weniger einfach iſt, ſo 
verweiſe ih nur auf die lehrreiche Darſtellung derſelben in Grunmnert's Sur 
plem. zu Kluͤgel's Woͤrterb. I. p. 52). Wir fügen ſtatt deſſen wegen viel⸗ 
facher nutzlichet Anwendung die Aufloͤſung der Aufgabe 8. 555 nebſt deren Ein⸗ 
leitung durch die beiden folgenden 88. hinzu. Die Einleitung wird überflüffig, 
wofern man fih mit der Thatfache endlich conftanter Differenzen in den 
Reihen des $. 554 begnügt. 

Wenn wir die Hauptgröße x, nach welcher die algebraifchen Summen ber 
85. 552 u. 553 geordnet find ($. 67), bier mit dem neuen Namen ber „Bere 
änderlihen*, ſowie ihre Gozfficienten mit dem Ramen „conftante Factoren be 
legen, fo gefchieht die® nur der Kürze wegen, und hüten wir und wohl, den 


Begriff der ſtetigen Veränderlichkeit in die Glemente berüberzugiehen; 
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wir legen der Beränderlihen x immer nur zwei an Größe beftimmt verſchiedene 
Werthe bei, waͤhrend die ihrer Factoren unverändert bleiben. 


8. 552.* 

Lehrſ. Die Differenzen algebraifher Summen einer Beränderlichen find 
die algebraifhen Summen der Differenzen der einzelnen Glieder, in denen die 
conftanten Factoren ald ſolche unverändert verbleiben, "conftante Glieder der 
Summe felbft aber (Glieder ohne x) gänzlich verfchmwinden. 


Annahme y = ax" +br"! _ex”?2 ..... +m 
y'— ax? bat _oxun2ı ..... 4m. 
Sap. Ay! = y“—y' = adx" +HbAr Tl _cAx3ı,,... +0. 
Bew _ 
y'—y' = Ay'=al""—_ x") + biz _ za) _egun2__ 22) + en 
+(m—n) 
— aAx® bAx 1 _cArt dr... +0, 
w. 3. b. w. 
8. 553.* 

Sch Die kien Potenzen der arithmetiſchen Reihe erſter Ordnung xK, 
(+, (< +28, ..... {x+ (n—1) a}* bilden eine arithmetifche Reihe 
der kien Ordnung. 

Bew. Sixk—=y; (x + d)k = y"; (x-+ 2a)* — y3 ..... 
fo it y„"—y' = Ay = ra = k.d. u aꝛi k3 
P ..... ($: 522) 


und fomit ein Polynom vom Grade (k — 1). 

Eben ſolche Polynome werden nun aud) 
gi y" = Ay = (a tt a+a = kath nn 
"= Ay k.d.(z +2 + ..... 


oo. 8 8 EL re Tr Tr Tr Fr Tr LT 8 BF Dr T  L T CL CF TC CE CF CC CE a 


fein, d. h. die erfte Differenzreibe eines Polynoms vom Grade k wird ein Por 
Ionom vom Grade (k— 1) fein. 
Ganz ebenfo werden nun die Glieder der zweiten Differenzreihe, Ary = 


N Fa, als Differenzreihe eines Polynome vom Grade (k— 1) ein Poly: 
nom vom Srade (k— 2) bilden. 

Und bei foldyem Abnehmen des Grades jeder folgenden Differenzreihe wird 
man bei der (k— Iiten Differenzreihe bei einem Polynom vom Grade eins, 
alfo von der Form ax + b angelonmen fein. 

Die Differenz eines ſolchen Polynoms aber, alfo die kte Differenz der 
Hauptreihe wird — a(x+d) +b— (ax-+b) = ad = conftant fein, 


w. 3. b. mw. 
8. 554. * zu 
Folgeſ. Die Potenzen der natürlihen Zahlen 1, 20, 32, ..... bilden 
arithmetiſche Reihen fo hoher Ordnungen, als der Erponent der Potenz anzeigt. 
Man wird alfo auf die Suimmirung folcher Reihen die Formel (IT) des 
8. 550 anwenden können, welches auf folgende Auflöfungen führt. ' 
" 34* 
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8§. 555. 
Hals, 1. Die Summe der Quadrate ber natärligen Zahlen 
von 1 bis n zu finden. 


Aufl. 124224324 ..... tar Kar) RT N@RtN, 


6 
Denn da in der aritGmetifgen Reihe Wweiter Otdnung 
1, 4, 9, ..... nꝰ 


2, 2, ..... 
BA s, 4A = 2, fo iſt 18. 550 (M)j 
Ag = n.147 „ed, — 


_ 6n am mt 22 30-63) 





6 
_ Mm? —— _ »@u? 4304-1) . 
6 
2. +1) (+1) 
6 
Beifp. Die Summe ber Quadrate aller natürlichen bahien von 1 bi 
10 ift gleich M 5.17 = 885. 


Aufg. 2- Di Summe der Guben der natürlihen Zahlen von 
1 bis n zu finden. 2 
Aufl. 1342324334 ..... +1 = on) —! er, 
d. h. die Summe der Guben aller Zahlen von 1 bis n ift gleich dem Quadrate 
der Summe ($. 441) aller diefer Zahlen. 
- Bew. In der arithmetifchen Reihe dritter Ordnung : 
1, 8, 27, 64, .....n? 


7, 19, 37, 22... 
12, 18 
6 
in 
| . “s. 850. 1) 
für 4 — 1; M7; AA — 12; MA— 6 
— n.(n—1) n.(n—1) (n—2) n. m mi 
=. Tr er 1.2.3.4 
SINE SP ERBE SR 211 
Beifp. Die Summe aller Saben der natürlihen Zahlen von 1 bis 10 
if gfeih S100 — 3025, auch gleich 552. 


Anm. "Sim die Berechnung ber naͤchſt folgenden PBotengen fatet ef 
ziemlich weitldufge Rechnung; man findet fo noch 
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2009) = ——— fürn = 10 


y — 258838 
2 2 2 — 
Indy = ernten, fürn — 10 


Eine Formel aber für die Summen allgemein der nten Potenzen der na⸗ 
tuͤrlichen Zahlen würde wenigftens verhältnifmäßig leichter auf anderen, wenn 
auch immer mühfamen Wegen abzuleiten fein, f Klügel, mathem. MWörterb. 
„Potenz“ p- 865. 





2. Kapitel. 
Die figurirten Zahlen. 
8. 556. 

Ertl. Wenn man zu der arithmetifchen Reihe erfter Ordnung 
1144142, ..... 1+(n—1)d 
die Summentreihe | 

1,244, 3434, ..... + DRG ($. 441) 

bildet, zu diefer Summenteihe wieder die Summenreihe ü 

1,344, 6444, ..... "ary ardeatn ($. 549) 


und fo weiter zu jeder vorhergehenden Reihe wieder eine Reihe, die Summen⸗ 
reihe, fo bildet, daß ihre fucceffinen Glieder die Eummen von ebenforiel Glie⸗ 
dern der. vorhergehenden Reihe find, fo nennt man diefe auf einander, folgen 
den Summenreihen, bie alfo alte das Anfungsgtied 1 haben, die figurirten 
Zahlen der zweiten, dritten, ..... kten Ordnung, indem mar obige arith⸗ 
metifche Reihe erfter Ordnung mit dem Anfangsgliede 1, die ja auch ihrerfeits 
als die Summenteihe der Reihe der conftanten Differenzen d mit einem hinzu⸗ 
genommenen Anfangägliede 1 vorgeftellt werden kann, zugleich ald figurirke 
Zahlen der erfien Ordnung auffaßt. 

Wir wollen die figurirten Zahlen allgemein mit F, und zwar dad nte 
Glied der figurirten Zahlen kter Ordnung mit Fk) bezeichnen; und wo es 
in einigen befonderen Fällen noch der ansdrüdlihen Bezeichnung der con⸗ 
flanten Differenz d bedarf, dies durch aFM ausdrüden. Nah der Analogie 
von &$. 544 u. 546 wird dann die Reihe der conftanten Differenzen mit einem 
hinzugenommenen Anfangägliede 1 ebenfo mit Fo) zu bezeichnen fein. 


$. 557. ' ' 
Aufg. Das nte Glied der auf einander folgenden Ordnungen der figurir⸗ 
ten Zahlen, allgemein das nte Glied ber kten Ordnung zu beſtimmen. 
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Aufl. 
() = ZFloo) = 1 +(n— 1)d ($. 556) 


&F 3) = IF) = ea (8. 549) — 1a +a—na} 
a) _ — —2— u Bern) ea nn. uns, d ($- 549) = an) — 


Fu = IF) = int ———— 2, (8. 549) 


1.2.3 1.2.3.4 
_5.a+a+2 
an 4 +@— nal 
spa) —_ n.( Bu a dr .D. er): ..... (n+k— 2) 
n.(n—+ I „Gre-9 * yal 
inöbefondere für d = 1 
IF ck) — „ern. are — — (8. 513). 


Anm. Wollte man die ulgemeine Formel ($. 550) der arithmetifchen 
Reihen höherer Ordnung auch auf die figurirten Zahlen anwenden, fo fönnte 
das nur durd die Fiction binzuzudentender Anfangöglieder, die alle Null 
wären, gefchehen. 

8. 558. 

En. Die figurirten Zahlen der zweiten Ordnung AF(s) beißen noch 
indbefondere die Polygonalzahlen, und zwar, je nachdem d — 1, 2, 
8, ...., aügemein — d ift, Dreiedds (Trigonal⸗ oder Zriangular-), Viereao. 
(Tetragonal⸗ oder Quadrat⸗), Fünfecks⸗(Pentagonal⸗), ....., allgemein (d2)eds. 
Zahlen. 

Folgeſ. Aus dem allgemeinen Ausdrucke der figurirten Zahlen zweiter 
Ordnung ober der Polygonalzahlen 


a =, [2 +(@a—1) a} ($. 557) 


wird, 
für d — 1 

der Ausdruck der Dreiecks⸗ (Trigonals od. Triangular⸗) Zahlen IF — —.- ern, 
für d — 2 

der Ausdruck der Vierecks⸗ (Tetragonals oder Quadrat⸗) Zahlen 2F(g) = n?; 
für d = 3 

der Ausdrud der Fünfecks⸗ oder Pentagonal⸗Zahlen sy, — = ——— 
für d — 4 


der Ausdruck der Sechsecks⸗ oder Hexagonal⸗Zahlen — = n(2n— 1); 


allgemein für d = d n 
der Ausdrud der (d+ 2)ede-Zahlen aFa) — [2+@—1) a). 
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Anm. Den Erklärungen in $$. 556 u. 558 zufolge find die Trigonal⸗ 
zahlen die Summen der Glieder der arithmetifchen Reihe 1, 2, 3, ..... n; 
die Tetragonal⸗ oder Vieredözahlen die Summen der Glieder der arithmetifchen 
Reihe 1,3, 57, ..... 1--(n— 1)2, und fo meiter die folgenden Polygonal⸗ 
zahlen die Summen der Glieder arithmetifcher Reihen erfter Ordnung mit dem 
Anfangsgliede 1 und den wachſenden Differenzen 8, 4, 5, ..... d—2. 

Wenn man nun zur bildlihen Darflellung der regelmäßigen Vielecke, 
von 


einem Punkte ausgehend, andere Punkte in immer gleichen Abftänden derfelben 
anreihet, fo’ bilden die zur Erweiterung bderfelben jedesmal neu hinzus 
fommenden Punkte fammt dem Ausgangspunfte jene arithmetifhen Reihen 
erfter Ordnung mit den Differenzen 1 beim Dreiede, 2 beim Quadrate, 3 beim 
Fünfeck u. ſ. w, deren Eummen nad) $. 558 die Bolygonalzahlen aud- 
drüden, für welche fomit hierin der Grund ihrer Benennung, ſowie auch die 
Möglichkeit einer befondern Betrachtung derfelben enthalten ift. Die Polygonal⸗ 
zahlen find darnach nemlich die Summen der Punkte, mwodurd diefe Vielede 
nad den verfchiedenen Längen ihrer Seiten dargeftellt werden fönnen, und zwar 
ift die erfte, zweite, dritte, ..... nte Polygonalzahl die Summe jener Puntte 
für eine Seite des fraglichen Vieles von 1, 2, 3, ..... n Punkten, fo daß 
man bei folder Auffaffung der Polygonalzahlen ftatt des Inder der Glieder: 
zahl, n, aud) „Seite ded Polygons“ fegen kann. Darnach ift 3.8. das fünfte 
Glied der Zriangularzahlen gleichbedeutend mit der „Triangufarzahl mit der 
Seite 5%, 2c. ..... 


8. 559. 

Ertl. Die figurirten Zahlen der dritten Ordnung, F(s), heißen nod 
inöbefondere die Byramidalzahlen, und zwar, je nahdem d=1, 2,3, ....., 
allgemein —= d ift, die Trigonal⸗, Zetragonals, Pentagonal⸗, ..... (d + 2)edd- 


Pyramidafzahlen. 


Folge. Aus dem allgemeinen Ausdrude der figurirten Zahfen dritter 
Ordnung oder der Pyramidalzahlen 


F9— er l+a- nal ($. 557) 


1.2.3 
wird, 
ürd=1 n 0 
der Augdrud der Trigonaks Pyramidalzahlen F(s) = "eryere, 
— nt n+ 1), 


der Ausdrud der TetragonalsPyramidalzahlen = 1.2.8 
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ürd=3 


n?.(na+1) 
der Ausdrud der Pentagonal-PByramidalzahlen sEg) — = — 
für d — 4 u 
der Auddrud der Hexagonal⸗Pyramidalzahlen *F(s, = na tin) 


1.2.3 


allgemein für d — d 


der Ausdrud der (d 42)ecks⸗Pyramidalzahlen apa) = ei * ten 


Anm. 1. Dentt man fi die Bielede des $. 558 durch Kugeln, fait 
durh Punkte dargeftellt, fo wird man jedeö vorhergehende einer Art über 
einem folgenden derjelben Art, welches alfo eine Kugel mehr in feiner Seite 
hat (3. B. ein BDreied mit 2 Kugeln in feiner Seite über dem folgen: 
den Dreiede mit 3 Kugeln in derſelben), fo aufſchichten (aufftapeln) Sonnen, 
daß die Kugeln der um eine kürzeren Seite in die Zwiſchenräume der Kugeln 
der um eine längeren Seite allerwärts einfallen, bis fchließlich die eine und 
erfte Ausgangskugel die Spitze des ganzen pyramidalen Stapels bildet. 

Die Summen der auf einander folgenden Dreiedd-, BVieredö-, ..... all⸗ 
gemein der auf einander folgenden Polygonalzahlen, d. h. die Pyramidal⸗ 
zahlen werden demnach die Summen der Kugeln in einem ſolchen über einem 
regelmäßigen Dreiecke, Bierede, ..... ‚ allgemein über einem regelmäßigen 
Bielede aufgeftapelten pyramidenförmigen Körper auedrüden, worin der Grund 
des Namen? und ein befonderer Gebrauch der Pyramidalzahlen der verfchiedenen 
Arten zu finden if. Auch erhellt daraus, wie man ftatt erfler, zweiter, -..... 
nter Poramidalzahl vom Standpunkte folder geometrifcher (ftereometrifcher) 
Betrachtung aus Pyramidalzahl mit der Seitentante 1, 2, ..... n fagen 
tönne, fo daß der Inder der Gliederzahl der Größe der Seitenfante der Pyta⸗ 
mide gleichgefept wird. 

Beifp. Wie viel Kugeln liegen in einem pyramibalen Stapel von n—=% 
Schichten, wofern die Schichten a) gleichfeitige Dreiede, 8) Quadrate find? 

Antw. a) IF) = "eryote _ 1540; 


ß) Fe) = "urnet)_ 2870. 


In der unterften Schicht liegen ($. 558) dort IF.) == „ar — 210; 


bier ?2F(a) = n? = 400 Kugeln; in einer Seite in beiden Fällen n = 2%. 

Anm. 2 Bon bemfelben geometrifhen (ftereometrifhen) Gefichtöpuntte 
aus hat man dann au noch die f.g. PolyedralsZahlen gebildet, indem 
man, wie die regelmäßigen Vielecke durch Zufammenftellung von Puntten, fo 
die regelmäßigen Körper durch Zuſammenlegung von Kugeln hervorgehen und 
duch Vermehrung der Seiten um je eine Kugel wachſen ließ. Sie ergeben 
fit) ſäͤnmtlich als arithmetifhe Reihen der dritten Ordnung mit dem Anfangs⸗ 
gliede 1, und ihre erften und zweiten Differengreiben find Durch die Natur dei 
jedesmaligen regelmäßigen Körpers beftimmt. Ihre weitere Betrachtung hat 
für uns kein Intereſſe; die Tetraedralzat wird übrigens mit obiger Triangulars 
Pyramidalzahl zufanınenfallen. 
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8. 560.* 

Lehrſ. Die erften, die zweiten, die dritten, allgemein die kten Binomial- 
cotfficienten der fucceffiven Potenzen bilden die fucceffiven Reihen der figurirten 
Zahlen mit der conftanten Differeng 1 von der Ordnung 1, 2, 8, ..... k, 
d. h. von der Ordnung, welche der Stellenzahl des Binomialcotfficienten gleich 
ift, und zwar ift 
der kte Binomialcokff. der Potenz k die erfte figurirte Zahl der Ordnung k, 
L ; ” ” ” 4 (s-+-1) ” zweite * ” ” [2 [2 
[ Ze — [ ” [ n ” (n—k-Hi)te n v u ” [ 

a—k+1 
kutz 2B = In) . 
In überfihtlicher Zufammenftellung ift: 


Binomialcokfficienten: 








Potenz 3 B d d d d 8 
1 1 1 . 
2 I 1 | 2 1 . 
s | 1|38 8 1 : 
4 1 4 6 4 1 : 
5 1 5 10 10 5 tl . 
. I. . . ı 
 Iı Ik kan) 
n. 0-1) n.(a—1n—2) mE n.(n—1)(n—2)...(a—k+1) 
n i|ın Yu 5, eben — 
o+1] 1 Io+1 —— nneffn. ä.. ED ha kh2) 
n+2| ı nel ....... —D— ‚ein 22 
| 1 Foo)) 1 Fa) 1 Fa) | 1F i Foo) 1 Fo)! Fix) 
Bew. Die Ausdrüde des kten Binominlcotfficienten Wer fucceffiven Po: 
tenzen n, (n+1), n-+2), ..... (8. 522), 
n.(n—1)(n—2)..... (n—k+1) (n-+1).n..... m—k+2) _ 


d. I, = 
und der fucceffiven figurirten Zahlen der kten Ordnung von der (n—k-Hi)ten 
Zahl an ($. 557) 

(n—k-+1)(n—k-+2)..... (n—1)n, (n—k+2)(n—k-+1)..... n.(o-H1) 


find durchaus diefelben. 


Folgeſ. Die kten Binomialcokfficienten der fucceffiven Botenzen find ariths 
metiſche Reihen der kten Ordnung mit der conflanten Differenz 1 ($.557 Anm.) 





% 


XVII, Abfehmitt.* 
Anbang zum II. Theile der Arithmetik und Algebra 


Die cubiſchen Gleichungen. 


8. 561. 

Erkl. Eine Gleihung heißt eine cubifche oder eine Gleihung vom britten 
Grade, wenn darin die Unbekannte, nad etwaiger Wegfhaffung derfelben aus 
dem Nenner und aus dem Radicanden, im Cubus und nicht in einer höher 
Potenz vorfommt ($. 221). 

Kommt die Unbelannte darin nur im Cubus und nicht auch in einer nie 
drigern Potenz vor, fo heißt lie eine reinscubifce Gleichung ; fommen darin 
außer dem Cubus noch beide nicdrigeren Potenzen vor, fo heißt fie eine 
vollftändige cubifhe Gleichung; fehlt darin dad Quadrat der Unbelannten, 
jo heißt fie eine reducirte cubifche Gleichung; beide lehteren heißen mit 
einem gemeinfchaftlihen Namen gemifchtecubifche Gleichungen. 

Darnach ift, wenn fämmtliche im Kolgenden gebrauchten Buchftaben alge⸗ 
braifche Zahlen find und die Gleichung jededmal auf Null gebracht ift ($. 228), 
Ax? + Bx?+Cx-+D = 0, oder, indem wir die ganze Gleichung durd A 


dividiren, 
x» Parꝰ bt c=0 
die allgemeinfte Form einer vollftändigen cubiſchen Gleichung ; 
x’ +bı+-c= 0 
ift ebenfo die allgemeine Form einer reducirten cubifchen Gleichung ; und 
x’ -c=0 
die der rein-cubifchen Gleichung. 
$. 562.” 
Lehrſ. Jede cubifche Gleichung hat wenigſtens eine reelle Wurzel. 
Bem. Bei binlänglicy groß gemähltem x wird der Zahlwerth von x? 
unbedingt größer gemadt werden können ald der Zahlmerth der algebraifgen 


| 


Summe aller anderen ©lieder der Gleihung. Das Refultat der auf Null ge 


brachten Gleihung (die algebraifche Summe aller ihrer Glieder) wird demnad 
für fo groß gewählte Werthe von x einen pofitiven oder einen negativen Wert) 
annehmen, je nachdem x felbft pofitiv oder negativ genommen wird. Zwiſchen 
diefen Werthen von x wird nun nothivendig ein folder anzunehmen fein, für 
welchen obiges Refultat der Gleihung gleich Null wird, meil der Webergang 
von einem Refultate zu einem folgenden durch binlänglich Beine Beränderungen 
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von x in beliebig Meinen Unterſchieden genommen, d. 5 der Stetigfeit beliebig 
nahe gebracht werden kann. 


·Anm. Die weitere Ausführung und ſtrengere Begründung des Beweiſes 
in Beziehung auf die beiden darin enthaltenen Momente unterlaſſe ich, um den 
Weg zum eigentlichen Ziele nicht zu verlängern; fie mögen einen zweckmäßigen 
Stoff für eine weitere Hebung des Schülers bilden. 


Ä $. 563. 

Lehrf. If x — a eine Wurzel der cubifhen Gleihung, fo iſt (x — e) 
ein Factor derfelben, oder die cubifhe Gleichung iſt durch (x — a) ohne Reſt 
theilbar (vgl. $. 384). 

Bew. Die wirflih ausgeführte Divifion 

ax -Hbx-+o):(x— a) 
führt aldbald auf den Neft «a° + aa?-+-ba-t-c, welcher nach der Vorausſetzung 
gleich Null iſt. 

Anm. Um darum leicht und unmittelbar nicht nur die allgemeine Rich⸗ 
tigkeit des Satzes, fondern zugleih.die Form des Quotienten zu erfennen, führe 
man den Beweis noch alfo: 

x? ax? +bx rc = 0 
Se -Faa?--ba+c — 0, weil a eine Wurzel der Gleichung ift; 
x? — a? --a(x? — a?) +b(x— ao) = 0 
x? — a?-+a(x?—a?)+b(x—a):(x—a) = x?-Hxata?-Ha(x-+a)+b ($.127.52) 
—=x?+tax-+b'. 


8. 564. 

Folgeſ. Da jede cubifche Gleichung, deren eine reelle Wurzel a ift, gleich 
ift x —a)(x?-+a’x + b’) und fie demnach nicht blos für x — a gleih Null 
wird, fondern auch für x? +a’x-+-b‘ —= 0 (vgl. $. 385), d. h. für x — ben 
beiden Wurzeln diefer quadratifchen Gleichung, die nad) $. 382 entweder beide 
reell oder beide imaginär find: fo hat demnach jede cubifche Gleichung drei 
Wurzeln, und zivar entweder drei reelle oder nur eine reelle und zwei imaginäre, 


8. 565. 
Anl. Bezeichnen wir die drei Wurzeln einer cubifchen Gleichung, ob reell 
oder imaginär, mit a, 8, y, fo ifl demnach jede cubifche (immer auf Rull 
gebradhte) Gleichung gleih zu fegen dem Producte der drei Factoren (x — a) 
(x«— PB)(x — 7). Bildet man nun diefes Product, fo ergeben ſich aus der Ber: 
gleihung von 
xꝰ —(a+B+Yx?+laß tar +BNx — ar = 0 
mit der vollfändigen cubifchen Gleichung 
x? --ax?+bx+c = 0 
folgende bemerkenswerthe Beziehungen der Wurzeln einer vollftändigen cubifchen 
Sleicuns zu den Zahlwerthen ihrer einzelnen Glieder (vgl. 8. 386): 
‚Der Coefficient von x? iſt gleich dem Entgegengeſetzten der algebrai⸗ 
ſchen Summe der drei Wurzeln. 
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2. Der Eorffictent von x iſt gleich der algebraiſchen Summe der Ma⸗ 
ducte von je ziveien diefer drei Wurzeln. 

3. Dad abfolute Glied ift glei dem Gnigegengefepten des Producia der 
brei Wurzeln. 

Es ift darnach leicht, cubifche Gleichungen zu bilden, welche gegebene Wur⸗ 
zeln haben (8.387). So wird die cubiſche Gleichung, deren Wurzeln 1, 2, 3 find, 


fin! a= — (14243) = —6 
b= 1.2+1.8+2.3—= 11 Io ou tie — 0. 
e — — 1.2.8 — —6 


Die cubiſche Gleichung, deren Wurzeln 2, —1+Yy- — 1 m — 
find, wird ſein: 

a — 0 
b len == (0. 


ou — 4 


8. 566. 

Anfg. Die reinscubifhe Gleichung x? — a? — 0 aufjulöfen. 

(Nur der bequemeren Bezeihnung der Auflöfung willen haben mir ber 
obigen allgemeinen Form x?-+Hc —= 0 ($. 561) einftweilen die nicht minder 
allgemeine Form x? — a? — 0 fubflituirt, da man unbedenklich jede algebraifche 
Zahl ce ald Cubus einer andern anfehen und darnach aus — a? = ce dad a 
ſowohl feiner Groͤße, als ſeinem Zeichen nach beſtimmen kann.) 

Aufl. = V.= a iſt die eine, offenbar reelle Wurzel dieſer 
Gleichung. 


Aus IH = tat 
ergeben ſich dann ($. 564) megen 
x? ax+a? —= 0 | 
—ıT y— 
x = a. — ($$. 378 u. 382) 
die beiden anderen, offenbar imaginären, Wurzeln der gegebenen Gieicheng. 


Ganz ebenfo würde die Gleihung x? Pae = 0 zunaͤchſt auf die reelle 
Wurzel 





x v — — 4 
und dann wegen 
te _ 22 _atai 
xta 
und x2 — ax-a? — 0 ($. 564) 


—ı Ey 3 
2 





af x= —a. 
als die beiden anderen, offenbar imaginären, Wurzeln geführt haben. 
$. 567. 


Felgei. Die volfändige Tubitwurzel ans jeder Zahl, V Far, 
hat drei verfhiedene Werthe, einen reellen, den gemeinhin allein gebrauchten, 
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den gemeinen Wurzehwerih VE a? — a, und zwei imaginäre, nemlid 


ta. — Au Vv-? (ohne Beziehung der — auf einander $. 897. 1). 
Setzen Bir ( (8. 355) Y-3 = Y-1.Y3 = is, 


fo ift demnach die vollftändige Cubikwurzel aus Ha, oder * +3 — 4 
—1 
und —— 
8. 568. 
Erfi. Wir wollen die vollftändige Cubitwurzel jum unterſchiede 
ihres gemeinen Werthes durch die vollere Bezeichnung VF -+a von VF +3 


unterfcheiden und haben demnach 


Va um = Ya. ZiEiVs —— 


Die Zahl — wollen wir kurz den Graänzunge-Gotffichen. 


ten der gemeinen Eubifwurzel nennen. 
Buf. Setzen wir in 5 567 # = 1, fo haben wir darnach 


"yı — 1 und — 
—— — — und = _ 1 z1tiV3 _ 1ıFiYs 
2 2 ’ 


welche Werthe fih urfprünglic ebenfo aus x? 1 = 0 und 
+ = x!tı 11=b 
„ +1 
ergeben würden. 
Anm. Hätte man auf legtere Weife urfprünglich 


“Yı — 1 und — —— 
ViÄ€-= un — EV 


beftimmt, fo würde man umgekehrt daraus den gemeinen Wurzelwerth 


VA YVHr= y-iti und —— 
haben ableiten können, two die +1 in Beziehung auf +a, bie +iy3 ohne 
ſolche Beziehung. 
8. 569. 
Anfg. Jede vollfiändige cubifhe Gleichung von der Form 
x ax? +-bx-tc = 0 
durch Einführung einer andern Unbekannten y in die reducirte Gleichung 
„”+pytq=0 
zu verwandeln. 


Aufl. Dan fege x = y—}a, fo wird. 
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x? = y?—ay?+jsa?y— „ya? 
ax? ay? -Ja?y-+}a’ 
bz ——— by —jab 
ce — © 
x? ax? hx Pe = y’+(b—}a?)y+(Zra’— abc) = 0 
=y’+py+ta4=%. 


Anm. Die Analyfe des Berfahrens if ganz die ded $. 380 Anm. Ban | 
| 











fege allgemein x = y-+2, entiwidele die Glieder x?, ax? ıc. wie oben, und 
fege den Cokfficienten von x? = 0, jo kommt 


= — Is d.hxr—=y—ta. | 
8. 570. | | 
Anfg. Die reducirie cubifhe Gleichung 
„”’+prtq>=0 


aufzulöfen. 
Aufl. Man febe y — u+v, fo wird 
y’ = u2 1 Su2v-4-3uv2 + v° — u? 3ur(u+v)+v? 
py = p(u+ v) 
ı=q 
„”’+pyt+a=wW+v+gt+ßue+p(atV)=0. 

Es muß darum, wegen gänzlicher Unabhängigkeit der Größen p und gq 
von einander, jeder der beiden Theile der Gleichung, d. h. ſowohl a? -v?-+4, 
ala auch (3uv--p)(a-+-v), für fich gleih Null werden, und darum im zweiten 
Theile wieder der Factor Buv-+p für fih gleih Null werden, weil u-v=y 
in einer Gleichung y’+py-+q = 0 nit Null fein fann. 


Man Hat demnach zur Beflimmung von u-+v die beiden Gleichungen 


"+ v’=—gq 
— _2> 3 _ _P° 
uv oder u?.v? = 57 


die, u? — a und v?’ — 8 gefeßt, nah ©. 379. 5 oder ©. 353 ohne weiteres 
auf die Auflöfungen führen: 


-4r yP’ +45 4- yıttz 
— 5; v3 — — 


wu = ; 
und demnad) 
Ve a — 5 
y — u 4v * ya, al Ana Li 


als Wurzel der gegebenen Gleichung beftimmen. 
Dieſe Auflöfungsformel heißt die Cardaniſche Formel. 
Beifp. yF’—dy—2 —=0. 
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3 
py' —+Yr+4@) 2 
p=-3;qyq=—2; g2+4.(2) =, un =>>=1; 
| y-1+1=2. 

Anm. Bardanus-(t 1576) veröffentlichte die nah ihm benannte For⸗ 
mel zuerff 1545, wider Willen des Tartaglia, der ihm dieſelbe verſteckt in 
Berfen mitgetheilt hatte. Doh fhon vor Tartaglia hatte diefelbe Formel 
Scipione dal Ferro (F 1525) gefunden, fie aber außer einer vertraulichen 
Mittheilung an Fiore geheim gehalten. Durch Fiore veranlaßt, entdedte fie 
Zartaglia zum zweiten Male. Eine fehr lehrreiche Analyfe derfelben von 
Dippef. in Grunert's Archiv VII. 149. 


8. 571. 
Zuſ. Die beiden anderen Wurzeln der Sleihung würde man erhalten, 
wenn man für u = Va und v — n ihre Grolnandigen Werthe ($. 567) 





und demnach 
> & 

ſetzte, woraus durch die Berbindung von BAR mit „Et iV 3 
die beiden andern Wurzeln der Gleichung 

y“ 4 u—v 

= 3 

ya iy: 

hervorgehen. 


Anm. Daß "ungeachtet der doppelten Werthe von u— =y a und von ‚Ve 
ihre Summen doch nur zwei und nicht vier neue Werthe für y geben, hat 
feinen Grund darin, daß die + und — vor den ı yoeiten Öliedern von u und v 


in einer foldhen, durd) die Sleihung u. ‚=—-+ bedingten Abhaͤngigkeit von 
einander ſtehen, daß der Werth von u, mit + vor feinem zweiten Gliede, nur 
mit dem Werthe von v, mit dem — vor feinem zweiten Gliede, und ebenſo das 
— in, u nur mit dem 4 in v verbunden werden darf; denn nur in biefer 
Berbindung geben fie kai der Muctipfication ein reelle Product, wie es Die 
Gleihung uv = _ fordert (8. 397. 2). 

um folder Rüdfihtsnahme überhoben zu fein, fann man die beiden anderen 
Wurzeln der Gleihung, nachdem die erſte durch die Gardanifche Formel be- 
ſtimmt ift, durch urfprüngliches Verfahren auch alfo ableiten, wie es im fol- 
genden Paragraphen gefihehen ift, fo daß demnach Die Paragraphen 571 u. 572 
durd) einander erfeßt werden fönnen. 


8. 572.* 
Znf. (auch ftatt 8. 571 zu ſetzen). Bezeichnen wir die durch die Car⸗ 
daniſche Formel gefundene Wurzel der cubiſchen Gleichung 


„”+py+trı=09, 
nemlich obiges y — u+v mit y, fo giebt 


Gyr N)ey’tyyty”rp=0 


— 
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die beiden anderen Wurzeln derſelben ($. 564). Dieſelben find demnach 
r.) J — 
= e w—⸗ 


688 
dur Subftitution von y’ = ufv, p = — Sur ($. 570) 


y“ -etnty Zen! _ _u+r uor, 

J. —8 —V 
ganz uͤbereinſtimmend mit $. em. 

Anm. In dem Auddrude der (einen und erften) Wurzel der reducirten 
cubiſchen Gleichung durch die Cardanifche Formel ($. 570) 


"798 3 
/—4+ +4.(2) s/—4— V++($) 
ya Vy Te — 

3 
erhält man diefe Wurzel für den Fall, daß q? +4.(2) negativ wird, welches 
für negative Werthe von p, d. h. für eine Gleihung, wo ber Gotfficient vor 
y negativ ift, recht wohl fommen kann, unter der Form 
3 3 
y=YVAHB+YA-—iB, 
wo A--iB die zufammengehörenden imaginären Werthe von a und B ober 
u’ und v? find. 
Es laͤßt fih nun ohne Schwierigfeit beweiſen, und iſt dies im 8. 673 ges 


ſchehen, daß, woſern Var  atib 
VAZE = a—ib 


y=a-+tib+a—ib = 2a 
und damit immer reell ift. ; 

Aber die wirklihe Berehuung von Y A+iB = a+ib läft nö nicht 
in der Weife ausführen, wie fi& die ähnliche Berechnung von V A-+-iB 
== a-Hib allerdings immer audführen, d. h. a und b durch A und B beftim- 
men läßt (j. oben ©. 385. 17). Im Gegentheile führt der Verſuch der Be 
rechnung der obigen a und b aus A umd B auf eine neue cubifhe Gleichung 
für a, die in der Form ganz gleich der gegebenen ift (urſprünglich auf eine 
Gleichung des Yten Grades, die fih aber, weil nur a9, a6, a? darin vorkom⸗ 
men, nad) Art einer cubifchen berechnen läßt), fo daß man ſich bei einem fols 
hen Verſuche der Auflöfung unferer gegebenen Gleihung fruchtlod im Kreife 
drehen würde. Darum hat man diefen Fall der cubifhen Gleihung, mo die 
Forderung der Gardanifhen Formel, nemlich V A-iB mit den bieherigen 
Mitteln der elementaren Algebra nicht zu erfüllen if, den itreducibelen 
Fall genannt. 

Er findet eine vollfommene Auflöfung fhon durch den binomifchen Lehrfag, 
nemlih in der Anwendung deöfelben au auf gebrochene Erponenten, d. 5. in 
der Entwidelung von (A-+1B)$ in unendliche Reihen, bei denen dann das 
Imaginäre ſich gegenfeitig aufheht. 


ift, alddann 


ift und daß mithin 
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Eine recht einfache und nahe liegende Auflöfung diefed alles aber bietet 
eine ganz gleich gebauete cubifhe Gleichung der analytiſchen Trigonometrie dar, 
wie denn die Einführung eines Hülfswinkels überhaupt in natürlicher Vermitt⸗ 
fung auf eine folde Auflöfung führt (f. Trig. Abſchn. IV „Gebraud des 
Hülfswinteld”). 

$. 573.* 
Lehr. Wenn YAHE = a-+ib if, 
fo it VA = a—ib. 

Dem. 

A-iB — (a-+ib)? — a? — 3ab? 4i (342b — b2) 
alfo A = a? — 3ab? 


.B= 38?b —b? 
A—iB = a?— 3ab? —3a?b.i+b?.i = (a — ib)? 
VA-B = a-—ib, w. z. b. w. 
8. 574. 


Folgeſ. Die rebucirte cubifche Gleichung 
y„"’-pytı=0 , 
hat für den irreducibelen Fall, d. h. für den Fall, daß q2 +4.(2) negativ 
it, drei reelle, in jedem andern Falle eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln. 
Denn bezeichnen wir die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung, wie oben, mit 
y‘, y“, y“, fo ift (88. 570 u. 571) 


, utv , u-v. w..  u4vr u. 
y=u4tv; y' _ Si: y _ rs, 


Für den irreducibefen Fall find u und v imaginäre Zahlen von der form 
a-ib und a— ib, mithin ift ihre Summe reell = 2a, ihre Differenz aber 
imaginär — 2ib, mithin (u — v)i ]/3 wieder rel = — 2/3, und fomit 
alle drei Wurzeln reell. Für jeden andern Fall aber ift u4-v, wie aud 
u—v reell, (a—v)iy3 alfo immer imaginär, und fomit eine Wurzel reell, 
die beiden anderen imaginär. 

Der Satz diefes Paragraphen ift zuerft von Raphael Bombelli 1572 
aufgeftellt und bewiefen worden. 





8. 575. 
Schlußbemerkung. Ungeachtet nun die Cardanifche Formel die allges 
meine Auflöfung der cubifchen Gleichungen enthält, fo ift fie in ihrer urſprüng⸗ 
lichen Geftalt doch nur von geringem Werthe. Denn für den Fall, mo eine 
ſolche Gleichung drei reelle Wurzeln hat, für den irreducibelen Fall, giebt fie die 
erfie berfelben, und mittelbar dann auch die beiden anderen ($. 571) unter der 
Form YAHIB--YA—iB, von der man freilich leicht erkennen kann 
(8. 573), daß fie ſich auflöst in die Form a-ib + a— ib — 2a; aus der 
man jedod auf rein algebraifhem Wege dad a und b mit den bloßen Hülfe- 
mitteln der ſ. g. Elemente nicht berechnen kann, nemlih nit ohne die Ent- 
Helmes, Slementar-Mathematif, I 35 
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s 
widelung von V A-+iB in unendlihe Reihen, nach dem binomifchen Lehr: 
fape. °) 

Für den andern Fall aber, wo die Sleihung nur eine reelle und zwei 
imaginäre Wurzeln bat, giebt fie denn freilich jene erfte Wurzel durch rein ele: 
mentar audzuführende Nechnungen. Aber diefe Rechnungen find doch, vom 


Standpunfte der heutigen Rechnungsmethoden betrachtet, höchft unbequem und 


weitläufig, weil fie fi in jener urfprüngtichen Form dem wirkſamſten Erleich⸗ 
terungsmittel derfelben, der Anmwendung der (ſeitdem erfundenen) Logarithmen 
entziehen. 

So enthält denn alles Obige in Wahrheit nur die Vorbereitung und Ein- 
feitung zu der Art von Auflöfung der cubifchen Gleichungen, die heute allein 
den Forderungen, die man an eine ſolche Auflöfung macht, genügen kann, id 
meine die trigonometrifhslogarithbmifdhe, die unten Trig. Abfchn. IV 
gegeben ift, die denn aber auch allen Forderungen, die man an Leichtigkeit und 
Sicherheit der Rechnung machen kann, aufs volllommenfte Genüge leiftet. Aus 
diefem Grunde habe ich hier feine Beifpiele und Aufgaben weiter beigefügt, 
die man übrigend aus Heid 8.95 oder M. Hirſch ©. 147 entnehmen könnte. 


*) Weber die vielfachen älteren Verſuche, dieſe Erfcheinung zu deuten und 


igre Schwierigkeit zu umgehen, vgl. Käftner, Anal. endl. Gr. I. $. 717 ff. 


Ende des erften Bande? 
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